Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commcrcial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automatcd  qucrying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  aulomated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark" you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  andhclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http  :  //books  .  google  .  com/| 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Urheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  partnerschaftlicher  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  für  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  für  diese  Zwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  fiir  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .corül  durchsuchen. 


» 


ELEMENTE 


DES 


HÖHEREN  MATHEMATIK. 


VORLESUNGEN 


ZUR 


VORBEREITUNG  DES  STUDIUMS  DER  DIFFERENTIALRECHNUNG, 

ALGEBRA  UND  FUNCTIONENTHEORIE 


VON 


Db.  OTTO  BIEBMAlfN, 

O.  ö.  PBOFK880S  AK   DSB  TXCHHI80mnr   HOCHBORTL«  IH   BKÜKK. 


LEIPZIG, 

DRUCK   UND   VERLAG   VON  B.  G.  TEÜBNER. 

1895. 


/V^!^ ^(?^> 

17  1897 


Ö^jOJxhM^ 


ALLE  RBGHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DBS  ÜBEBSETZÜN6SBEGHTS,  YOSBEHALTEN. 


7 


Vorwort. 


Die  Grandlagen  and  Elemente  der  höheren  Mathematik  werden 
an  den  Hochschalen  so  selten  in  einer  einleitenden  Vorlesong  zam 
Yortri^e  gebracht^  dass  dem  Stndirenden  Bücher  nur  erwünscht  sein 
können,  die  ihn  einheitlich  auf  das  Studium  der  höheren  Algebra^  der 
höheren  Analysis  und  der  Functionentheorie  vorbereiten. 

Desshalb  habe  ich  in  der  letzten  Zeit,  wo  mir  eine  angestrengte 
Thätigkeit  versagt  war^  auch  durch  das  Bedürfnis  meiner  Hörer  ge- 
drängt;  dieses  Buch  geschrieben,  das  den  genannten  Zweck  erfüllen  soll. 

Nach  einer  Einleitung,  in  der  das  System  der  bei  den  weiteren 
Rechnungen  verwendeten  Zahlengrössen  auf  Grund  des  Princips  von 
der  Permanenz  der  formalen  Rechnuugsgesetze  ganzer  Zahlen  ein- 
geführt ist  und  die  Hauptsätze  über  unendliche  Reihen  und  unend- 
liche Producte  und  der  Begri£f  der  Function  auseinandergesetzt  ist, 
behandelte  ich  die  Lösung  algebraischer  Gleichuugen,  denn  diese  Auf- 
gabe zeigt  dem  von  der  Mittelschule  kommenden  Leser,  der  Jahre 
lang  mit  den  Elementen  der  Lehre  von  den  algebraischen  Gleichungen 
beschäftigt  war,  deutlicher  als  jede  andere,  was  man  unter  der  Be- 
rechnung einer  Grösse  von  vorgegebener  Eigenschaft  zu  verstehen 
hat.  —  Diese  Aufgabe  war  mir  in  diesem  Buche  um  so  wichtiger, 
als  ich  denselben  Leser,  dem  auch  das  Auftreten  complexer  Grössen 
in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  nicht  ganz  fremd  blieb,  vor  Allem 
in  der  Theorie  der  ganzen  rationalen  Functionen  mit  den  complexen 
Zahlengrössen  vertraut  machen  konnte. 

Beim  Verfolgen  des  ferneren  Zieles,  nämlich  die  in  den  Elementen 
der  Mathematik  vorkommenden  Functionen  der  Rechnung  dadurch 
zugänglich  zu  machen,  dass  ihre  arithmetische  Abhängigkeit  von  dem 
Argumente  durch  eine  Rechenvorschrifb  beschrieben  wird,  erschien  es 
mir  am  passendsten,  die  Sätze  über  Potenzreihen  soweit  zu  ent- 
wickeln, dass  der  Leser  den  fundamentalen  Begriff  der  Fortsetzung 
einer  Potenzreihe  und  die  Bedeutung  desselben  kennen  lernt,  damit  er 
in  der  Differentialrechnung  die   der  Taylor 'sehen  Reihe   vollständig 
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IV  Vorwort. 

erfasse.  —  Die  Frage  nach  den  Kennzeichen  der  Convergenz  oder  Diver- 
genz einer  unendlichen  Reihe  behandelte  ich  abweichend  Ton  dem 
üblichen  Gebrauche  erst  zum  Schlüsse,  als  die  Frage  nach  der  Con- 
vergenz einer  Potenzreihe  an  den  Grenzstellen  ihres  Convergenzinter- 
valles  oder  -bereiches  berechtigt  war.  Dadurch  vermied  ich^  dem 
Leser  schon  in  der  Einleitung  Reihen  mit  ganz  absonderlich  con- 
struirten  Gliedern  vorzuführen,  wo  ihn  die  Frage,  ob  solche  Reihen 
in  der  Rechnung  eine  Bedeutung  haben  oder  nicht,  noch  nicht  sehr 
interessiren  kann. 

Indem  ich  mich  hier  soweit  über  den  Zweck  und  die  Einrichtung 
des  Buches  ausgesprochen  habe,  ist  einerseits  der  immerhin  bedeu- 
tende Umfang  genügend  erklärt  und  andrerseits  sind  dem  Fachmanne 
die  Gründe  ersichtlich,  die  mich  veranlassten,  neben  den  bisherigen 
Werken  ähnlichen  Inhaltes  ein  neues  Buch  zu  veröffentlichen.  Ich 
hoffe,  dass  es  bei  den  Studirenden  seinen  Zweck  erreichen  und  bei 
Fachmännern  einigen  Gefallen  finden  wird. 

Brunn,  den  28.  März  1895. 

Biermann. 
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L  Abschnitt, 
firandlageii  der  Arithmetik. 

§  1.    Begriff  der  gansen  Zahl  und  die  direoten  Beohnungsoperationen 

mit  gamsen  Zahlen. 

1«  Jeder  Gegenstand  unseres  Denkens  heisse  ein  Ding.  Bei  dem 
Denken  bezieht  der  menschliche  Geist  Dinge  auf  Dinge.  —  Fasst  der 
menschliche  Geist  Dinge  unter  einem  Gesichtspunkte  auf;  so  bilden 
diese  —  wie  man  sagt  —  eine  Vidheitf  eine  Menge  oder  ein  System, 

Besteht  z.  B.  ein  Gegenstand  der  sinnlichen  Wahrnehmung  aus 
Bestandtheilen  oder  Elementen  mit  gemeinsamen  Merkmalen  ^  so  dass 
wir  uns  bei  Betrachtung  des  Gegenstandes  der  Wiederholung  einer 
und  derselben  geistigen  Thätigkeit  bewusst  werden  und  bei  der  Be- 
schreibung des  Gegenstandes  ein  Element  für  ein  anderes  setzen 
können,  so  bilden  die  Elemente  eine  Vielheit.  —  Abstrahiren  wir  von 
den  gemeinsamen  Merkmalen  der  Bestandtheile,  so  besitzen  wir  die 
Vorstellung  der  aus  gleichartigen  Elementen  zusammengesetzten  Menge 
durch  die  ZaJU. 

Damach  ist  die  Zahl  als  die  Vorstellung  einer  Vielheit  gleichartiger 
Elemente  ssu  beaeichnen. 

Indem  man  jedes  der  gleichartigen  Elemente  durch  den  Ausdruck 
Eins  bezeichnet,  besteht  das  Zahlen  der  Elemente  oder  Einheiten  der 
Menge  in  der  Fizirung  von  Eins  und  Eins  —  und  Eins  usw.  durch 
neue  Ausdrücke  zwei,  drei  usw.  Die  Zahlen  sind  die  Vorstellungen 
der  durch  diese  Ausdrücke  bezeichneten  Vielheiten  von  Elementen. 

Das  wiederholte  Setzen  und  Vereinigen  der  zu  Grunde  gelegten 
gleichartigen  Elemente  liefert  die  Zahlenreihe^  in  der  jede  Zahl  aus 
der  nächstvorhergehenden  durch  Hinzufügen  eines  Elementes  gebildet 
ist.     Die  Zahlenreihe  ist  ohne  Ende,  unbeschränkt. 

Die  aus  gleichen  Elementen  gebildeten  Zahlen  heissen  ganze  Zahlen. 

2.  um  die  Vorstellung  eines  aus  mehreren  verschiedenartigen  Ele- 
menten bestehenden  Gegenstandes  zu  gewinnen,  muss  man  angeben, 
welche  Arten  Yon  Elementen  und  wie  viele  Elemente  der  einzelnen 
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2  I.  Abschnitt.    Grundlagen  der  Arithmetik. 

Art    Yorkommen.     Die    zusammengesetzte    Yorstellimg    der   Systeme 
gleichartiger  Elemente  ist  die  Zahlengrosse. 

3.  Wir  bezeichnen  mit  a^hjCy,,.  Zahlen,  die  aus  einem  und 
demselben  unbestimmt  gelassenen  Grundelemente  e  oder  der  abstracten 
Einheit  1  zusammengesetzt  sind.  Wenn  jedoch  das  Grundelement  e^ 
aus  dem  Zahlen  a,  b,  c  .,.  zusammengesetzt  sind,  besonders  kenntlich 
gemacht  werden  soll,  schreiben  wir  statt  a  ae,  statt  h  be  usw. 

Zwei  aus  demselben  Grundelemente  zusammengesetzte  Zahlen  a 
und  b  heissen  gleich  {a  ^=ab),  wenn  sich  zu  jedem  Elemente  der  einen 
Zahl  ein  Element  der  anderen  zuordnen  lässt,  imd  ungleich,  wenn  bei 
dem  Vergleich  der  einander  gegenübergestellten  Elementenreihen  in 
der  einen  Elemente  vorkommen,  denen  in  der  anderen  keine  ent- 
sprechen. Die  Zahl,  die  mehr  Elemente  enthält,  heisst  die  grössere, 
die  andere  die  kleinere  und  zwar  schreibt  man  a  >  b,  &  <  a,  wenn  a 
die  grössere  Zahl  ist. 

Ist  a^=^b,  so  gilt  auch  b  =  a. 

Isi  a^=b,  6  —  c,  so  folgt  a  =  c. 

Ist  a >  6,  6  >  c,  so  folgt  a>  c. 

4.  Mit  den  aus  gleichen  Elementen  gebildeten  ganzen  Zahlen 
nimmt  man  Verknüpfungen  vor,  zu  denen  ursprünglich  durch  Er- 
fahrung festgestellte  Eigenschaften  von  Gegenständen  der  Sinnenwelt 
die  Veranlassung  gegeben  haben  werden. 

Man  bildet  erstens  aus  ewei  Zahlen  a  und  b  eine  dritte  c,  welche  die 
in  a  und  b  vorkommenden  Elemente  und  nur  diese  enthalt. 

Diese  stets  ausführbare  Operation  heisst  Addition]  die  neue  Zahl  c, 
die  man  mit  a  -|-  ^  (lies:  a  plus  b)  bezeichnet,  heisst  die  Summe  der 
„Summanden'^  a  und  b, 

a)  In  der  Summe  kann  man  jeden  Summanden  durch  eine  ihm 
gleiche  Zahl  ersetzen. 

ß)  Es  ist 

a  +  6  —  6  -(-  a 
und  ebenso 

d.  h.  die  Summe  ist  unabhängig  von  der  Folge^  in  der  die  Summanden 
verbunden  werden. 

y)  Verwendet  man  bei  einer  Addition  das  Ergebnis  der  Addition 
zweier  Zahlen  a  und  b,  so  schliesst  man  a  -{-b  m  Klammern  ein: 
(a  -|-  ^)«     Nach  dieser  Erklärung  bemerken  wir,  dass  auch 

a  +  (6  +  c)  =  (a  +  6)  +  c 
ist,   dass  also  die  Summe   von   der  Vereinigung  der  Summanden  in 
Theilsummen  unabhängig  ist. 


§  1.  Begriff  d.  ganzen  Zahl  u.  d.  direcien  RechnungBoperat.  m.  ganzen  Zahlen.  Nr.  3, 4, 5.  3 

Die  letzten  zwei  AdditUmsgesetee  ganzer  Zahlen  heissen  das  commu- 
ioHve  beziehungsweise  das  associative. 

5.  Setzt  man  an  Stelle  jedes  der  Elemente  einer  Zahl  h  die  Zahl  a, 
so  entstellt  die  Summe 

a  +  <*  +  •••  +  ^  (6mal), 

die  man  mit  axh  oder  a*b  oder  ab  bezeichnet.  Diese  Operation,  durch 
die  ah  (sprich  a  mal  V)  gebildet  ist,  heisst  Multiplkation.  ah  heisst  das 
Trodud  der  Factoren  a  und  h,  a  der  MuUiplicandy  h  der  Mültiplicator, 
Man  setzt  fest,  dass  a  •  1  »>  a,    1  •  1  =>  1;    ae-e^^  ae^    ee  ^=^  e  ist. 

Das  Product  a&  ist  aus  a  ebenso  zusammengesetzt  wie  h  aus  dem 
Grundelemente,  daher  kann  man  sagen: 

Eine  Zähl  a  mit  einer  andern  h  multiplidren,  heisst  eine  dritte 
c^ah  so  aus  dem  MuUiplicand  a  hüden,  wie  der  Mültiplicator  h  atM  dem 
Grundelemente  gebildet  ist\  (doch  weil  hier  die  Multiplication  aus  der 
wiederholten  Addition  hervorging,  ist  sie  an  dieser  Stelle  nicht  als 
selbständige  Rechnungsart  aufzufassen). 

Weil  man  in 

a  +  ö  +  •  •  •  +  ö  (6mal) 

aus  jeder  Gruppe  von  a  Elementen  eines  herausnehmen  und  diese  zu 
h  yereinigen  kann,  dieser  Vorgang  aber  amal  möglich  ist,  und  die 
Vereinigung  all  dieser  Verknüpfungsergebnisse 

^  +  &  +  •••  +  ^  (amal) 
gibt,  so  ist 

ah  =  ha. 
Ebenso  ist 

{c(i)h  «"  {ch)a  =  (a&)c. 

Denn,  wenn  wir  das  Zahlzeichen  c  (a&)mal  niederschreiben  und  zwar 
in  h  Zeilen  und  a  Colonnen,  so  dass  die  Summe  der  Zahlen,  die  in 
einer  Zeile  angezeigt  sind,  {ccl)  ist,  die  der  Zahlen  in  einer  Colonne 
{ch)  ist,  so  erhalten  wir  die  Summe  aller  Zahlen  c  also  c{ah)  auch 
dadurch,  dass  wir  die  Summe  {cd)  &mal  oder  die  Summe  (ch)  amal 
nehmen. 

Daher  ist  das  Ergebnis  der  MülHplication  sowohl  unabhängig  von 
der  Folge  der  Factoren  als  auch  unabhängig  von  der  Zusammenfassung 
der  Factoren  in  TheHproducte. 

Neben  diesen  zwei  Multiplicationsgesetzen,  dem  commutativen  bezw, 
associativen  besteht  das  in  der  Gleichung: 

(a  +  6)c  =  (a  +  6)  +  (a  +  6)  H [-(a  +  b)  (cmal)  = 

=  a  +  ö  +  •  •  •  +  ö(cmal)  +  ^  +  ^  +  •  * '  +  6(cmal)  = 

=  ac  +  &c 

1* 


4  I.  Abschnitt.    Grundlagen  der  Arithmetik. 

aasgesprochene ^  sog.  distributive  Gesetz^  aus  dem  im  Verein  mit  den 
früheren  die  Formel  folgt: 

(ai  +  oa  H \-  an)  {hl +  h-\ h  &m)  = 

=  ai6i  -f-  aj&i  -f-  . . .  -}-  Unhi  -{" 

+  Ö1&2  -f-  Ö2&J  -|-  •  .  •  -}-  dnhf  -{- 
+  Öl6m+  <hhm'-\ 1-  fl»&m. 

Dos  Ptoduct  von  n  einander  gleichen  Zahlen  a  nennt  man  die 
n^  Poten0  von  a  und  bezeichnet 

a-a  - ' '  a  {n  mal)  mit  a*, 

{Ues  a  zur  n*^^  Potenz  oder  a  hoch  n).  Die  Zahl  n  heisst  der  J5r- 
ponent  der  Potenz  und  a  deren  Basis. 

Aus  der  Definition  folgen  die  Rechnungsgesetze: 

Gelegentlich  der  Erwähnung  des  Begriffs  der  ganzzahligen  Potenz 
führen  wir  an,  dass  im  Falle  n  >  1,  (1  +  wa)  <  (1  +  a)"  ist;  eine  Un- 
gleichung, die  wir  später  benützen  werden.  — 

§  2.    Die  indireoten  Heohnungsoperationen  mit  gansen  Zahlen. 

1«  Wir  wenden  uns  zu  den  der  Addition  und  Multiplication  ,,in- 
versen''  Rechnungsarten,  der  Subiraction  und  Division. 

Eine  Zahl  b  von  einer  Zahl  a  subtrahiren,  heisst:  diejenige  Zahl 
bestimmen,  die  zu  b  addirt  oder  die  um  b  vermehrt  a  ergibt  Die  Zahl 
a  heisst  der  Minuend,  b  der  Subtrahend  und  die  gesachte  Zahl,  wenn 
eine  solche  existirt,  die  DifferenB  von  a  und  &.  Man  bezeichnet  sie  mit 
a  —  b  (lies:  a  minus  6). 

Zufolge  der  Definition  ist: 

6  +  (a  -  6)  =  (a  —  6)  +  &  =  a. 

Die  neue  Operation,  die  StAtracHon,  ist  eindeutig,  denn  aus  der 
Annahme,  dass  sowohl 

a  -{-b  ^=»  a    als  auch    ^  +  6  «=  a 

sei,  folgte 

a  -|-  J  =  j3  -(-  &     und     a  =  ß. 

Die  Subiraction  ist  aber  nur  ausführbar,  wenn  der  Minuend  grösser  ist 

als  der  Subtrahend,  — 

Die  Eigenschaften  der  Differenz  folgen  aus  der  Definition: 

Es  ist 

a  -j-  (6  —  c)  -{-  c  =  a  -{-  b, 

d.  h.  a  +  (ft  —  c)  ist  die  Zahl,-  die  zu  c  addirt  a  +  &  gibt,  also  wird 

a  +  (6  —  c)  =  a  +  &  —  ö« 


§  2.  Die  indirecten  Bechnaogsoperationen  mit  ganzen  Zahlen.  Nr.  1,  2.  5 
Setzt  man  c^^b,  so  ist 

da  aber  .  . 

((a-h)  +  h)  +  b^a-\-b, 

(a  —  6)  +  &-=a  +  6  —  6 

ist,  80  folgt  a  +  (b-b)^(a-h)  +  b^a, 

d.  h.  (b  —  b)  ist  eine  Orösse,  die  gu  a  hinBugefUgt  a  ungeändert  lässt. 
Wir  bezeichnen  sie  mit  dem  Zeicben  0  und  dem  Ausdrucke  Null.  Be- 
sagt a,  dass  das  Grundelement  amal  vorkommt,  so  sagt  das  Zeichen  0^ 
dass  das  Element  nicht  vorkommt. 

Man  findet  leicht  auch  die  in  den  folgenden  Gleichungen  nieder- 
gelegten Eigenschaften  der  Differenz  bestätigt: 

a  —  (6  —  c)  «=  a  +  c  —  6, 

(a'{-  c)  —  (6  +  ^)  ==•  ^  "~  ^; 
(a  —  c)  —  (6  —  c)  —  a  —  6.  — • 

2.  Eine  Zahl  a  durch  eine  Zähl  b  dividiren,  heisst  diejenige  ZaM  c 
bestimmen,  die  mit  b  multiplicirt  a  gibt,  oder  die  Zahl  c  suchen,  mü 
der  b  muUiplicirt  a  gibt. 

Man  nennt  c  den  Quoüenten  aus  dem  „Dividend^*  a  und  dem 
„Divisor^*  b  und  bezeichnet: 

c  «»  y  =3  a :  &. 

Nach  der  Definition  ist 

(t)»-»(t)-«- 

Die  neue  Operation,  Division  genannt,  ist  nur  losbar ^  wenn  der 

Dividend  a  ein  Product  aus  dem  Divisor  b  wnd  einer  etpeiten  Zahl  n  ist, 

denn  im  Falle  a>6>l  ist  entweder  a  ^==nb  oder  a^^nb-^-r  (r<6), 

weil  a  unter  den  Zahlen  b,  2b,  35,  •  •  •  vorkommt  oder  nicht,  und  im 

zweiten  Falle  eine  Zahl  n  besteht  (n  ^  1  d.  h.  grösser  oder  gleich  1), 

so  dass 

nb<a<(n+  1)6 

ist.   —  Ist  die  Division  ausführbar,  so  ist  sie  es  nur  in  eindeutiger 
WeisCj  denn  aus  der  Annahme 

ar=^nb  ^=  mb 

folgt 

n  B»  m. 

Für  den  Quotienten  gelten  zufolge  der  Definition  die  Eigenschaften: 

a 
ap         a  p  a         a  ap         p     ^ 

P 


6  I.  Abschnitt.    Grundlagen  der  Arithmetik. 

und  femer  bleibt  die  aus  dem  Grundelemente  e  gebildete  Zahl  ae  bei 
der  Division  durch  e  ungeändert.  — 

3,  Ist  a  das  Produd  von  b  und  n,  so  heisst  a  ein  Vielfaches  oder 
ein  Multiplum  von  b  und  b  ein  Theiler  von  a,  —  Aus  dieser  Definition 
gehen  die  Sätze  hervor: 

1)  Ist  a  ein  Vielfaches  von  b^  b  ein  Vielfaches  von  c,  so  ist  auch 
a  ein  Multiplum  von  c, 

2)  Ist  in  einer  Reihe  von  Zahlen  jede  ein  Vielfaches  der  n'achstr 
folgenden,  so  ist  jede  frühere  ein  Vielfaches  jeder  späteren. 

3)  Ist  sowohl  a  als  auch  b  ein  Vielfaches  von  c^  so  ist  auch 
(a  -j~  b)  ein  Vielfaches  von  c;  und  umgekehrt  lässt  sich  eine  durch  c 
Üieilbare  Zahl  nur  derart  m  eine  Summe  zweier  Summanden,  deren 
einer  durch  c  theilbar  ist,  zerlegen,  dass  auch  der  zweite  den 
Theiler  c  hat. 

Wir  können  hier  die  Frage  nach  den  gemeinsamen  Theilem  gu^eier 
Zahlen  a  und  b,  von  denen  a  >  &  gelte,  aufwerfen  und  besonders  nach 
dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  fragen. 

Zerlegt    man   a  in   6  +  ^  +  ''*  +  ^  +  ^*    wo   c<&   sei,    dann 

6   in   c  +  c  +  '*'  +  <?  +  ^;WO   d <c   sei  usw., 

so  erhält  man  eine  Folge  von  Gleichungen: 

a^^n^b  +  c,  (p<^) 

b  =  «jC  +  0^7  (^  <  c) 


f  =  nm-ig  +  h,      (h<g) 

g  =  WmA, 

in  denen  ni,  nn,  •  •  *  n^  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Gleichungen  sind 
dadurch  ausgezeichnet,  dass  man  endlich  eine  Zahl  f  in  ein  Vielfaches 
einer  Zahl  g  und  einen  y,Rest^  h  zu  zerlegen  hat,  der  Theiler  von  g 
ist  Die  Zahl  h  ist  offenbar  Theiler  von  /*,  aber  auch  Theiler  von  b 
und  a;  und  weil  umgekehrt  jeder  gemeinsame  Theiler  von  a  und  b 
auch  Theiler  von  c,  d  usw.  und  h  ist  (nach  3),  so  ist  h  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  a  und  b.  Man  findet  ihn  nach  einer  Anzahl 
von  Schritten,  die  höchstens  gleich  (b  —  1)  ist,  indem  &  >  c,  c  >  d,  •  •  • 
g>h  ist. 

Ist  A  =»  1,  d.  h.  haben  die  Zahlen  a  und  b  nur  den  selbstverständ- 
lichen gemeinsamen  Theiler  Eins,  von  dem  man  absieht,  so  nennt 
man  a  und  b  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  oder  relative  Prim- 
zahlen.  Weil  für  solche  Zahlen  das  obige  Gleichungensystem  nach 
Multiplication  der  einander  gleichen  Zahlen  zu  beiden  Seiten  der 
Gleichheitszeichen  mit  einer  beliebigen  Zahl  Ic  lautet: 


§  S.    Die  indirecten  Rechnongsoperationen  mit  ganzen  Zahlen.   Nr.  3.        7 

ak  «=  n^hk  +  ck, 
hk  =»  tijci  +  dkf 


fk  =nm-.i5*  +  *, 
^^  =  n„,k, 

(und  man  darf  ja  mit  A  ^  B  auch  J^J;  »>  Bk  setzen,  oder  man  darf, 
wie  wir  sagen  werden,  eine  Gleichung  mit  einer  Zahl  k  multipliciren), 
so  ersieht  man  die  Richtigkeit  der  Sätze: 

4)  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen,  und  ist  k  eine  beliebige 
dritte  Zahl,  so  ist  jeder  gemeinsame  Theiler  yon  ak  und  b  auch  Theiler 
von  k  und  b, 

5)  Sind  die  Factoren  eines  Productes  ak  relative  Primzahlen 
gegenüber  b,  so  sind  auch  ak  und  b  relativ  prim. 

6)  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen,  hat  aber  ak  den  Theiler  b, 
so  ist  k  theilbar  durch  b. 

7)  Ist  jede  Zahl  einer  Reihe  von  Zahlen  relativ  prim  gegenüber 
jeder  Zahl  einer  zweiten  Reihe  von  Zahlen,  so  ist  auch  das  Product 
aller  Zahlen  der  ersten  Reihe  relativ  prim  gegenüber  dem  Product  der 
Zahlen  der  zweiten  Reihe;  und  insbesondere  sind  die  Potenzen  a"^,  b"* 
relativ  prim,  wenn  a  und  b  es  sind.  — 

Wir  können  an  dieser  Stelle  auch  von  den  gemeinsamen  Vielfachen 
zweier  Zahlen  a  <=  ma'  und  b  ^^  mb'  sprechen,  wo  a  und  b'  relativ 
prim  seien,  und  insbesondere  von  dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen. 
Dieses  erkennen  wir  in  dem  Producte 

m  •  a'6', 

während  jedes  andere  Vielfache  die  Gestalt  n^rndV  besitzt. 

Führt  man  den  Begriff  der  Primeahl  ein,  d,  i.  einer  Zahl,  die  ai^sser 
der  Einheit  und  sich  selbst  keinen  Theiler  besitzt,  so  kann  man  eine 
Zahl  a  in  einer  und  nur  in  einer  Weise  durch  Producte  von  Prim- 
zahlen darstellen: 

denn  wäre  auch  a  =»  «i'^tj'  •  •  •  ä"'*,  so  müsste  das  erste  Product  durch 

das  zweite  und  ein  Factor  z.  B.  p^  durch  sr^^  theilbar  sein;  doch  weil 

jp,  eine  Primzahl  ist,   wird  p^  ==»  gr^   ebenso  etwa  p^  =  ^^  usw.,   aber 
auch  m  =  [i,  Wj  =  v^,  n^  ««  Vj  usw.  sein. 

Offenbar    ist    das    kleinste    gemeinsame    Vielfache    von   a    und 

b  «=3  q^^q^  **•?**  ^*^  Product  der  in  a  und  der  in  b  vorkommenden 

Primzahlen  p  und  q,  jede  in  der  höher  auftretenden  Potenz  genommen. 
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§  3.   Die  gebrochenen  nnd  die  negativen  Zahlengröaaen. 

1«  So  vorbereitet  wenden  wir  uns  zu  dem  auffallenden  Umstände, 
dass  die  der  Addition  und  Multiplication  inversen  Recbnungsoperationen 
nur  in  beschränktem  Masse  ausführbar  sind;  die  Division  nur  dann, 
wenn  der  Dividend  ein  Vielfaches  des  Divisors  ist,  und  die  Subtraction 
nur  dann,  wenn  der  Minuend  grosser  ist  als  der  Subtrahend.  — 

Stellt  man  die  Aufgabe,  die  Division  und  Subtraction  auch  durch- 
zuführen, wenn  die  eben  genannten  Beziehungen  nicht  bestehen,  so  hat 
man  jedesmal  ein  neues  mit  Hilfe  der  ganzen  Zahlen  zu  definirendes 
Ding,  eine  neue  Grosse  in  die  Rechnung  aufzunehmen.  Die  Be- 
schränktheit in  der  AusfOhrharkeit  der  Division  sowie  der  Subtraction 
verursacht  jedesmal  einen  Schöpfungsact, 

Soll  die  Division  unabhängig  davon,  ob  der  Dividend  a  ein  Viel- 
faches des  Divisors  b  ist  oder  nicht,  ausführbar  sein,  so  bedürfen  wir 
neben  jedem  Elemente  (jeder  Einheit)  neuer,  so  dass  ewei,  drei  neue  Ele- 
mente usw.  das  Grundelement  (oder  die  Einheit)  vertreten. 

Bezeichnet  man  ein  Element,  deren  n  das  Grundelement  e  ver- 
treten, mit  €n  oder  — ,  ein  Element,  deren  n  die  Einheit  1  vertreten, 

mit  — ,  80  ist 
-J  +  ~  +  •  •  •  +  -J  (wmal)  =  e,    ~  +  ~  H +  ~  (»mal)  =  1. 

Die  Grosse,  deren  n  die  Zahl  ae  vertreten,  sei  mit  ae«  oder  —  be- 

zeichnet,  dann  ist 

ae    ,    ae    ,  .    ae  /         i\ 

1 r  •  •  •  H —  {^  mfl^)  ■=  öte. 

n         n  w 

Bevor  mr  untersuchen,  wie  sich  die  Bechnungsoperationen  für  die 
neuen  aus  dem  Gnmdelemente  e  und  dessen  „Bruchfheüen^  e»^,  ««,,  •  •  •  ««^ 
Busammengesetzten  Grössen 

gestallen,  setzen  wir  fest,  dass  die  neuen  Grössen  den  für  die  ganzen 
Zahlen  gütigen  Verknüpfungsregeln  Folge  leisten  sollen;  was  gewiss  er- 
laubt ist,   sofern   sich  bei  Anwendung   dieser  Regeln   auf  die  neuen 
Grössen  kein  Widerspruch  ergibt. 
Da  der  Definition  zufolge 

mnSmn  =*  «m»  +  ^m»  +      "  '  +  «m»  (l»  mal) 
+  «m«  +  fmn  -I V  Bmn  (w  mal) 

(n  mal) 


§  3.    Die  gebrochenen  und  die  negativen  ZahlengrGssen.   Nr.  1,  2,  8. 
isty  80  wird  bei  Anwendung  der  Additionsgesetze  ganzer  Zahlen: 
(m€mn)n~e    oder    ♦»£«„  =  «„        V'^'^y) 

(n£^,)w  =  c    oder     n€„^n  =  £fn,        {^^'^t)' 

Damach  aber  lässt  sich  jede  Zahlengrösse  a-aiaoe-f-^i^fii  H h  ^£ 

so  umformen^  dass  sie  nur  Elemente  £»  einer  Art  enthält 
In  der  That^  ist 

also  n  ein  gemeinsames  Vielfache  der  Zahlen  ni,  nn,  •  •  •  tim»  so  wird 
und  wenn  man  fQr  Ooe    aotie»  schreibt, 


"m 


a  —  (oon  +  aiVi  H 1-  a^Vn^e^ 


ore 

n 


} 


wobei  das  dritte  Mnltiplicationsgesetz  verwendet  wurde  und 

Oon  +  <*iVi  +  •  •  •  +  amVm 
mit  a  bezeichnet  ist. 

(3  +  T  +  T  +  T-=(3-12  +  6  +  2-4+-3.3)^  =  5|). 

2«  Zu^'  ZaMengrössen  der  neuen  Art,  die  den  Namen  „gebrochene 
Zahlengrössen^^  oder  „Brüdief'  führen,  ^ni2  gleich,  wenn  sie  so  umgestdUet 
voerden  können,  dass  beide  dieselben  Elemente  und  diese  in  gleicher  Anzahl 
enthalten.  Yon  zwei  nicht  gleichen  Zahlengrössen,  die  durch  Ele- 
mente Sn  einer  Art  dargestellt  sind,  heisst  diejenige  die  grössere,  die 
mehr  Elemente  Sn  enthält,  die  andere  die  kleinere. 

Ist  a=^b,  so  gilt  auch  b  =  a; 

Ist  a  =  &  und  &  <=»  c,  so  gilt  auch  a  »»  c; 

Ist  a  >  6,  6  >  c,  so  gilt  auch  a  >  c. 

Im  Bruche  -^  heisst  a  der  Zähler,  ß  der  Nenner,  und  der  Bruch 

heisst  echt  oder  unecht,  je  nachdem  a^  ß  ist. 

3,  Die  Addition  der  neuen  Zahlengrössen  besteht  darin,  dass  man 
sämmtliche  Elemente  der  Summanden  zu  einer  Zahlengrösse  vereinigt. 
In  der  Summe  kann  man  die  Summanden  durch  gleichwertige  Zahlen- 
grössen ersetzen  und  somit  in  demselben  Elemente  Sn  darstellen  und 
die  Anzahl  dieser  vereinigen. 

Das  Product  ztveier  Zahlengrössen  a  und  b  soll  den  Multiplications- 
gesetzen  ganzer  Zahlen  genügen,  daher  muss 

{em  +  Cm-] H  £m(wmal))  {sn  +  €„ -] f"  ««(nmal)  = 

=  msm  '  nsn  =  e  «=»  mne  ßn  =  wf^s^n 
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und  somit 

emBn  =  Sfnn 

und  .  . 

a .  6  =  aiSm  '  hiSn  =  «i&i«mii     (y    y  =*  51/ 

sein.  Das  Ttoduct  von  a  und  h  ist  also  eine  Zahlengrösse  ier  neuen  Art, 
die  aus  a  und  dessen  Brucktheilen  so  gd>üdet  ist,  wie  h  aus  dem  Qrund- 
eUmente  und  dessen  Bruchtheüen.  —  (Hier  erscheint  die  Multiplication 
bereits  als  selbständige  Rechnungsart.) 

Der  Quotient  -^  ganger  Z(Men  a  und  b,  von  denen  a  kein  Viel- 
faches von  b  ist,  lässt  sich  durch  die  neuen  Zahlengrossen  darstellen. 
In  der  That,  ist  a  «==  n6  +  **?  so  ist  w  +  y  diejenige  Zahlengrosse, 
die  mit  b  multiplicirt  a  gibt. 

Der  Quotient  zweier  gebrochener  Zahlengrössen  aiSm  und  biSn  ist 
wieder  eine  Zahlengrösse  derselben  Art,  und  zwar  ist  sie  gleich 
naiSfnbi,  denn  es  ist 

(naiSmh)  •  fti^H  =  «lfm  •  biSf^  •  nsn  =  ais,n.       (l2  •  ¥  ~  ^  '  ^  Wl  "  2l)  ' 

Die  Subtraction  neuer  Zählengr'össen  ist  so  wie  früher  zu  definiren, 
doch  ist  sie  nur  ausführbar,  wenn  der  Minuend  grösser  ist  als  der 
Subtrahend. 

4.  Soll  auch  in  dem  FaUe,  wo  der  Minuend  a  Meiner  ist  als  der 
Subtrahend  &,  eine  Zahlengrösse  a  ~-b  existiren,  die  m  b  addirt  a  gibt, 
so  müssen  wir  neben  den  aus  dem  Grundelemente  und  dessen  Bruch- 
theilen  zusammengesetzten  Zahlengrössen  wiederum  neue  Grössen  auf 
Grund  von  Definitionen  aufnehmen^  doch  stellen  wir  auch  an  diese  die 
frühere  allgemeine  Forderung,  dass  sie  den  für  die  ganzen  Zahlen  gü- 
tigen Verknüpfungsregeln  Folge  leisten  sollen. 

Wir  definiren  erstens  neben  dem  Grundelemente  e  als  ^^entgegen- 
gesetees^  e    die  Grosse,  weldie  die  Gleichung 

a  -{•  e  '\-  e  ^^  a 

erfüllt,  worin  a  nur  aus  e  und  dessen  Bruchtheilen  £»  zusammengesetzt 
ist.  Das  Element  e  heisse  das  positive,  e  das  n/egaüve,  —  Die  Summe 
dieser  zwei  Elemente  zu  a  addirt  gibt  wieder  a,  darum  ist  auch 

c  +  e'— 0. 

Zweitens  definiren  wir  neben  dem  BruchOieile  e»  von  e  den  „nega- 
tiven Bruchtheil^  £»'  durch  die  Gleichung: 

Bn  +  Bn   -=  0. 

Da 

«  +  {(^n  +  «;)  +  («n  +  «n')  +  •••  +  (««  +  ^  (w  mal))  = 

=  a  -f  n£„  +  nsn  =»  a  +  e  +  na^ 
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ist^  80  wird 

d.  1l  Bn   ist  die  Grösse,  deren  n  das  negatiye  Element  e'  vertreten,  also 

nach  der  früheren  Bezeichnung  —  • 
Weil  auch 

ist,  kann  man  jede  aus  e  und  e'  und  deren  Bruchtheilen  zusammen- 
gesetzte Zahlengrösse  a  auf  die  Form  bringen: 

üiBm  +  a^Bmy 

worin  a^  und  Og  nur  aus  e  zusammengesetzt  sind.  Ist  hierin  a^'>  a^^ 
etwa  «1  ■=•  rtj  +  «>  so  wird 

a  =  (aj£m  +  Ose,;)  +  aSfn  —  a«m. 

Ist  öj  <  Og  und  zwar  a^  =  a^  +  ^,  so  wird 

und  wenn  a,  — '  Oj  ist,  so  wird  a  •—  0. 

5.  2u;e»  Zahlengrössen  a  und  b  der  neuen  Art  sind  gleich,  wenn 
sie  sich  so  umformen  lassen,  dass  sie  die  positiven  und  negativen 
Elemente  e  und  e'  sowie  Sn  und  Bn  in  gleicher  Anzahl  enthalten. 

Ai^enommen,  dass  die  Grössen  in  der  Form 

a  BS  Aj  -f-  a^e'    und    6  «»  6^  +  ^9^' 

gegeben  seien,  wo  a^,  Og,  b^,  &,  nur  aus  e  und  Bn  zusammengesetzt 
sind,  so  sind  dieselben  gleich,  wenn 

«1  +  &8  —  «8  +  61 

ist,  denn  mit  a  »»  5  muss 

ttj  +  Ojc'  +  a,  +  6,  —  6i  +  b^e  +^2  +  62 
und  somit 

«1  +  6j,  —  «2  +  61 

sein.  Umgekehrt  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  die  Gleichheit  von 
a  und  b.  Darum  kann  man  sagen:  damit  a  und  »  gleich  seien,  muss 
die  Summe  aus  den  positiven  Elementen  von  a  und  den  entgegengesetzt 
genommenen  negativen  Elementen  von  b  gleich  sein  der  Summe  aus 
den  positiven  Elementen  von  b  und  den  entgegengesetzt  genommenen 
negativen  Elementen  von  a. 

6.  Die  Addition  der  neuen  Zahlengrössen  besteht  in  der  Vereinigung 
derselben  zu  einer  Grösse.  Dabei  kann  man  die  aus  den  positiven 
Elementen  und  die  aus  den  negativen  Elementen  zusammei^esetzten 
Theile  gesondert  vereinigen  und  die  hervorgehenden  Summen  zusammen- 
ziehen oder  man  voUf&hrt  die  Verbindung  in  beliebig  anderer  Folge. 
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Die  MiüHplicatian  zweier  aus  e  und  e'  und  €n  und  e»   gebadeten 

ZcMengrössen  wird  ausfuhrbar  sein,  wenn  man  die  Producte  der  Orundr 

demente  ,     ,      ,  , 

66,  C6 ,  ety  ee 

angugeben  weiss,   wobei  wieder  ee  »>  e  und  bei   der  Permanenz   der 

früheren  Multiplicationsgesetze  ee^  ■»  e'e  zu  setzen  ist. 

Zum   Beweise   unserer   Behauptung   haben  wir   zu   zeigen,   dass 

neben  Sm^n  ^^  Smn  auch 

e   e  ee    ee  e      e       e    e  e  e 

tn  n        mn         nm         n     m^    tn  n         mn 

ist.'  Es  ist  aber 

^  (——)  =  (--■—  +  --■  -^  +  •••  +  —  ~  (w  mal) )  ««= 

also  ist  die  erste  der  aufgestellten  Beziehungen  richtig;   ebenso  aber 
auch  die  zweite^  und  wir  bedürfen  thatsächlich  nur  mehr  der  Multi- 
plicationsregeln  fdr  die  Grundelemente. 
Wegen  e  +  e'  ■=  0  ist 

ac  ««  ae  +  ^  +  ^'    ^^^    ^^^   =  ace    -{•  e  +  e' , 
a6'=ae'+c  +  ^'    ^^^     ae'e' =  ae'e' -{- e  +  e' , 
femer  aber  auch 

aee  =«  aee  +  ee  +  ^'^    ^^'^  ß^'ß'  =  <*^'^'  +  ß^'  +  ^'^S 
und  nun  gibt  der  Vergleich  der  Ausdrücke  für  aee  beziehungsweise 

ae'e'  die  Formeln: 

e  e  «=  ee  =  e  , 


t 

e  •  — 


n  ' 


e  e  =  e- 


und  insbesondere  (1)  (—  1)  =  (-  1)  (1)  —  —  1 ,  (—  1)  (—  1)  —  1, 
wenn  die  der  Einheili  1  entgegengesetzte  mit  ( —  1)  bezeichnet  wird. 

Sind  nun  a  und  b  ewei  aus  den  Elementen  e  und  e'  und  deren 
Bruchtheilen  gusammengesebste  Grössen,  so  besteht  die  Multiplication 
von  a  mit  b  äarin^  dass  man  eine  dritte  ZaMengrösse  aus  a  und  ae' 
und  den  BruchOieilen  beider  so  bildet,  wie  b  aus  den  Grundeiementen 
e  und  e'  und  deren  Brtu:htheüen  eusammengesetgt  ist 

Die  Subtraction  positiver  d.  h.  aus  e  und  den  Bruchtheilen  £» 
gebildeter  Grössen  ae  und  be  ist  mit  Hilfe  der  aus  e'  und  Sn  gebildeten 
Zahlengrössen  stets  ausführbar,  denn  die  Zahlengrösse^  die  zu  &e  addirt 
ae  gibt,  ist  offenbar  ae  +  be\  —  Diese  Grösse  war  früher  mit  ae  —  be 
bezeichnet,  daher  schreiben  wir 


§  8.    Die  gebrochenen  und  die  negativen  ZahlengrOssen.  Nr.  6,  7.  13 

ae  +  6c'-»  ae  —  he 
und  darauf  f&r  he'  einfach  —  he  (lies:  minus  he),  fiir  e'  —  e,  und  nennen 
6'  SB  —  e  das  negative  Grundelement,  e'  >»  —  1  die  negative  Einheit 

Die  der  positiven  Grösse  h  oder  he  entgegengesetzte  ist  dann 
—  h  oder  —  &e  ■»  be',  und  hier  heisst  h  oder  he  der  ahsolute  Beirag 
von  —  &  oder  —  6e.  —  Will  man  anzeigen ,  dass  eine  Grosse  (nach 
gehöriger  Transformation)  nur  positive  Elemente  enthält,  so  setzt 
man  ihr  das  Zeichen  -f~  (pl^s)  voraus.    Ist  aber  c  aus  —  e  oder  —  1 

und  dessen  Bmchtheilen  —  £«  oder zusammengesetzt,  so  nennt 

man  c  eine  negative  Grösse*^  ihren  absoluten  Betrag  bezeichnet  man 
mit  I  c  I ;  die  negative  Grösse  c  heisst  eine  negative  ganze  Zahl,  wenn 
c  nur  aus  —  e  zusammengesetzt  ist. 

Von  Bvoei  negativen  Orössen  heisst  diejenige  die  kleinere,  die  den 
grösseren  absöhUen  Betrag  hesitet. 

Der  absolute  Betrag  der  Summe  von  zwei  Grössen  a  und  h  kann 
nicht  grösser  sein  als  die  Summe  ihrer  absoluten  Beträge: 

i«+M£i«i  +  |6i- 

Derselbe  Satz  gilt  von  der  Summe  mehrerer  Grössen  a,  h,  c,  "  ' . 

Die  Suhtraction  einer  negativen  Grösse  ist  durch  Addition 
der  entgegengesetzten  positiven  Grösse  zu  ersetzen. 

Der  absolute  Betn^  der  Differenz  zweier  Grössen  a  und  h  ist 
daher  nicht  grösser  als  die  Summe  der  Beträge  der  Grössen: 

|a-6|^|a|  +  |6|. 

Die  Division  von  a  durch  b  besteht  wieder  in  der  Ermittelung 
derjenigen  Grösse  c,  welche  mit  h  multiplicirt  a  gibt.  Die  Bechnungs- 
regeln  folgen  aus  der  Definition  der  Rechnungsart. 

?•  Die  Midtiplication  einer  ZaMengrösse  a  mit  Ntdl  gibt  Null,  denn 
es  ist 

a  (w  4-  ( —  m))  -»  am  +  a  ( —  m)  ^^^  a(m  —  m)  «=  am  —  am  =  0 , 

und  umgekehrt  folgt  aus  a6 «»  0,  dass  ein  Factor  des  Productes 
NuU  ist.  — 

Ein  Product  ah  ^^  c  ändert  sich,  sobald  h  andere  und  andere 
Zahlenwerthe  annimmt,  ausser  wenn  a  =»  0  ist.    Ist  neben  a  auch  c 

gleich  Null,   so  kann   man   h  beliebig   wählen,   darum   ist  -^  keine 

bestimmte  Zahlengrösse.  Ebensowenig  hat  -^  einen  bestimmten  Werth, 

denn  wäre  -g-  die  bestimmte  Grösse^  die  mit  Null  multiplicirt  c  gäbe, 
so  müsste 

Ca  ö 
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sein^  d.  h.  die  bestimmte  Grösse  c  wäre  unbestimmt.     Dieser  Wider- 
spruch erweist  die  Behauptung,  imd  die  Unbestimmtheit  der  Werthe 

der  Quotienten  -^  und  —  nöthigt  uns,  die  Division  durch  Ntdl  (Ü8  un- 

mlässig  ausmischliessen. 

8«  Nun  ist  gezeigt;  dass  die  ftir  die  positiyen  ganzen  Zahlen  auf- 
gestellten Rechnungsarten  mit  den  positiyen  und  negatiyen,  ganzen 
und  gebrochenen  Zahlengrössen,  die  wir  unter  dem  Namen  der  ratio- 
nalen ZaJilengrössen  zusammenfassen,  mit  Ausnahme  der  Diyision  durch 
Null  auszuführen  sind,  ohne  dass  wir  auf  einen  Widerspruch  gerathen. 
Wir  konnten  die  Rechnungsregeln  ableiten,  und  darum  sind  wir  — 
wie  gleich  erklärt  werden  soll  —  berechtigt,  die  neuen  Grössen  in 
die  Rechnung  aufzunehmen.  — 

Wenn  wir  fernerhin  eine  Aufgabe  in  den  rationalen  Zahlen- 
grossen  nicht  lösen  können  (wie  die  Subtraction  und  Division  ganzer 
Zahlen  nicht  in  ganzen  Zahlen  lösbar  war,  sobald  der  Minuend  grösser 
als  der  Subtrahend  und  der  Divisor  kein  Vielfaches  des  Divisors 
war),  so  werden  wir  stets  neue  Grössen  durch  eine  Definition  ein- 
zuführen und  den  Vergleich  dieser  untereinander  und  mit  den  schon 
in  der  Rechnung  aufgenommenen  Grössen  vorzunehmen  haben.  Doch 
werden  wir  dabei  fordern,  dass  sie  denselben  Verknüpfungsregeln 
folgen  wie  die  ganzen  Zahlen,  und  daraufhin  ihre  Rechnungsregeln 
suchen,  wie  6e'=  c'  eine  war;  oder  besser,  wir  werden  fragen,  ob  und 
wie  man  für  die  neuen  Grössen  a,  6,  o,  •  •  *  die  arithmetischen  Gnmd- 
operationen,  die  Addition,  Multiplication,  Subtraction  und  Division  zu 
definiren  hat,  damit  a  -{-b,  ab,  a  —  b,  a:b  Grössen  derselben  Art 
bleiben  wie  a  und  b  selbst,  und  damit  die  in  den  folgenden  Glei- 
chungen ausgesprochenen  Gesetze  gelten: 

ab  =  &a;     (ab)c  =  (flc)b]    (a  +  b)c  =«  ac  +  bc, 

(a  —  6)  -f-  6  =  a , 

Die  Existenzberechtigung  der  neuen  Grössen  in  der  Rechnung 
werden  wir  blos  darin  suchen,  dass  sich  mit  ihnen  die  Rechnungs- 
operationen in  der  nun  angegebenen  Weise  widerspruchslos  aus- 
führen lassen. 

Das  Grössensystem  für  die  Rechnung  ist  und  wird  somit  auf 
einer  —  soweit  wir  hier  sehen  —  wohl  bestimmten  aber  nur  for- 
malen   Grundlage    aufgebaut.     Von    vornherein    besteht    zwar    kein 
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zwingender  Grund;  von  neu  definirten  Grossen  zu  Terlangoa^  dass  sie 
den  Rechnungaregeln  ganzer  Zahlen  gehorchen,  aber  diese  (willkürliclte) 
Forderung;  die  so  lange  erlaubt  ist;  als  keine  Widersprüche  daraus 
erwachsen;  hat  eine  unentbehrliche  Harmonie  in  der  Mathematik  zur 
Folge.  Es  bedarf  also  keiner  weiteren  Rechtfertigung;  wenn  wir 
gerade  die  Permaneng  der  formalen  Gesetze  mm  Princip  erheben,  denn  die 
Existenzberechtigung  neuer  Grössen  in  der  Rechnung  ist  unanfechtbar, 
wenn  die  Forderungen  mit  den  getroffenen  Definitionen  nicht  in  Wider- 
spruch kommen. 

Andrerseits  wird  man  auch  die  Definition  eines  Begriffs  dem 
Princip  der  Permanenz  der  formalen  Gesetze  anpassen.  Bei  der  Ein- 
führung eines  neuen  Begriffs  ist  es  öfter  gewissermassen  willkürlich; 
in  welcher  Weise  man  die  auf  frühere  Grössen  angewandten  Opera- 
tionen auf  die  neuen  überträgt.  Ist  z.  B.  die  Definition  der  (n^) 
positiven  ganzzahUgen  Potenz  einer  rationalen  Zahlengrösse  a  durch 

a  .ü'  "  a(n  mal)  ■=  a* 

gegeben;  so  zwingt  uns  von  Yomherein  nichts ;  dass  wir  unter  der 
negatiyen  ganzzahligen  Potenz  etwas  Bestimmtes  yerstehen.  Unter- 
werfen wir  aber  die  positive  ganzzahlige  Potenz  den  früheren  Opera- 
tionen und  lassen  wir  die  Rechnungsregel 

=  a"*-»        (m  >  n) 
auch  dann  gelten;  wenn  m  —  n  negativ  oder  Null  ist;  so  folgt 


als  Definition  der  negativen  Poteng  und 

als  Definition  der  wallten  Poteng"^). 

§  4.    Die  irrationalen  Zahlengrössen. 

1.  Wir  wollen  nun  eine  Aufgabe  behandeln;  die  nicht  immer  in 
den  rationalen  Zahlengrössen  lösbar  ist;  um  die  Veranlassung  zu  einer 
Erweiterxmg  des  in  der  Rechnung  benutzbaren  Systems  von  Grössen  zu 
gewinnen. 


*)  Litteraturangaben :    Weierstrasd  (siehe:  Eossak,  die  Elemente  der  Arith- 
metik 1872); 
Schröder:  Lehrbuch  der  Arithmetik  nnd  Algebra  1873; 
Dirichlet-Dedekind :  Vorlesungen  Über  Zahlenfcheorie. 
Stolz:  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik  1886. 
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Wir  fragen  nach  einer  Grosse,  die  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre 
positive,  ganzzahlige  m^  Potenz  der  positiven  rationalen  2^hlengrosse  A 
gleich  ist.  Wenn  Ä  nicht  die  m^  Potenz  einer  positiven  rationalen 
Grösse  ist,  gibt  es  keine  rationale  Zahlengrösse,  welche  die  Aufgabe  lost. 

Gibt  es  aber  eine  rationale  Grosse  -^  derart,  dass 

ist,  wo  wir  a  und  b  und  ebenso  p  und  q  als  relativ  prim  voraus- 
setzen können,  worauf  auch  p^  und  q^  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben,  so  ist 

doch  weil  nun  p^  und  a,  q"^  und  b  wechselweise  durch  einander  theilbar 
sein  müssen,  zerfallt  die  letzte  Gleichung  in  die  folgenden: 

p^  ^=  a,      2"»  =  6, 

und  darnach  hat  man  nur  Grössen  p  und  q  zu  suchen,  deren  m^  Po- 
tenzen den  ganzen  Zahlen  a  und  b  gleichkommen*). 

2,  Für  die  ganze  Zahl  a  wollen  wir  fürs  erste  eine  besondere 
Darstellung  ableiten.  Ist  a  eine  bestimmte  ganze  Zahl  ^  2,  so  wird 
a,  das  nicht  kleiner  sei  als  a,  mit  einer  der  Potenzen 

a,  «*,  a*,  •  •  •  a"*,  a*""^*,  •  •  • 

übereinstimmen  (a  «»  a*^)  oder  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
liegen  (a"*  <  a  <  a"*+^).    Im  letzteren  Falle  ist  nothwendig 

a  =  a^ÖQ     oder    a  =  o^Cq  -{•  r, 

wo  die  ganze  Zahl  Cq  <  a  imd  r  <  «"»  ist. 
Ist  r'^a,  so  muss 

r«aCja"i     oder    r  «=  Cj«*"»  +  ^^i 
sein,  wo  %  <  fn  ist   und   für   die  ganzen  Zahlen  c^    und  r^   die  Un- 
gleichungen gelten: 

1  ^  Ci  <  a,    r^  <  «*"* . 

Im  Falle  r^'^a  erhält  man 

r^  ■=  c^a^     oder    r^  ««  c^a^  +  r,, 
wo  mg  <  m^  ist  und  für  die  ganzen  Zahlen  c^  und  r,  die  Ui^leichungen 

1  £  Cg  <  a,      r^  <  a*«» 
gelten  sollen.     So  fortfahrend  wird  man  höchstens  nach  m  Schritten 
zu  einem  Beste  rm—i  <  a  gelangen  und  dann  kann  man 

a  =  Co«'"  +  qa'"-*  H }-Cm-ia  +  rm-i 

*)  Hat  man  eine  positive  Grösse  p  gefdnden,  für  die  p*p  '^  a  ist,  so  ist 
anch  —  p  eine  Grösse,  die  mit  sich  selbst  moltiplicirt  a  gibt. 
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setzen^  wo  die  Zahlen  (^^ ,  Cj  ^  •  •  •  Cm — i  alle  der  Grössenreike  0^  1, 2^  •  •  •  (a  —  1) 
angehören.  Das  ist  die  yerlangte,  sog.  systematische  Darstellung  der 
Zahl  a  als  Summe  von  Vielfachen  aufeinander  folgender  positiver  Po- 
tenzen einer  ^Basis'^  a.  Man  sagt,  a  sei  im  Alphasystem  dargestellt.  — 
Im  Decimalsystem  ist  a  •=»  10,  im  Duodecimalsystem  a  <=>  12.   Die  Zahl 

1  .  10«  +  7  .  10  +  6 

(die  man  in  den  ZifiFem  0,  1,  2,  •••  9  in  der  Form  schreibt  176)  er- 
fahrt im  Duodecimalsystem  die  Darstellui^ 

1 .  12«  +  2  .  12  +  8. 

Die  Darstellung  der  Zahl  a  im  Alphasystem  ist  nur  auf  eine  Art 
möglich;  denn  wäre  auch 

a  =  cIqU"^  +  rf^a*""*  -|-  ...  -|-  dn-icc  +  Äi, 

so  müsste  wegen 

«"»  ^  a  <  «*"+*     und    a*  ^  a  <  a«+  ^ 

sein,  was  nur  im  Falle  n=^  m  angeht;  femer  müsste 

Co««  <  a  <  (Co  +  !)«"*,      d'oa'"^ö<K  + l)«*", 
also 

Co<dQ  +  l    und    dQ<CQ  +  l 

sein,  woraus  rfo^^^o  ^^^^]  ebenso  ergibt  sich  rfi  =  Ci,  •••,  dm—i  =  ^— i 
und  dm  ■=  rro— 1  «=  Cm. 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  gehen  wir  wieder  zu  unserer 
firüheren  Aufgabe. 

3«  Das  Verfahren  zur  Ermittlung  einer  ganzen  Zahl  p,  die  die 
Gleichung  p^^^a  <=>  co«"*  +  •  •  •  +  Cm— i«  +  Cm  erfallt,  besteht  darin, 
dass  man  zunächst  die  grösste  Zahl  Uq  der  Form  /Sq  a^*  (/S^  <  a)  sucht,  für  die 

a  —  «0*^  >  0 

ist,  dann  die  grösste  Zahl  a^  der  Form  ßiccf^'^^  (ß^  <,  a)  sucht,  so  dass 

«  —  («0  +  «i)""  >  0 
wird  usw. 

Wenn  es  keine  ganze  Zahl 

der  verlangten  Art  gibt,  oder  —  wie  man  sagt  —  keine  rationale 
m^  Wurgd  aus  a  gibt,  so  lässt  sich  das  begonnene  Bechnungsverfahren 
unbegrenzt  fortsetzen,  d.  h.  man  kann  die  grössten  positiven  rationalen 
Grössen  der  Form: 

Ä)«^  +  /'i«^-'  +  ---  +  /'/x  +  5-    (yi<«), 

ft«^  +  ft«/'~^  +  --  +  ^/*  +  5  +  S  (y^<«)i 

Biermann,  Element«  der  höheren  Mathematik.  2 
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üsw.  angeben,  deren  m^  Potenzen  kleiner  sind  als  a.  Die  so  schritt- 
weise gewonnenen  Grössen: 

j)o  =  «o>  l>i  =*  «0  4"  ^i>  •  •  •  JP/i  =  «0  +  «1  4"  " "  4"  ^fiy 

Pfi+i  «=  «0  4-  «1  +  •  — h  ^h-^-^f  ' ' ' 

haben  die  Eigenschaft,  die  von  p  geforderte  Bescha£Fenheit  immer  ge- 
nauer und  genauer  zu  erfüllen,  indem  die  Differenzen 

^-PSf     «—!>?*  •••;  «— K>  ••• 

immer  kleiner  und  kleiner  werden;  ja  diese  positiven  Differenzen  werden 
yon  einem  bestimmten  „Index''  n*^  n'  ab  kleiner  als  eine  beliebig 
kleine  positive  Grösse  9,  d.  h.  zu  einer  Grösse  d  gehört  eine  ganze 
Zahl  n  derart,  dass  a  —  p^<8  wird,  wenn  nur  n'^n  ist;  und 
einer  beliebig  kleinen  Grösse  c  kann  auch  eine  Zahl  n"  derart  zu- 
geordnet werden,  dass  die  positiven  Differenzen 

Pn+.    |)«  =  ^^_^|^    -_^      -     t-...+     ^^    J, 

die  ja  kleiner  sind  als    ^"^^r-  und  kleiner  sind  als  — — -,  für  jedes 

angebbare  ganzzahlige  v  und  jedes  n  ^  n '  auch  kleiner  werden  als 
die  Grösse  s, 

4t,  Wir  haben  also  hier  eine  Grössenreihe  von  vorzüglichen  Eigen- 
schaften gegenüber  a.  Wir  betrachten  allgemeiner  eine  unbeschränkte 
Menge    durch  irgend  ein  Gesetz  bestimmter  rationaler  Zahlengrössen 

ÖO;    öl;    (h,    •  •  •    ön,    *  •  • 

von  denen  bekannt  sei,  dass  zu  jeder  beliebig  klein  gewählten  posi- 
tiven rationalen  Grösse  d  eine  angebbare  Zahl  m  der  Beschaffenheit 
gehört,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Differenzen  On+y  —  a«  d.  i. 

für  jedes  n  ^  m  und  jedes  (ganzzahlige)  v  kleiner  als  d  sind. 

Eine  solche  Reihe  von  Grössen  heisst  eine  Elementarreihe ,  wenn 
ausserdem  noch  die  absoluten  Beträge  \an\  mit  wachsendem  „Index''  n 
unter  jedes  noch  so  kleine  positive  Element  Sy  herabsinken.  Tritt 
dieser  Fall  nicht  ein,  so  heisst  die  Reihe  eine  Fundatnentälreihe.  — 

Die  absoluten  Beträge  der  Glieder  einer  Fundamentalreihe  bleiben 
nach  der  Definition  stets  kleiner  als  eine  angebbare  (positive)  Grösse 
und  grösser  als  eine  von  Null  verschiedene  Grösse. 

Eine  Reihe  von  Orössen  a,,  deren  absolute  Beträge  Meiner  bleiben 
als  eine  anggdibare  Zahl  und  von  einem  bestimmten  Index  v  ab  niemals 
abnehmen,  bildet  eine  Fundamentalreihe. 
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Wäre  nämlich  die  Eigenschaft 

nicht  erf&Ut,  so  müssten  die  Beträge  \ar\  mit  wachsendem  Index 
grösser  werden  als  jede  angebbare^  jede  noch  so  grosse  positive  Grösse^ 
und  das  widerspräche  der  Voraussetzung.  — 

Eine  Seihe  von  Grössen  a^,  deren  Beträge  nicht  allein  grösser  bleiben 
als  eine  angMare  ZaJd^  sondern  auch  von  einem  bestimmten  Index  v  ab 
niemals  aunehmen,  bildet  ebenfalls  eine  Fundamentalreihe. 

Zugleich  mit  snvei  Beihen 

öoj  öl,  a»,  •  • •  an,  • •  • 
6o,  bi,  &s,  •  •  •  6«,  • •  • 
sind  auch  die  folgenden  Beihen 

«0  +  6o,  öl  +  6i,  ot  +  6j,  •  •  •,  an-^-bn,  •  •  • 
«0  —  boy  «1  —  6i,  Ol  —  bi,  •  •  •,  a«  —  6«,  •  •  • 
«0^0;      »i6i;        (hbi,      '",     a^bn, 
aoibo,     ai'.bij      02:62,     •••,    «n'-fe«,     ••• 
Fundamentalreihen,  denn  es  ist 

I  (on+ir  +  6„+r)  —  (an  +  K)  \  —  \  (0«+,  —  a«)  +  (6«+^  —  bn)  I, 

I  an+^bn-^t  anK  I  =  I  &«+t(a«-|-r  —  On)  +  a«(6ii+y  —  6n)  |, 


K-^^K 


und  hier  lassen  sich  die  rechts  stehenden  Ausdrücke  beliebig  klein  machen 
ausser  in  der  letzten  Gleichung  dann,  wenn  die  Grossen  bv  eine  Ele- 
mentarreihe bilden,  was  aber  gegen  die  Festsetzung  wäre.  Man  hätte 
in  dem  letzten  Falle  beliebig  kleine  Grössen  durch  Grössen  zu  divi- 
diren,  die  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse  herabsinken,  und  von  dem 
Quotienten  könnten  wir  nicht  sagen,  dass  sein  Betrag  kleiner  als  d  wird. 
Die  sswei  früher  vorgegebenen  FundafY^entalreihen  aus  den  Grössen 
a,  beziehungsweise  b^  heissen  gleich,  wenn  die  Beihe 

^0  —  hy   «1  —  h}   »2  —  feg;  •  • ' 

eine  Elementarreihe  ist, 

Damach  sind  zwei  Elementarreihen  immer  gleich,  und  niemals 
kann  eine  Elementarreihe  einer  Fundamentalreihe  gleich  sein,  weil 
die  axis  beiden  Reihen  gebildete  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 
Oy  —  br  keine  Elementarreihe  sein  kann. 

5.  Jeder  Fundamentalreihe  ordnen  wir  eine  durch  sie  zu  definirende 
Qrösse  zu,  d.  h.  toir  denken  durch  die  Beihe  ein  neues  Ding  gesetzt  und 
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suchen  den  Vergleich  desselben  mit  rationalen  Zahlengrössen  auf  Grund 
Yon  Definitionen  zu  bewerkstelligen. 

Wir  nennen  das  neue  Ding  schon  jetzt  Grosse  und  definiren: 

Die  gleichen  Fundamentalreihen  zugeordneten  Grössen  heissen  gleich; 
die  m  ungleichen  Beihen  (a^,  o^,  •  •  •),  (6^,  &i,  •  •  •)  gehörenden  Grössen 
a  und  h  heissen  ungleich  und  zwar  heisst  a  grösser  oder  kleiner  als  6, 
je  nachdem  von  einem  angebbaren  n  ab  d.  L  für  jedes  v'^n  ent- 
weder o,  —  6y  >  0  oder  a^  —  6y  <  0  ist. 

Zu  Fundamentalreihen,  deren  Glieder  o,  alle  gleich  a  sind,  ordne 
man  a  selbst.  Zu  jeder  Elementarreihe  ordne  man  die  Grösse  Nullj  in- 
dem jeder  Elementarreihe  dieselbe  Grösse  zuzuordnen  ist  wie  der  be- 
sondern  Reihe  (0^  0,  •  •  •)^  der  Null  zugeordnet  ist. 

Unter  dem  absoluten  Betrag  der  einer  Fundamentalreihe  (o^;  a^^,  •  •  •) 
zi:^eordneten  Grösse  verstehe  man  die  zu  der  Beihe  (  |  Oq  | ;  |  o^  | ;  *  *  -) 
zuzuordnende  Grösse. 

Der  absolute  Betrag  der  einer  Reihe  (a^,  a^ ,  •  •  •)  zugeordneten 
Grösse  a  heisst  grösser  oder  Meiner  als  der  Betrag  der  einer  Reihe 
(pQ,  bij  •  •  •)  zugeordneten  Grösse  b,  je  nachdem  die  Differenzen 
I  Ay  I  —  \by\  von  einem  angebbaren  v  ab  stets  positiv  oder  stets  nega- 
tiv bleiben. 

Lässt  man  in  einer  Fundamentalreihe  {a^,  a^,  •  •  •)  eine  beliebige 
aber  beschränkte  Anzahl  von  Gliedern  fort^  so  ist  die  der  entstehenden 
Reihe  ((Hq^  a^  •  •  •)  zuzuordnende  Grösse  gleich  der  der  ursprüng- 
lichen Reihe  zugeordneten  Grösse ^   denn  die  Reihen  sind  gleich;  weil 

eine  Elementarreihe  ist. 

Demnach  ist  die  einer  Fundamentalreihe  (ciq,  a^,  -  -  •)  zugeordnete 
Grösse  auch  dann  a,  wenn  von  einem  anggebbaren  Gliede  ab  alle 
Glieder  gleich  a  sind. 

Nun  können  wir  auch  sagen:  Eine  Grösse  a,  deren  Betrag  kleiner 
ist  als  jede  positive  Grösse  d,  ist  NuH;  imd  die  zweien  Fundamentair 
reihen  zugeordneten  Grössen  a  und  b  sind  gleich,  u^enn  \a  —  b\  Meiner 
ist  als  jede  positive  Grösse  S. 

Durch  diese  Definitionen  und  Sätze  ist  die  neue  Grösse  fixirt^ 
d.  h.  sie  hat  vermöge  der  ihr  durch  die  Definitionen  gegebenen  Be- 
scha£Fenheit  eine  bestimmte  Realität  in  unserem  Geiste  erlangt,  und 
wir  "können  jetzt  untersuchen,  ob  und  wie  sich  für  diese  Grössen  die  vier 
arithmetischen  Bechnungsoperationen  definiren  lassen,  damit  die  früher 
gestellten  Forderungen  erfüUt  u)erden. 

Man  definire  die  Rechnungsoperationen  mit  Hilfe  der  Fundamental- 
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reihen  und  yerstehe,  wenn  a  nnd  b  die  den  Fundamentalreihen  (üq,  a^,  •  •  •), 
(Po)  ^if  "  ')  zugeordneten  Grossen  sind,  uuter 

a  +  6,  a  —  b,  ab,  a:b 

diejenigen  Grossen,  die  beziehungsweise  zu  den  Reihen 

K  +  K  «1  +  &i;  '  •  0;    (flo  —  K  »1  "Af  '  •  0; 
Mo,    Oi&i,  .-.),     (5;   ^>  '••) 

gehören;  doch  gut  die  Definition  von  y  nur  unter  der  Voraussetzung, 

dass  die  Reihe  (pQ,  b^  •  •  •)  keine  Elementarreihe  ist. 
Jetzt  haben  die  Gleichungen 

a  +  6  =  c,    a  —  &  =  c,    ab  ^^c,    a:b  ^=»  c 

die  Bedeutung:  die  Fundamentalreihen,  zu  denen  die  Grössen  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichheitszeichen  gehören,  sind  gleich* 

Die  Giltigkeit  der  arithmetischen  Grundgesetze  ist  jetzt  leicht  zu 
beweisen  und  ebenso  die  Richtigkeit  der  aus  den  letzten  Gleichungen 
heryorgehenden  Beziehungen: 

a  =  c  —  6,    a  =  c  +  6,    öt  =  y,    aa=6c. 

6,  Wenngleich  wir  schon  zu  beurtheilen  wissen,  ob  eine  rationale 
Zahlengrösse  gleich,  grösser  oder  kleiner  ist  als  die  einer  gegebenen 
Fundamentalreihe  zugeordnete  Grösse,  müssen  wir  das  Verhalten  der 
neuen  Grösse  zu  den  rationalen  ZaMengrössen  noch  genauer  untersuchen. 

Wir  schicken  eine  Definition  voraus:  Kann  man  einer  unbe- 
schränkten Menge  rationaler  Zahlengrössen  Co,  ^i,  -'*  Cn,  **•  eine 
rationale  Zahlengrösse  y  der  Beschaffenheit  zuordnen,  dass  der  abso- 
lute Betrag  |  y  —  Cn\  bei  unbeschränkt  wachsendem  n  kleiner  wird 
als  jede  noch  so  kleine  vorgegebene  positive  rationale  Grösse  d,  d.  h. 
kann  man  eine  rationale  Grösse  y  und  eine  ganze  Zahl  m  von  der 
Art  angeben,  dass  für  jedes  n'^m 

\y — Cn\<d 

wird,  so  heisst  y  der  Orengwerth,  die  Grensfe  oder  limes  der  Grössen 
Co,  Ci  •  •  • .    Man  bezeichnet  y  mit  lim  Cy,  wo  oo  das  Zeichen  dafür  ist, 

dass  man  sich  v  unbeschränkt  wachsend  zu  denken  hat. 

Gesetzt,  die  Glieder  einer  Fwndamentalreihe  (a^,  o^,  •  •  •)  aus  ratio- 
nalen Grössen  besitzen  eine  rationale  Grenze  a,  dann  ist  a  gleich  der 
djOTch  die  Fundamentalreihe  gesetzten  Grösse  a: 

a^=  a,     a  —  a  =«  0, 
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denn  die  die  Grösse  a  —  a  definirende  Reihe 

ist  ofiFenbar  eine  Elementarreihe;  es  gilt  also  lim  üf  '^  a  und 
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Wir  finden:    Die   unsere   Fundamentalreihe    constituirende 
Menge  rationaler  Grössen  a^  besitzt  eine  Grenze  lim  a,,    denn  a 


VBBOO 


besteht;  der  Werth  dieser  Grenze  ist  gleich  der  der  Reihe  zu- 
geordneten Grösse  a. 

Diese  Betrachtung  haben  wir  noch  zu  erweitem,  denn  jetzt  war  a  noch 
als  rational  vorausgesetzt,  doch  bedürfen  wir  wieder  einer  Definition: 

Man  sagt:  Die  Glieder  einer  unbeschränkten  Menge  von  Grössen 

bof    &i,  •  •  •  6r,  •  •  •, 
die  der  Reihe  nach  den  Fundamentalreihen 

GC^  *i"^  •  •  •  *S'  •  •  •)  (« -  0, 1, 2 . . .) 

zugeordnet  sein  mögen,  sinken  mit  wachsendem  v  unter  jeden  an- 
gebaren Werth  herab,  wenn  zu  einer  beliebig  kleinen  von  Null  yer- 
schiedenen  positiven  Grösse  d  em  v  ^^  m  so  zu  bestimmen  ist,  dass 
die  absoluten  Beträge  |  &«  4.^'  |  für  jedes  v'  und  für  jedes  n'^m  kleiner 
werden  als  d. 

Hierbei  kann  die  Grösse  d  eine  rationale  Zahlengrösse  sein  oder 
zu  einer  Fundamentalreihe  rationaler  Grössen  (do,  81,  •••  *^,  •  •  •) 
gehören.  Die  Fundamentalreihen  zugeordneten  Grössen  umfassen  Däm- 
lich die  rationalen,  und  wenn  die  Grössenmenge  (b^,  b^,  b^-  ")  gegen- 
über all  den  rationalen  Grössen  dfi  die  genannte  Eigenschaft  besitzt,  be- 
steht sie  auch  gegenüber  d.  In  der  That:  es  gibt  eine  positive  rationale 
Zahlengrösse  £,  die  kleiner  ist  als  die  Grössen  d„+,  (f/  es  0,  1,2  •  -  •) 
wenn  n  nur  hinlänglich  gross  gewählt  ist,  denn  die  Grössen  d^  sinken 
nicht  unter  jeden  Werth  hinab.  Werden  demnach  die  Grössen  |  bn+v  • 
und     &S*'*"''M  <  ^;  s^  bleiben  auch 

«  —  I  f^;*"*"^  I  und  *  —  I  &<;•+'')  I 

gleichzeitig  positiv,  w.  z.  b.  w. 

Lässt  sich  den  Gliedern  einer  unbesdhrätüäen  Menge  von  Grössen 
ipo)  ^1;  '  •  0  ^'^  solche  Grösse  y  zuordnen,  dass 

y  —  Ca,  y  —  Ci,  •  •  •,  y  —  <v,  •  •  • 

mit  wachsendem  v  unter  jeden  angebbaren  Werth  S  herabsinken,  so  heisst  y 
wieder  die  Grenze  der  Cy, 

Nach  dieser  Definition  folgt,  dass  die  Glieder  jeder  Fundamental- 
reihe (a^,  a^,  Og,  •  •  •)  eine  Grenze  besitzen,  denn  die  Glieder  der  Reihe 
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a  —  ooi  a  —  öl;  •  •  •,  a  —  «y,  •  •  • 
sinken  unter  jeden  anggebbaren  Werth  hinab;  also 

lim  tty  existirt  und  ist  gleich  der   der  Fundamentalreihe 

(^o>  ^9  •  •  0  ff^g^ordneten  Grösse  a. 

Die  den  Fondamentalreihen  zugeordneten  Grössen  nennen  wir  — 
sofern  sie  nicht  rational  sind  —  irrationale  Zahlengrössen.  Bei  Ein- 
fOhrung  derselben  begegneten  uns  dieselben  Aufgaben^  wie  bei  Auf- 
nahme der  gebrochenen  und  negatiyen  rationalen  Zahlengrössen.  In 
Folge  neuer  Anforderungen  wurden  neue  Grössen  definirt;  deren  Eigen- 
schaften untersucht  und  deren  besondere  Rechnungsregeln  ermittelt^ 
hier  ist  die  besondere  Bechnungsregel  das  in  der  Gleichung  lim  a^  «^  a 
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ausgesprochene  Gesetz.  —  Wir  haben  auf  Grund  von  Definitionen  die 
durch  die  Fundamentalreihe  gesetzte  Grösse  in  einen  derartigen  Zu- 
sammenhang mit  den  rationalen  Zahlengrössen  gebracht;  dass  wir  den 
Schluss  zogeu;  es  besteht  ein  Grenzwerth  für  die  die  Fundamental- 
reihe constituirenden  Glieder^  und  dieser  ist  gleich  der  durch  die  Reihe 
gesetzten  Grösse. 

7.  Es  ist  nur  noch  die  Frage  zu  beantworten ^  ob  mit  Hilfe  der 
rationalen  Grössen  a  und  der  neuen  (irrationalen)  Grössen  b  nicht 
wieder  neue  Grössen  zu  definiren  sind;  indem  man  Fundamentalreihen 
aus  Grössen  der  neuen  Art  herstellt  und  durch  diese  Fundamental- 
reihen gewisse  Grössen  c  setzt.  —  Da  man  aber  einer  Reihe 

^o;   *i>   hy  ••' 
offenbar  immer  eine  Fundamentalreihe  aus  rationalen  Grössen  a^,  a^,  a^"- 
so  zuordnen  kann^  dass 

h  —  «o;    h  —  ^if  '" 
eine  Elementarreihe  wird  (indem  man  z.  B.  für  Oy  eine  rationale  Grösse 

wählt^  die  von  bp  um  weniger  als  —  abweicht);  so  ist  die  der  ersten  Reihe 

zugeordnete  Grösse  b  gleich  der  der  zweiten  Reihe  zugeordneten  Grösse  a, 
und  darum  kann  man  durch  die  aus  irrationalen  Gliedern  gebildeten 
Fundamentalreihen  keine  neuen  Grössen  definiren.  —  Während  jede 
Grösse  a  unter  den  b  vorkommt ,  aber  nicht  jedes  b  in  dem  Gebiete 
der  rationalen  Grössen  a  enthalten  ist;  wird  jedes  b  unter  den  c  und 
jedes  c  unter  den  b  vorkommen. 

Die  Gesammtheit  der  rationalen  und  irrationalen  Zahlengrössen  bildet 

—  wie  man  sagt  —  das  in  sich  abgeschlossene  Gebiet  der  reellen 

Zahlengrössen;  abgeschlossen  ist  es  insofern;  als  die  Wiederholung 

der  vier  Rechnungsoperationen  mit  den  Grössen  desselben  keine  neuen 

Zahlengrössen  erzeugt.  — 
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8*  Nun  stellen  wir  die  Eigenschaften  des  Systems  der  reellen  ZaKUn- 
grossen  zusammen. 

Irgend  etvei  Grössen  sind  entweder  gleich  oder  ungleich,  und  im 
zweiten  Fall  ist  die  eine  die  grössere^  die  andere  die  kleinere. 

Die  reellen  Zahlengrössen  lassen  die  vier  Bechnungsoperationen  nach 
den  für  die  ganzen  Zahlen  gütigen  Bechnungsregeln  m. 

Ist  a>b,  so  gibt  es  immer  ein  ganezahliges  Vielfache  von  b,  das 
grösser  ist  als  a:  nb^  a.  —  In  der  That,  sind  zunächst  a'  und  6' 
rationale  Grössen  und  a'  >  &',  so  wird  gewiss  einmal  nb'  >  a\  Ist 
a'  >  a  >  6  >  &',  so  wird  um  so  mehr  nb  >  a. 

Femer  lässt  suA  jede  irrationale  Grösse  a  zwischen  aufeinander- 
folgende ganze  Zahlen  n  und  n  +  1  einschalten,  und  jede  reelle  Grosse 
gestattet  die  Schreibweisen 

n  +  v    und    w' +  v', 

wo  n  und  n'  ganze  Zahlen  und  0  ^  v  <  1,     —  y  ^  v'  <  y  ist 

Denkt  man  sich  die  zwischen  zwei  reellen  Grossen  a  und  b  (a  <  0, 
&  >  0)  liegenden  reellen  Grössen  c  in  zwei  Gruppen  getheilt  und  zwar  so, 
dass  erstens  jede  Grösse  c  nur  einer  Gruppe  angehört^  dass  zweitens  — 
unter  der  Annahme  c^  sei  in  der  ersten^  c^  in  der  zweiten  Gruppe  ent- 
halten —  jede  Grösse  c  <  c^  der  ersten  Gruppe  imd  jede  Grösse  c  >  c, 
der  zweiten  Gruppe  angehört^  und  dass  endlich  zur  ersten  Gruppe 
auch  eine  Grösse  >  c^  und  zur  zweiten  auch  eine  Grösse  <  c^  gehört^ 
so  lässt  sich  zeigen^  man  könne  c^  und  c,  so  wählen^  dass  {c^  —  c^ 
Kleiner  wird  als  jede  Grösse  des  zwischen  a  und  b  enthaltenen  Systems 
reeller  Zahlengrössen. 

In  der  That^  wäre  (c^  -^  c^)  stets  grösser  als  die  zwischen  a  und  b 
enthaltene  Grösse  d,  so  gehörten  die  zwischen  c^  und  c^  4*  '  liegenden 
Grössen  imd  c^  -{-  d  selbst  zur  ersten  Gruppe  so  wie  c^]  es  gehörten 
die  zwischen  c^  +  ^  ^^^  Cj  +  2d  liegenden  Grössen  imd  Cj  +  2tf 
selbst'  zur  ersten  Gruppe  usw.,  endlich  auch  c^  +  md,  wo  m  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.    Es  gibt  aber  ganze  Zahlen  n  derart,  dass 

nd  >  Cg  —  Cj     und    Cg  <  Cj  -j-  nd 

isty  und  C2  würde  somit  im  Widerspruch  zur  Voraussetzung  der  ersten 
Gruppe  angehören.  Demnach  lässt  sich  die  Theilung  der  reellen  Grössen 
in  zwei  Gruppen  wirklich  so  vornehmen,  dass  die  DifiFerenz  aus  einer 
Grösse  c^  der  zweiten  Gruppe  und  einer  Grösse  c^  der  ersten  Gruppe 
kleiner  wird  als  irgend  eine  Grösse  des  Systems. 

Ist  s  irgend  eine  reeUe  Grösse,  so  zerfallen  die  reellen  Grössen  durch 
s  in  zwei  Gruppen,  in  eine  erste,  deren  Grössen  Ci<s  sind,  und  in 
eine  zweite^  deren  Grössen  c^^  s  sind;  imd  immer  ist  Ci<.c^. 


§  4.    Die  irrationalen  ZahlengröBsen.    Nr.  8.  25 

Legt  man  zwei  Gruppen  Oi  und  G^  des  zwischen  a  und  b 
(a  <  0,  6  >  0)  befindlichen  Systems  reeller  Grössen  vor,  so  dass  jede 
Grösse  c^  von  G^  kleiner  ist  als  jede  Grösse  c^  von  G^,  so  gibt  es 
nur  eine  reelle  Grösse,  die  diese  Theüung  hervorruft. 

Beweis:  Bestimmen  wir  zwei  ganze  Zahlen  ^  <  0  und  £  >  0  so,  dass 

A^a<A  +  \,    B  —  l<b^B 

sind,  so  sind  entweder  zwischen 

A  und  -4  +  1     oder  zwischen    -ä  +  1  und  -4  +  2 ,  •  •  • 

oder  zwischen   B  —  1  und  B 

beiderlei  Grössen   (^   und   c^   enthalten;   sagen  wir    zwischen  ccq  und 
a^  +  1.   Ist  n  eine  ganze  Zahl  ^  2,  so  werden  femer  entweder  zwischen 

a^  und  a^  -| oder  zwischen  o^^  +  —  und  «o  +  ~" ; 


n  "   •    n  ■  ' ' 


•            «0  +  ^=«l 

und 

«b- 

ferner  zwischen 

«o+;  +  5=^. 

und 

«0 

usw., 

endlich  zwischen 

«0  +  n  +  n«  + 

•••+ 

oder  zwischen  «^  H und  ofo  +  1 

Grössen  c^  und  ^  enthalten  sein.  Gesetzt  man  fände  beiderlei  Grössen 
zwischen 


=  Sr     und     5r  +  -r , 

n 

wo  /ii,  fi2  -  - '  ^1^  ganze  Zahlen  kleiner  als  n  sind,  so  bilden  die  Grössen 

(«0  =  So,  5i,  5a,  •  •  •  Svy  •  •  •) 

eine  Fundamentalreihe   (vergl.  §  4,  Nr.  4)  und  die   ihr   zugehörende 
Grösse  s  ruft  die  Theilung  hervor,  denn  es  ist  s>  c^  und  s  <  Cg. 

Würde  nämlich  z.  B.  vorausgesetzt,  dass  ein  Ci>  s  sei,  so  kämen 
wir  auf  einen  Widerspruch;  Ci  müsste  dann  auch  zwischen 

Sv  und  St  +  —     (v  =  0, 1,  2,  •  •  •) 

n 

enthalten  sein  und  die  Reihe 

^1  —  ^07  ^1  — ^n  Ci  — s„  ••• 
wäre  eine  Elementarreihe,  also  q  =«  5. 

Es  gibt  aber  auch  keine  zweite  Grösse  s\  die  die  Theilung  her- 
vorrufen kann.     Denn  auch  von  dieser  hätten  wir  zu  sagen,  dass  sie 

zwischen  s^  und  Sr  -{ — ;;  (v  «*=  0, 1,  2,  •  •  •)  liegt  und  durch  eine  Funda- 

n 
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mentalreihe  (Sq\  s^^  s^\  •  •  •)  zu  erklären  ist;  diese  ist  aber  der  Reihe 
(«o>  «1 )  ^«;  •  •  •)  gleich;  weil 


^0  — C  ^1  — Vy  ••• 


eine  Elementarreihe  ist*). 

§  5.    Fotenien  und  Logarithmen« 

!•  Wir  gehen  nochmals  auf  die  Bestimmung  einer  Zahlengrösse 
p  zurück;  deren  positive^  ganzzahlige  m^  Potenz  gleich  der  positiven 
ganzen  Zahl  a  ist.  Das  früher  angewandte  Verfahren  lieferte  eine 
Folge  Yon  rationalen  Grössen  jpo  j>i;  1>2;  * ' ';  ^^^  <^e  Eigenschaft  der 
yerlangten  Grosse  immer  genauer  und  genauer  erfüllten.  Da  aber  die 
Grossen  Pq,  Pi,  p^^  *  *  -  eine  Fundamentalreihe  constituiren,  indem  die 
Ungleichungen  jp«+»  —  Pn<^  (^  ^  ♦**;  v  —  1,  2,  3  •  •  •)  bestehen,  so 
haben  die  Grössen  Pq,  Pif  *  *  •  eine  Grenze^  und  es  ist  limjp^  "»JP;  weil 
die  Grössen  *'^*    ♦ 

«— JP?;  ö— Kl  '•• 

tu /^ 

eine  Elementarreihe  bilden.     Man   bezeichnet  p  symbolisch  mit   y^ 
und  nennt  p  die  m^  Wurzel  atis  a. 

Da  pn  als  Summe  von  (n  -^  1)  rationalen  Grössen  ao,  ui,  •  •  •  a« 
erklärt  war,  so  ist  zu  yermuthen,  dass  limj)«  als  additive  Vereinigung 
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einer  unbeschrankten  Anzahl  von  Elementen  aufzufassen  sei,  und  wir 
werden  somit  aufmerksam,  dass  wir  der  durch  Summation  unbeschränkt 
vieler  Grössen  <^o;  ^i;  ^;  ' '  '  begrifflich  bestimmten  Grösse  möglicher 
Weise  eine  Bedeutung  zuzuschreiben  haben.  Wir  werden  später  dar- 
auf eingehen  (§  7). 

Hier  heben  wir  zimächst  die  aus  der  Bestimmung  der  Grösse  p 
fliessende  Bemerkung  hervor:  8oU  eine  Grösse  von  bestimmten  Eigen- 
schaften berechnet  werden,  so  hat  man  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Er- 


*)  Litteratur;  G.  Cantor  (siehe  Heiners  Abhandlung:   Die  Elemente  der  Func- 

tionenlehre  in  Grelle's  Jonrnal  Bd.  74,  p.  172). 
WeierstraBs  (siehe  Fincherle:  Saggio  di  una  introduzione  alla  teoria  delle 

funzioni  analitiche  secondo  i  principii  del  Prof.  W.  in  Battaglini  giomale 

t.  18). 
Dedekind:  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  1872. 

„  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  18S8. 

Bertrand  (siehe  J.  Tannerj:  Introdnotion  a  la  th^orie  des  fonotions  d'une 

variable  1886). 
G.  Gantor:  Grandlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre  1888. 
Lipschitz:  Grundlagen  der  Analysis  1877. 
Stolz:  Vorlesungen  über  allg.  Arithmetik  1886. 
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mittlung  eines  Verfahrens  zu  richten,  durch  das  eine  Grössenreihe 
bestimmt  wird,  die  eine  Fundamentalreihe  bildet,  und  deren  Glieder 
die  Eigenschaften  der  yerlangten  Grösse  mit  immer  grösserer  An- 
nahenmg  erföllen.  Die  Grenze  der  Glieder  der  Reihe  ist  die  ge- 
suchte Grösse. 

2.  Wir  geben  hierfür  alsbald  ein  Beispiel,  doch  schicken  wir 
▼oraus,  was  wir  unter  der  ganezahligen,  tn^  Poteiut  einer  irroHanaien 
Grösse  a,  also  unter  a^  zu  verstehen  haben,  was  unter  einer  ge- 
brochenen und  einer  irrationalen  Potenz  einer  positiven  Grösse  zu  ver- 
stehen ist,  und  wollen  auch  einige  nothwendige  Ungleichungen  ableiten. 

Wird  die  irrationale  Grösse  a  durch  die  Fundamentalreihe  ratio- 
naler Grössen  Oq,  a^,  o^,  •  •  •  definirt,  ist  a"^  als  Grenze  der  Grössenreihe 

«?,  öJS  öt?,  •  •  • 

hinzustellen,  deilh  diese  bildet  eine  Fundamentalreihe.  Zum  Beweise 
nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  m  >  0  und  a  >  0  sei  und  die  Reihe  der  o,  von 
einem  angebbaren  Index  v  ab  nur  (positive  und)  zunehmende  Grössen 
besitze.   Dann  wird  wegen  der  die  Fundamentalreihe  (a^,  a^,  *  •  *)  cha- 

rakterisirenden  Eigenschaft  der  Quotient  für    genügend    grosse 

n 

Werthe  von  n  und  jedes  v  von  Eins  um  weniger  abweichen,  als  eine 

beliebig  kleine  positive  (rationale)  Grösse  a  anzeigt:  -^^^^  <  1  +  «• 
Ist  a  <  1,  so  wird 

l-a«=(l+a)(l-a)<l     und    l  +  a<^, 


also 

(a     x*» 


•:+,-«:- «:+.  (i  -  (^) )  <  •:+.  (i  -  d  -  «)■)• 

Gedenken  wir  nun  noch  der  auf  S.  4  vorkommenden  Ungleichung 
(1  +  &)"*>  1  -f-  w6,  die  offenbar  nicht  blos  für  ganze,  sondern  auch 
für  rationale  Zahlengrössen  b  gilt,  so  lange  nur  1  -j-  ^  >  0  ist  (indem  ja 

+  ((l  +  6)'»-i+(l+&)»-»+...+(l+6)  +  l)((l  +  6)-l)>l  +  f»6 
ist),  so  wird  ferner 

a^+r  -o?  <  «:+,  (1  -  (1  -  »»«))  -  «r+r»»«- 

Diese  Grösse  kann  bei  hinlänglich  kleinem  a  also  hei  hinlänglich 
grossem  n  kleiner  gemacht  werden  als  jede  beliebig  kleine  positive 
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Grösse  9^  und   darom   ist  die  Reihe   der    a^  eine  Fundamentalreihe 

w.  z.  z.  w.  —  Ist  die  Reihe  der  Grossen  a,  ein^  abnehmende  Reihe 
oder  a  <  0;  m  <  0^  so  ist  der  Beweis  ganz  ahnlich« 

Die  gerochene  Potenz  einer  positiven  Grrösse  erklärt  man  nach  dem 
Princip  der  Permanenz  der  formalen  Rechnnngsgesetze  auf  Grund  der 
fBr  ganzzahlige  Exponenten  geltenden  Gleichung 

(er)"*  =  o«« 
und  zwar  a"*  ,als  diqenige  Grösse,  deren  n^  Potenz  a  ist  (d.  i.  also  nach 
der  früheren  Bezeichnung  y^  ^^  ^^^ 


Va»;  =3  Kya/  ^:r»  a""  '^a  und  Va"/  =  yya/   =  a 


m 

n 


ist.  Sind  n^  und  n,  rationale  Grossen,  so  gilt  a"»  •  a"»  =  a"i+"*.  — 
Für  ganzzahlige  Exponenten  ft  >  1  ist  (1  +  a)'*  >  1  +  fia,  wenn 
1  +  a  >  0  und  |  a  |  >  0  ist.  Wir  wollen  diese  Ungleichung  für  jeden 
rationalen  Exponenten  ft  >  1  beweisen  und  zeigen,  dass  unter  den- 
selben Voraussetzungen   über  a  im  Falle  eiaes   positiven   rationalen 

Exponenten  fi  <  1 

(1  +  a>*  <  1  +  f*a 
ist. 

Ist  n  eine  ganze  Zahl  >  1,  so  wird  zufolge  der  Beziehung: 

—  gleichgiltig  ob  c  ^  d  ist  — 

n(c  —  d)c"-^  >  c*  —  d»  >  n(c  —  d)**-^ 
Setzt  man  hier  c  «=  1  +  ß^  >  0,  |  a  |  >  0,  rf  —  1,  so  folgt 

oder 

L_«  >(1  +  a)»  >  1  +  na . 


1  +a 
Der  erste  Theil  dieser  Ungleichung  gilt  nur  so  lange,  als 

ist   (denn  andernfalls  wäre  die  positive  Grosse   (1  +  a)**  kleiner   als 
eine  negative  Grösse  gesetzt). 

Setzt  man  statt  c   (1  +  a)"^  >0,  statt  d  wieder  1,  so  folgt  ebenso 

\      <(l+a)i<l  +  i-a, 

*       n(l+o) 
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und  wieder  muss  1 .     ,     v  >  0  sein,  wenn  die  erste  Ungleichung 

zulassig  sein  soll    Dann  aber  ist  offenbar 

>  1  H Tri — r  ^Mid  somit  auch  (1  +  «)*  >  1 H — 7n — ^v  • 

n(l  +  a) 
Erhebt  man   beide   Theile   dieser  Ungleichung   unter  der  Annahme, 

dass  1  -| ,     ,  >  0   sei,    zur  ganzzahligen  m^  Potenz,    so   wird 

nmsomehr 


1  — 


m 

m      a 


Wenn  l  +  a>0,  |a|>0,  1-| .     .       <  0  ist,  sagt  diese  Unglei- 
chung nur  etwas  Selbsty^rständliches  aus.  — 
Nun  aber  ist  im  Falle  u  =  —  >  1 

(l  +  a)^=:(l+a)(l  +  a)/'-»>(l  +  a)(l  +  Ot-l)rfJ-l  +  /to, 

m  1 

nnd  auf  Grund  dieser  Formel  ist  im  Falle  u=— <1,  — >1 

(1  +>a)^  >  1  +  —      ™d      (1  +  a)^  <  1  +  f*a,     w.  z.  z.  w. 

Gehört  die  irrationale  Grösse  n  gu  der  Fundamentalreihe  rationaler 
Grössen  (Vq,  v^,  v^^  -  -  -),  so  ist  entsprechend  den  bisherigen  Principien 
die  irrationale  n^  Potem  der  positiven  Grösse  a  als  die  eu  der  Beihe 

a"»,  a*>,  a**,  •  •  • 

0U0uordnende  Grösse  aufmfassen.  Diese  Beihe  ist  nämlich  eine  Fun- 
damentalreihe, denn  die  Differenzen 

aV+^  —  aV  —  aV  (aV+^  "V  _  1)    (^  ^  m,  A  -=  1,  2  •  •  •) 

lassen  sich  dem  Betrage  nach  kleiner  machen  als  jede  yorgegebene 
Grosse.  In  der  That,  ist  a  =  1  +  a  >  1,  w >  0,  und  ist  (i/q',  Vi,  •  •  •)  eine 
Reihe  zunehmender  Grössen,  so  dass  V/^+ji  —  v^  ■=  p  >  0  aber  schliess- 
lich kleiner  wird  als  jede  yorgegebene  Grösse,  so  wird 

((l  +  a)«-l)<9« 

und  Qa  auch  beliebig  klein,  —  Ist  aber  a  =  1  —  a  <  1,  also 

tmd  denken  wir  n  durch  eine  Fundamentalreihe  (i/q,  f^,  •  •  •)  definirt, 
deren  Glieder  schliesslich,  d.  h.  yon  einem  angebbaren  Gliede  ab,  ab- 
nehmen, auf  dass  i/^  —  Vfi+x>0  ist,  so  wird 
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aV+i-V_l«(l)V-'''+'_i„(i+^)V-V+i_l<(v^_^^^)^, 

und  diese  Grosse  lasst  sich  selbst  wieder  beliebig  klein  machen;  usw. 
Ist  a  >  0  und  sind  iti^  n^  positive  Grössen  und  n^  >  fi,,  so  wird 
a»i  >  ei*^.     Sind  a  und  b  positive  Grossen,  und  n  und  m  irgend  ein 
Paar  reeller  Grössen,  so  gilt 

a'^.c^  —  a»+« ,  (ary  —  a*"«     und    (a6)"  —  a»6« . 

3.  Sind  in  der  Gleichung  b^ «»  a  die  |)05iti«en  Grössen  a  und  6 
gegeben,  b  aber  yon  1  yerschieden,  so  nennt  man  den  Exponenten  c 
den  Logarithmus  von  a  in  Bemg  auf  die  „Basisf*  b  und  schreibt 

c  —  log*  a. 

Wir  frageu,  wie  man  c  durch  eine  Fundamentalreihe  bestimmen  kann. 
Denken  wir  z.  B.  b>  1  und  bilden  die  Folge  von  Grössen 

. . .  &-«,  &-S  b\  b\  V,  '" 

so  ist  entweder  a  gleich  einer  dieser  Grössen  V"  und  X  =  log*  a  oder 
a  liegt  zwischen  zwei  dieser  Grössen: 

Dann  schalte  man  zwischen  k  und  A  -j-  1  Brüche  ein,  so  wird  etwa 

Wenn  A  -f-  ~  nicht  der  Logarithmus  yon  a  ist,  bilde  man 

usw.  Gelangt  man  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
dieser  Art  nicht  zum  Logarithmus  yon  a,  so  bestimmen  die  Funda- 
mentalreihen: 

X,X  +  f^,  A  +  *^  +  ^,... 

eine  und  dieselbe  Grösse  c,  welche  die  Eigenschaft  des  Logarithmus 
von  a  erfilUt.  —  Es  ist  e>0,  wenn  a >  1  ist;  und  c  <  0,  wenn  a  <  1 
ist;  doch  wird  log*  1  «=  0,  log*  6  «-  1. 

Ist  6  >  1 ,  so  gehört  zu  der  grösseren  von  zwei  Zahlengrössen  a^ 
und  o,  der  grössere  Logarithmus,  d.  h.  im  Falle  a^  >  a,  kann  nicht 

Ci  —  log*  ai  ^  log*  aa  «=  c« 

sein,  sonst  wäre  auch 

und  wir  wären  bei  einem  Widerspruch. 


§  6.    Reelle,  Ter&nderliche  Grössen.   Nr.  1.  31 

Indem 

ist;  bestellen  die  Bechnungsgesetze: 

Ci  +  c%  =  log6  ai  +  log6  Os  =  log  (aitts) 

Ci  —  cg  —  log6  ai  —  logft  as  =  log  (^) ; 
indem  aber  auch 

ist,  so  folgt 

h  logft  a  —  log6  (a*) . 

Zugleich  mit  6*<>«6«  =  a  ist  auch 

logB  (6***'*  "*)  —  logB  a  oder  log*  a  •  log^  6  =  log^  a , 
und  zugleich  mit  B^^b^  <»  a  gilt 

logft  (B^<»«B«)  «B  log6  a    oder    log^  a  •  log*  JB  =  log*  o. 

Die  zweite  Relation  geht  ftlr  den  Fall  a  <»  &  in  die  Beziehung  über: 

logB&  •  log6 B  =  log* 6  =»"  1 , 
und  darnach  ist 

log^a 
log*  a  =  j^^  =  logB  a  .  log*  B 

und 

log^a 

logB  a  —  j— -5  =  log*  a  .  logÄ  6. 

Wenn  man  somit  den  Logarithmus  irgend  einer  positiven  6r5sse  a 
in  Bezug  auf  eine  Basis  b  gefunden  hat  und  den  Logarithmus  dieser 
Basis  b  in  Bezug  auf  eine  neue  B  kennt,  so  ist  durch  das  Product  dieser 
Logarithmen  der  Logarithmus  von  a  in  Bezug  auf  die  neue  Basis  B 
gegeben. 

§  6.    Beeile,  yer&nderliohe  Grössen. 

1.  Mit  den  bisher  in  die  Rechnung  eingeführten  reellen  Zahlen- 
grossen haben  wir  zu  operiren.  Ist  eine  beschränkte  Anzahl  reeller 
Grössen  ai,  o«,  •  •  -  o»  viygelegt  und  verknüpft  man  diese  eine  be- 
schränkte Anzahl  Male  durch  die  vier  Rechnungsoperationen,  wobei 
die  Division  durch  Null  auszuschliessen  ist,  so  erh'^t  man  Ausdrücke, 
deren  Untersuchung  den  Gegenstand  der  Algebra  bildet. 

Schliesst  man  zunächst  die  Division  ganz  aus,  so  entstehen  Aus- 
drücke der  Form: 


^1  ^nCh. 
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k 

WO  ^   das  Zeichen  dafür  ist,  dass  man  die  Summe  der  Grossen  zu 

nehmen  hat,  die  ans  der  nach  (oder  ^^nnter^^  diesem  Zeichen  stehen- 
den Grösse  ÄxO^'^  a^     -  •  •  oT"     hervorgehen,  wenn  man  x  der  Reihe 

nach  die  Werthe  1,  2,  •  •  •  l  giht.  Unter  mi*\  •  •  •  m^^  sind  positive 
ganze  Zahlen  (die  Null  mit  eingeschlossen)  zu  verstehen,  und  Äi, 
A^j  "  •  Ai  sind  positive  oder  negative  ganze  Zahlen;  sie  heissen 
Coefficienten  in  dem  ^ycHgebraischen,  rationalen  und  ganzen  Ausäruckef^. 

Wendet  man  bei  der  Verbindung  der  gegebenen  Grössen  a  auch 
die  Division  an,  so  entstehen  Quotienten  „ganzer^'  Ausdrücke.  Indem 
man  die  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  zu  verbin- 
denden Quotienten  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  bringt,  erscheint 
die  Verknüpfung  unserer  Grössen  in  der  Form  des  Quotienten  etoeier 
ganzer  Ausdrücke;  sie  heisst  ein  älg^aischer,  ratianaler  und  ge- 
brochener Ausdruck. 

2«  Bei  der  Bildung  der  beschriebenen  algebraischen  Ausdrücke 
wollen  wir  einigen  Elementen  a,  einmal  fixirte  Werthe  unveränderlich 
zuschreiben,  andere  Elemente  a^  sollen  nach  und  nach  andere  Zahlen- 
werthe  aus  dem  System  reeller  Zahlengrössen  annehmen.  Die  ersteren 
Grössen  heissen  unveränderliche  oder  constante  Grössen,  die  letzteren 
veränderliche  oder  variable  Grössen, 

Ein  algebraischer  Ausdruck  ist  von  den  jeweiligen  Werthen  der 
Variablen  abhängig;  sein  Werth  ändert  sich  mit  denen  der  Variablen. 

Eine  Variable  x,  von  der  nur  bekannt  ist,  dass  sie  verschiedene 
Werthe  annehmen  kann,  ist  im  Allgemeinen  nicht  in  der  Rechnung 
zu  verwerthen;  man  führt  darum  erstens  die  unbeschränlä  veränderliche 
Grösse  ein,  und  versteht  darunter  eine  Grösse,  die  jeden  Werth  unseres 
Systems  von  reellen  Zahlengrössen  annehmen  kann  und  auch  grösser 
werden  darf,  als  jede  vorgegebene  positive  Grösse  und  kleiner  als  jede 
vorgegebene  negative  Grösse  (wobei  von  zwei  negativen  Grössen  die- 
jenige die  kleinere  heisst,  die  den  grösseren  Betrag  hat).  Indem  die 
Variable  das  darf,  sagt  man^  sie  habe  die  obere  Grenze  -j-  oo  (ynendlicK), 
und  die  untere  Grensse  —  oo;  sie  wird  unenMek,  Das  „Unendliche**  hat 
somit  die  Bedeutung  einer  über  jede  cmgebbare  positive  Grösse  hinaus 
wachsenden  oder  über  jede  angebbare  negative  Grösse  hinaus  abnehmenden 
Grösse,  aber  nicht  die  Bedeutung  einer  bestimmten  Grösse,  und  darum 
sagt  man  auch  nicht,  x  sei  unendlich,  sondern  es  um'de  unendlich,  die 
Variable  wachse  über  jede  angebbare  Grösse.  Gantor  neimt  dieses 
Unendliche  das  „Uneigentiich-Unendlichef*  im  Gegensatz  zu  einem  an- 
deren Unendlich,  das  wir  erst  kennen  lernen  werden. 


§  6.    Reelle,  yeränderliche  Grössen.    Nr.  2,  S.  33 

Zweitens  fahrt  man  die  ^fiteti^^  veränderliche  Grrösse  ein  und  ver- 
steht unter  dieser  eine  solche  Variable  x,  die  ausser  einem  ersten 
Werthe  Xq  alle  Werthe  annimmt^  für  die  der  absolute  Betrag  \x  —  Xq\ 
kleiner  ist  als  eine  beliebig  vorgegebene  positive  Grösse  9, 

Die  unbeschränkt  veränderliche  Grösse  ist  also  stetig  veränderlich. 

Liegen  die  absoluten  Beträge  der  Werthe  einer  stetig  veränder- 
lichen Grösse  alle  unter  einer  ai^ebbaren  positiven  Grösse,  so  heisst 
die  Variable  endlich]  werden  die  absoluten  Beträge  grösser  als  jede 
beliebige  vorgegebene  positive  Grösse,  dann  hat  sie  die  Grenze  -f~  ^^ 
oder  —  cx>,  sie  wird  unendlich]  und  sie  ist  die  unbeschränkte  Variable^ 
wenn  sie  alle  endlichen  Werthe  annehmen  kann. 

Wenn  eine  Veränderliche  nur  alle  ganzzahligen  oder  alle  ratio- 
nalen Werthe  des  Zahlensystems  annehmen  kann,  ist  sie  nicht  stetig, 
wohl  aber  wird  sie  unendlich. 

3.  Die  Gesammfheit  der  Werthe  x,  die  die  Bedingung  \x  —  ^o  I  <  ^ 
erfäUeny  wo  r  eine  positive  Grösse  hejseichnet,  bildet ,  wie  man  sagt,  die 
Umgebung  r  von  Xq.  Das  ist  eine  Bezeichnung^  deren  Ursprung  in 
der  gleich  zu  besprechenden  Repräsentation  der  Variablenwerthe  zu 
suchen  ist. 

Zu  dem  Begriff  der  Zahl  gelangten  wir  durch  Betrachtung  realer 
Objecto  mit  gemeinsamen  Merkmalen.  Darum  liegt  es  nahe  zu  fragen, 
ob  wir  nicht  von  den  rationalen  und  irrationalen  Zahlengrössen  ein 
Abbild  schaffen  können^  an  dem  uns  das  formale  Denken  zuversicht- 
lich erleichtert  wird,  da  unser  Denken  ohnehin  in  letzter  Linie  an 
Dinge  der  Sinnenwelt  anknüpft  und  auf  Erfahnmgen  über  Vorgänge 
an  Dingen  der  Sinnenwelt  gestützt  ist. 

Auf  einer  geraden  Linie  lassen  sich  die  Punkte  dadurch  begriff- 
lich fixiren,  dass  man  nach  Annahme  einer  Maasseinheit  e  ihre  Entfer- 
nungen von  einem  festen  Punkte  0  der  Geraden  in  dieser  Maasseinheit 
angibt.  Dem  Punkte  0  ordnen  wir  die  Zahl  Null  «zu  und  fassen  ihn 
als  „Träger^*  der  Null  auf.  Tragen  wir  von  0  aus  die  Strecke,  die 
als  Maasseinheit  fixirt  ist,  ein-,  zwei-,  n-mal  auf  beiden  Theilen  der 
Geraden  auf,  so  sollen  die  Endpunkte  dieser  Vielfachen  der  Maassein- 
heit Träger  der  Zahlen  +^;  +2c,  •••+ne«'«  resp.  —  c, 
—  2e,  •••  —  ne  '  "  sein,  je  nachdem  wir  uns  in  dem  vorher  fixirt 
gedachten  „positiven  oder  negativen"  Theile  der  geraden  Linie  be- 
finden. Die  gleich  grossen  Strecken  zwischen  zwei  Punkten,  die  die 
Träger  von  +  ae  oder  —  ac  und  +  (a  +  l)e  oder  —  (ö  +  1)^ 
sind,  theile  man  in  n  gleiche  Theile  und  fasse  den  m*®°  Theilungs- 
punkt,  den  man  bei  dem  Fortschreiten  von  dem  0  näher  liegenden 

Biermann,  Element«  der  höheren  Mathematik.  3 
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Punkte  erreicht,   als  Träger  von  +  ( «  H )  c  auf.   —    So  wird  die 

Entfernung  JE  durch  eine  rationale  Zahlengrösse  fixirt,  wenn  sie  zur 
Maasseinheit  e  in  rationalem  Verhältnis  steht,  d.  h.  wenn  die  Entfer- 
nung durch  einen  endlichen  Process  der  genannten  Art  zu  durchmessen 
ist.  Wenn  dieses  Verhältnis  aber  nicht  rational  ist,  wird  man  eine 
unbeschränkte  Anzahl  rationaler  Grössen  (a^^e,  aiC,  •  •  •  a»c,  •  •  •)  so 
angeben  können,  dass  die  denselben  zugehörigen  Punkte  dem  durch 
eine  Zahlengrösse  zu  fixirenden  Punkte  beliebig  nahe  kommen,  und 
man  sagt:  die  Entfernung  des  Punktes  ist  ae,  wenn  ae  die  der  Fun- 
damentalreihe (a^ßy  a^ßj  •  •  •)  zugehörige  Zahlengrösse  ist. 

Nach  diesen  Festsetzungen  leuchtet  ein,  dass  die  Entfernungen 
zweier  Punkte  Yon  0  yerschieden  sind,  wenn  die  dieselben  fixirenden 
Zahlengrössen  yerschieden  sind. 

So  kann  die  Lage  eines  Punktes  auf  einer  Geraden  durch  eine 
reelle  Zahlengrösse  bestimmt  werden;  und  da  sich  umgekehrt  jeder 
Zahlengrösse  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  zuordnen  lässt  (ein  Satz, 
der  als  Axiom  zu  bezeichnen  ist),  so  haben  die  reellen  Zahlengrössen 
in  den  Pimkten  der  Geraden,  der  sog.  ZaAlenUnie,  ein  Abbild;  und  wir 
können  leicht  die  geometrische  Deutung  der  in  §  4,  8  ausgesprochenen 
Eigenschaften  des  Systems  reeller  Grössen  angeben.  Wir  führen  nur 
an,  dass  ein  und  nur  ein  Punkt  die  Theüung  des  zwischen  zwei 
Punkten  Pj  und  P,  liegenden  Systems  yon  Punkten  in  zwei  solche 
Gruppen  heryorruft,  dass  jeder  Punkt  der  einen  Gruppe  in  der  an  Pj, 
jeder  Punkt  der  andern  Gruppe  in  der  an  P^  angrenzenden  Folge  yon 
Punkten  liegt;  andrerseits  lesen  wir  noch  aus  der  Lage  der  Träger 
zweier  Grössen  a  und  b  die  Ungleichungen  ab: 

a  +  b   ^    |a|-|6|   ,      a  —  b    ^    |a|  — 16 


Der  Träger  eines  besonderen  Werthes  Xq  einer  stetig  yeränder- 
lichen  Grösse  x  ist  ein  bestimmter  Punkt  oder  eine  „Steli^  auf  der 
Geraden,  und  die  der  Bedingung  \x  —  ic^  |  <  r  unterworfenen  rc-Werthe 
liegen  innerhalb  der  Strecke,  deren  Enden  durch  die  Grössen     • 

Xq  —  r    und    a^o  +  r 

fixirt  sind.       Die   Gesammtheit    der   Werthe    zwischen   Xq  =  aJ^  —  r 
und    Xj  =  a?Q  -|-  r  nennt  man  das  yon  X^  bis  Xj  erstreckte  IniervaU. 

§  7.    Ueber  unendliche  Beüien. 

1.  Wenngleich  wir  hier  noch  manche  später  nothwendige  Defini- 
tion anreihen  könnten,  wollen  wir  lieber  nach  der  eben  yorgebrachten 
Aufstellung  des  Begriffs  „unendlich''  wesentlich  andere  Betrachtungen 


g  7.    üeber  anendliche  Reihen.    Nr.  1.  35 

Yomehmeiiy  die  nicht  allein  dazu  dienen  sollen;  die  bisher  Yorgeiragenen 
Lehren  zu  verwenden ;  sondern  auch  einen  wesentlichen  Fortschritt 
enthalten. 

Es  sei  eine  unbeschränkte  Menge  von  endlichen  reellen  (positiven 
und  negativen)  Zahlengrössen 

«0;    «1;   fla,  •  •  •  Or,  •  •  • 
gegeben,  und  wir  fragen ,  ob  die  durch  Sumniation  zusammengesetzte 
„unendliche  Beiheft 

eine  Bedeutung  haben  kann.  Begrifflich  ist  durch  die  „unendliche 
Beih^^  eine  bestimmte  ^^Grosse^'  gesetzt,  wenn  man  angeben  kann, 
welche  Elemente  und  wie  oft  jedes  in  der  Reihe  auftritt.  Zur  Beur- 
theilung  dieser  Grosse  brauchen  wir  den  Vergleich  derselben  mit 
den  rationalen  und  irrationalen  Zahlengrössen.  .  Indessen  die  Fest- 
stellung der  Gleichheit  rationaler  Grössen  auf  der  Transformation  in 
gleiche  Elemente  c,  beruhte,  können  wir  hier  den  Vergleich  nicht  auf 
dieses  Princip  stützen,  denn  eine  unbeschränkte  Anzahl  von  Trans- 
formationen ist  nicht  ausführbar;  wir  müssen  vielmehr  den  neuen 
Gleichheitsbegriff  heranziehen,  nach  dem  zwei  reelle  Grössen  a  und  b 
gleich  sind,  wenn  ihre  Differenz  dem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  jede 
positive  Grösse  d,  und  eine  Grösse  Null  ist,  wenn  ihr  Betrag  kleiner 
ist  als  jede  positive  Grösse  d  (S.  20). 

Wir  nehmen  noch  einen  neuen  Begriff  auf,  mit  Hilfe  dessen  wir 
nicht  allein  den  Vergleich  der  durch  die  unendliche  Reihe  gesetzten 
,^6rösse'^  mit  unseren  reellen  Zahlengrössen  bewerkstelligen  werden, 
sondern  auch  entscheiden  können,  ob  und  wann  die  durch  die  Beihe 
gesetzte  Grösse  als  Summe  (2er  in  ihr  vorkommenden  Elemente  Oy  aufzu- 
fassen ist,  was  von  vornherein  darum  nicht  feststeht,  weil  die  additive 
Vereinigung  einer  unendlichen  Anzahl  von  Elementen  nach  dem  Princip 
der  Permanenz  der  Rechnungsgesetze  erst  dann  als  Summe  anzusehen 
ist,  wenn  sie  die  Eigenschaften  der  Summe  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  Grössen  besitzt,  also  wenn  sie  unabhängig  von  der  Anord- 
nung der  Summanden,  unabhängig  von  der  Bildung  von  Theilsummen 
ist,  und  ihr  Werth  nicht  geändert  wird,  wenn  man  die  Summanden 
durch  gleichwerthige  Grössen  ersetzt. 

Wir  setzen  neben  die  unendliche  Reihe  die  sogenannten  „Partiäl- 
summef}f' 

«n  —  ao  +  ai  -f  •  •  •  +  an^i  +  a„    (n  =  0, 1,  2  •  •  •) 

und  definiren: 

Wenn  der  unendUehen  Folge  van  Grössen 

8* 
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Sq,  Si,  Si,  '  "  Sn,  •  •  • 

eine  besHmmtey  endliche  Grösse  s  als  Grenze  mßuordnen  ist  (s  =  lim  5«)^ 

soheisstdJeunendlicJieBeihe  ^,(h  convergent  und  s  ^r  GrenBuferth;  wenn 

aber  die  Grössen  \  s^  \  über  jede  positive  Grösse  G  anwachsen,  oder  wenn 
sich  die  Grössen  Sy  Tceiner  "bestimmten  Grenze  nähern,  wenn  also  —  wie 
man  sagt  —  lim  5»  unendlich  oder  unbestimmt  wird,  so  heisst  die  Beihc 


OD 


y'.ay  divergent*). 


r=0 


2«  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 


Beihe  ^a^  convergirt,   besteht  darin,   dass  man  einer  beliebig  Jcleinefi 

positiven  Grösse  d  eine  solche  ganze  Zahl  m   zuordnen  kann,  dass  für 
jedes  n'^m  und  jedes  ganzzahlige  v 

I  5«4.r  5»  I  =  I  a«4.i  +  an+8  +  ■  •  •  -f-  O^+r  |  <  6 

wird. 

In  der  That,  nach  der  Definition  der  Grenze  s  einer  unendlichen 
Folge  von  Grössen  s^,  s^,  5,,  •  •  •  d.  i.  der  Partialsummen  der  conver- 
genten  Reihe,  kann  man  eine  ganze  Zahl  m  der  Art  angeben,  dass 
für  jedes  n^^^m 

ist;   dann  aber  ist  zufolge  der  Beziehung  \a  —  &|^|ö^|  +  |6|  der 
Betrag: 

I  SnJfv  —  Sn\  =  \  (5n+v  —  s)  —  (5»  —  s)  |  ^  |  5n-fr  —  5  |  +  |  S„  —  S  |  <  d, 

also  die  genannte  Bedingung  ist  erfüllt. 

Wenn  umgekehrt  |  5«+r  —  ä,»  |  <  d  ist,  für  ein  w  ^  m  und  jedes 
ganzzahlige  v,  so  bilden  die  Grossen  Sny  ^n+i;  ^n+s;  *  *  -  eine  Funda- 
mentalreihe, der  eine  bestimmte,  endliche  Grösse  zuzuordnen  ist; 
d.  h.  die  unendliche  Reihe  ist  convergent. 

Weil  auch 

I  5«4-i  —  5«  I  =  I  ö»+i  I  <  * 

sein  soll,  ist  ersichtlich,  dass  eine  Beihe  ^.a,  nur  convergent  sein  Jcann^ 

wenn  die  absoluten  Beträge  der  „Glieder''^  a,  schliesslich,  d.  h.  mit  wach- 
sendem Index  V,  unter  jeden  Werfh  herabsinken,  wenn  also 

lim  Or  ■=  0 

v=oo 


*)  Wieso  lim  s„  unbestimmt  sein  kann,  werden  wir  alsbald  sehen. 


§  7.    üeber  unendliche  Reihen.   Nr.  1,  2,  3.  37 

ist    Diese  Bedingung  ist  für  die  Convergenz  der  Reihe  zwar  noikwendig 
aber  nicht  hinreichend. 

Dies   zeigen   wir,   indem  wir   nachweisen,   dass  die   sog.  harmo- 
nische Beihe 

1  +  Y  +  yH h  — -I 

das   endliche  Element  —  oder  den  Bestandtheil  -^  unendlich  oft  ent- 
halt;  so  dass  lim  5»  unendlich  wird.     In  der  That  ist  in  der  Reihe : 


flBSQO 


OD 

^—  =  1  +  2  +  2+1  +  2  +  2  "*■  2«+l  "*■  2«+2  "^  2*+3  "'^  2»+4    ' 

jede  einzelne  Theilsumme  von  der  Form: 

iqn  +  ?T^  +  --  +  .-47>^rT.-i  (->')■ 

3.  Sorgsamer  werden  wir  den  Beweis  für  die  Divergenz  der  har- 
monischen Reihe  fahren,   indem  wir  einige  Erwägungen  tther  Beihen 

^,ay  mit  ausschliesslich  positiven  Gliedern  auf  die  harmonische  Reihe 

anwenden. 

Für  diese  Reihen  ist  SH+t>  Sn  und  die  Bedingung  für  die  Con- 
vergenz  lautet:  Es  muss  sich  eine  endliche  Grosse  s  so  ausfindig 
machen  lassen,  dass  s  —  5«  <  d  wird,   wenn  n'>  m  ist.  —  Die  Reihe 

^,av  ist  divergent,  wenn  lim  5«  •*»  +  <X)  wird. 

Man  Tcann  aber  beweisen,  dass  die  Beihe  atis  positiven  Grössen  con- 
vergirt,  wenn  man  eine  Grösse  g  angAen  Tcann  j  so  dass  für  jedes  n 
Sn<g  ist  In  der  That,  wenn  g>Sn  ist,  wie  gross  auch  n  gewählt 
sein  mag,  so  enthält  g  Elemente,  Bestandtheile,  die  Sn  und  schliesslich 
auch  lim  Sn  nicht  enthält;  doch  dann  ist  lim  Sn=^  s  endlich,  denn  die 


n=3co  nssBoo 


endliche  positive  Grösse  s  unterscheidet  sich  von  der  unendlich  wer- 
denden Grosse  dadurch,  dass  diese  jedes  positive  Element  als  Bestand- 
theil enthält,  indessen  der  ersten  Grösse  s  andere  gegenüberzustellen 
sind,  die  Elemente  enthalten,  welche  der  endlichen  Grösse  s  nicht  als 
Bestandtheile  zukommen. 

Umgekehrt  kann  man  einer  convergenten  Beihe  aus  positiven  Grössen 
stets  eine  solche  positive  Grösse  G  zuordnen^  dass  die  Summe  von  beliebig 
vielen  Gliedern  der  Beihe  Meiner  ist  als  G. 

Bedeutet   Sm   die    Summe    irgend    einer   (endlichen)   Anzahl    von 
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Gliedern;  so  kann  man  in  der  Reihe  der  Glieder  a^,  a^^  a^,  •  •  •  eines 
an  so  bestimmen,  dass 


S«  <  ^a 


n  St 


ißt.  Wäre  hierauf  O  <  Sm,  wo  G  irgend  eine  angebbare  Grösse  be- 
zeichnet,  so  besässe  Sn  Bestandtheile,  die  in  G  nicht  yorkommen,  und 
um  so  mehr  müsste  lim  Sn  diese  besitzen.    Doch  weil  G  beliebig  gross 

nsaoo 

gewählt  werden  kann,  wäre  lim  Sn  nicht  endlich;  was  der  Voraus- 
setzung widerspäche.  """* 

Beachtet  man  nun,  dass  in  der  harmonischen  Reihe 

ist;  WO  V  eine  ganze  Zahl  ^  2  bezeichnet;  so  wird  für  ti  ^  2* 


und  Sn-^i  wird   mit  n  und  h  gr'össer   als  jede   noch   so   grosse   Yor- 
gegebene  positive  Grösse  ^;  d.  h.  die  Ikarmonische  Reihe  divergiri. 

4»  Wir  geben  auch  ein  Beispiel  einer  convergenten  Beihe.    Die  so- 
genannte geometrische  Reihe: 

J-|-fl;  +  a:*  +  ---  + «;*  +  ••• 

convergirt^   wenn  x  eine  reeUe  Grösse  von  kleinerem  Betrage  ist  als  1; 

und  zwar  ist  ihr  Gren»werth  ^ 

1  —  X 

Beweis:     Setzt  man  |  a;  |  =»  g  «=      ,     ,  wo  ij  eine  positive  Grösse 
bezeichnet;  so  dass  |  <  1  ist;  so  gilt 

5n  =  l+a;  +  a;>H [-«"  =  ^\^x  (") 

und 


l-a;»+^ 


1  — «  1  — a; 


X 


n+l 


1  — « 


< 


|n+l 


< 


1](1+12)»         ^(1 +«'?)' 


indem    1  +  wij  <  (1  +  i?)"   ist;    hier   kann     .    , — r   fUr    hinlänglich 

grosse  n  kleiner  gemacht  werden  als  die  beliebig  kleine  vorgegebene 
Grösse  6y  w.  z.  z.  w. 

Die  Betrachtung  des  Ausdruckes  fQr  Sn  lehrt;  dass  der  Grenzwerth 
der  geometrischen  Reihe  fär  positive  Werthe  von  x  (kleiner  als  1) 
grösser  ist  als  Sn^  femer  dass  die  Reihe  für  positive  Werthe  von  x 
grösser  als  1  divergirt^  da  lim  s^  ««  +  oo  wird.    Setzt  man  rc  =  1;  so 


fssOO 
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enthalt  die  Reihe  das  Element  1  unendlich  oft^  und  es  wird  lim  $«=-{' ^^• 


USB  OD 


Setzt  man  o;  -»  —  1  und  beachtet^  dass  Sam  »»  1,    Ssm+i  "^  ^  ^^^}  ^^ 
sieht  man  den  Werth  von  lim  Sn  zwischen  1  und  0  schwanken.    Für 


n^« 


ein  negatives  x,   dessen  Betrag  >  1  ist^  ergeben  sich  aus  dem  Aus- 
drucke (a)  die  Grenzwerthe  —  oo  oder  +  ^^  • 

An  diesem  Beispiele  nehmen  wir  somit  wahr,   dass  sich  für  lim  Sn 

verschiedene  Werthe  ergeben  können,  indem  lim  s%m  t^nJ  lim  Ssm+i  von 

einander  abweichen. 

oe 

Ist  in  der  Reihe  ^.a^    Oy  «=»1^  —  ^r+i,   so  wird 
und  darum  convergirt  die  Reihe 

00 

y«0 


nur  dann,   wenn   lim  h^  endlich  und  bestimmt   ist;  und   zwar  nach 

reBSOD 

&0  —  linx  6y . 

VmBOO 

Wenn   lim  bn  unendlich   wird   oder  lim  &2y+i  ^^^  ^^^  ^^  ^^^' 

11^00  ys3«  y^oo 

schieden  sind,  so  divergirt  die  Reihe  ^  {K  —  6v+i)» 

Setzt  man  6^  =  — .—^,  also  a,  «=»  — p-r -r-^  =  .    ,  ^^  . — r-sv,  so 

folgt,  dass  die  Reihe 

2.3'3.4~  »fl(fl+l)~ 

den  Grenzwerth  &o  ■=  1  hat,  denn  es  ist  lim  6^  =  0 . 


Vssoo 


Um   den  Grenzwerth   der   geometrischen   Reihe  ^x^  gleich  zu 


raO 


benutzen,  zeigen  wir  hier,  dass  die  Folge  von  Grössen 

ao=l,ai  =  l  +  ji,  ö«=l+iT+r!'  •'•^=l  +  r!  +  2i"* '"S^'"* 

wo  n!  das  Symbol  för  das  Product  1-2-3--  n  sei,  eine  Pundamental- 
reihe  constituirt. 
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Es  ist 
On+y  —  O,  «  (n+l)\  V  +  ir+2  ^  ^  (n  +  2)  (n  + 8)  •  •  •  (ii  +  r)/ 

doch    weil  die  in  der  Klammer  stehende  Grosse  kleiner  ist  als  der 

OP 

Grenzwerth  der  geometrischen  Reihe  ^  (n  +  1)^^;  ^rd  auch 

^       1 1  ^  1 

a«4.v  —  a,  <  (^^1),  1      ~  n  nl 

n  +  1 

und  darnach  kann  man  bei  hiulänglich  grossen  Werthen  n  und  jedem  v 
I  ün+v  —  On  I  kleiner  machen  als  jede  noch  so  kleine  Grösse^  w.  z.  z.  w. 
Man  bezeichnet  die  zu  unserer  Fundamentalreihe 

.  ^  6  8  65  163 

Oo  —  1,    Ol  =  2,    02  =  -^-;   «8  ^  Tj   ^4  =  SI;   «f 


•  ■  • 


zugeordnete  Grösse  mit  e;  und  dieses  Zeichen  werden  wir  fortwährend 
beibehalten^  denn  diese  Grösse  spielt  späterhin  eine  grosse  Rolle.  — 

5.  a)  Stimmen  die  Glieder  zweier  convergenter  Beihen  ^  Oy  und  ^.  6, 

aus  reellen  Grössen  paarweise  überein,  ist  also  a,  »>  6^;  oder  ist  durchaus 
ctt^ht,  so  stehen  die  Grenewerthe  der  Beihen  Sa  und  St,  der  Beihe  nad^ 
in  den  Beziehungen: 

5a  =  Sft,  Sa>Si,,  Sa<Si,. 

Damach  lehrt  die  Yergleichung  der  Glieder  der  Reihe 


i+i+--+i+ 


fi 
mit  denen  der  conyergenten  Reihe 


+  — ^— ^  ■■4^  •  •  •  aJi«        '■  bJ—  •  •  •  ^ 


1  •  2    '    2  .  3    '  •    (n  —  1)  •  n 

dass  die  erste  Reihe  convergirt. 

b)  Lässt  man  aus  einer  convergenten  Beihe  (mit  reellen  Gliedern) 
eine  endliche  Anzalü  von  Gliedern  fort,  so  convergirt  auch  die  neu  g^ildete 
unendliche  Beihe  und  umgekehrt  Darum  kann  man  statt  einer  Beihe 
mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern  eines  Zeichens  und  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  mit  entgegengesetztem  Zeidien  diejenige  unend- 
liche Beihe  mit  Gliedern  einerlei  Zeichens  betrachten,  die  durch  Fort- 
schaffen der  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  des  andern  Zeichens  entsteht, 
wenn  die  Frage  nach  der  Convergenz  oder  Divergenz  aufgeworfen  ist. 


§  7.    üeber  unendliche  Beihen.    Nr.  4,  6,  6.  41 

c)  Da  die  beiden  Reihen  ans  reellen  Gliedern 

OD  GD 

VtsaO  ycaO 

WO  c  eine  yon  Nnll  yerscliiedene^  feste  Grösse  bezeichnen  soU^  gleich- 
zeitig conyergent  sind^  and  die  zweite  den  Grenzwerth  es  besitzt,  wenn 
die  erste  den  Grenzwerth  s  aufweist ,  so  reicht  es  bei  Betrachtung  van 
Seihen  ati5  Gliedern  einerlei  Zeichens  offenbar  hin,  nur  Beihen  am  posi- 
tiven oder  nur  Beihen  aus  negativen  Gliedern  eu  unterstid^en, 

d)  Bildet  man  atis  den   Gliedern  a^  und  bfi  0weier  convergenter 

Beuten  ^  o,  und  ^  bf^  mit  Grenzwerthen  Sa  und  Sb  die  Beihen 

^  (or  +  M    und    ^  {ay  —  &v), 

V  9 

SO  sind  diese  auch  convergent,  und  die  Gremwerthe  sind: 

Sa  +  Sb      und      Sa  —  5* . 

Die  neuen  Reihen  werden  als  Summe  und  Differenz  der  gegebenen 
Beihen  bezeichnet.  Ist  eine  der  gegebenen  Reihen  divergent,  so  divergiren 
auch  die  neuen  Reihen« 

Dieselben  Erwägungen  und  Sätze  lassen  sich  auch  an  eine  end- 
liche Anzahl  von  Reihen  anknüpfen. 

00 

6.   a)  Wenn  man  in  einer  convergenten  Beihe  ^  ay  (aus  reellen 

Grössen)  die  Glieder  ohne  eine  Stellungsänderung  in  der  Anordnung  grup- 
penweise eu  Theilsummen  Äfi  vereinigt,  so  convergirt  auch  die  neue  Beihe 

^  Afi  und  hat  denselben  Grensmerth  une  die  erste  Beihe,  denn 

Sn  =  Äi  +  A2+'"+Än 

ist  gewiss  gleich  einer  Partialsumme  Sn+v 

oo 

Setzt  man  umgekehrt  in  der  convergenten  Reihe  ^  A^t    Af^  aus 

positiven  und  negativen  Grössen  z.  B.  in  der  Gestalt  -4^  =  (a^— i  —  a^) 
zusammen,  so  braucht  die  Reihe  öo~^i"f"^  —  öt^  +  o,  —  Ö8  +  *-' 

00 

sieht  zu  convergiren,  wenn  auch  ^V  ((^/i—i  —  «/«)  convergirt.    In  der 

That,  die  letzte  Reihe  ist  convergent,  falls  lim  o»  endlich  und  be- 
stimmt  ist,  doch  die  erste  Reihe  convergirt  nur,  wenn  lim  o,  «=  0  ist, 
denn  andernfalls  ist  lim  s^n  ■»  ^o    und    lim  s^n+i  «=  Oo  -—  lim  02114.1. 


n=oo  n  =  oo  nssoo 
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Ist  die  neue  Reihe,  die  aus  ^  Äf^  entsteht ,  wenn  man  för  Afi 

die   Summe   aus   positiven   und   negativen   Grössen  a  setzt   und   die 
Klammem  fortlasst,  conyergent,  so  hat  sie  denselben  Grenzwerth  wie 

die   Reihe  ^.  Afi . 

Bei  Beihen  ^  Ä,^  aus  lauter  positiven  Gliedern  Afi   kann  man 

/«* 
ohne  Bedenken  für  Äfi  eine  Summe  wiederum  positiver  Grössen  seteen. 

b)  Die  convergente  Reihe  ^  o,  aus  lauter  positiven  Gliedern  con^ 

vergirt  auch  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  stets  nadh  dem- 
selben Grentfwerthe  s. 

In  der  That:  die  durch  eine  Aenderung  der  Stellung  der  Glieder 

09 

hervorgehende  Reihe  ^.a^    hat  die  Eigenschaft,   dass  jede  Partial- 

summe  s^  <s  ist,  darum  convergirt  die  neue  Reihe.  Ihr  Grenzwerth 
s*  ist  von  s  nicht  verschieden,  denn  man  kann  zeigen,  dass  die  Grössen: 

So  —  5o,   si  —  5i,  •  •  •  5«  —  s«,  •  •  • 

eine   Elementarreihe   constituiren.     Es   ist   nämlich   für  jedes  n'^m 
zunächst  : 

SnJ^r  —  Sn<S,      «n+y  —  Sn<8\ 

die  Partialsummen  Sn   und   Sn  werden   einige  Glieder   gemein   haben 
können,  und  deren  Summe  heisse  Sn>    Dann  hat  Sn  noch  Glieder,  die  in 

vorkommen,  und  Sn  hat  noch  Glieder,  die  in  der  Reihe 
stehen.     Setzt  man 

Sn  =  S«  +  Ä;  Sn  =  Äi  +  Bny 

so  wird 

I  S»  —  Sji  I  =  I  Äi  —  J2,i  1 , 

und  weil  Bn  und  Bi^  mit  s  —  s«  und  s'  —  Sn  fiir  ein  n'^m  kleiner 
werden  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  d,  so  gilt  auch 

s:—Sn\<2S 


oder 

lim  (Sn'  —  Sn)  =  0, 

W.  Z.   D.  W. 

Man  kann  daher  in  einer  convergenten  Reihe  aus  positiven  Glie- 
dern die  Glieder  gewiss  in  eine  endliche  Anzahl  von  unendlichen  Reihen 
anordnen.  Diese  Reihen  werden  nach  Grenzwerthen  convergiren,  deren 
Summe  gleich  dem  Grenzwerthe  der  gegebenen  Reihe  ist. 


i  7.    Ueber  unendliche  Reihen.    Nr.  6.  43 

c)  Ja  man  hann  die  Glieder  in  eine  unendliche  AnzcM  von  unend- 
lichen Beihen  anardnen*)^  und  auch  dann  besteht  der  Satz:  Jede  TheSr 
reihe  ist  convergenty  und  die  aus  den  Grensncerthen  der  Theüreihen  ge- 
bildete Reihe  canvergirt  nach  dem  Grenßwerthe  der  ursprünglichen  Beihe. 


00 


Ordnet  man  nämlich  die  Glieder  der  Reihe  ^ay^  die  den  end- 


»=-1 


liehen  Grenzwerth  s  besitze,  in  unendlich  viele  Reihen: 

Ooo  +  ^01  +  floi  +  •  •  *  +  flo»  +  •  •  •  > 
flio  +  «11  +  «IS  H h  ^1«  +  •  •  • » 

Ojo  +  «tl  +  ^«  +  •  •  •  +  ^n  +  •  •  • , 


so  bemerke  man  zunächst,  dass  die  durch  neue  Anordnung  der  Glieder 
aus  ^  Or  entstehende  Reihe 

aoo+(flio+flroi)+(ajo+au+flk»)+-*-  +  (^o+ötii-i,iH h  «o,  !•)  +  ••• 

conyergent  ist  und  den  Grenzwerth  s  hat;  dann  convergirt  auch  jede 

einzelne  Reihe  ^,  a^t^x    («  ■«  0,  1,  2  •  •  •),  denn  es  ist: 

öx,i  <  (öjr+l.O  +  ftx+i— 1,1  +  •  •  •  +  fl^x,  i  H +  Äo,jc  +  ;i). 

flO 

Heisst  der  Grenzwerth  der  Reihe  ^,  a^^x  s^*^  so  ist  der  Grenzwerth  der 

DP 

Reihe  ^  sf^^^  endlich  und  gleich  s.     Zum  Beweise  dieser  Behauptung 

bilde  man 

s(0)  ^  g(i) ^ . .  .^  5(11) ,«  5^  «,  a^  -|.  (^jQ ^  ^j)  -|- . . . 

flp 

+  (««O  +  Oii-l,  1+  •  •  •  +  OOn)  +^i  («i^/i  +  a«-!,  ^  +  1  H t-«0.iU+»i) 

und  beachte,  dass  der  Grenzwerth  der  Reihe 

qp 

^  (^,/i  +  On-l,Ai+l  H h  «0,/i+»), 


*)  indem  man  z.  B.  diejenigen  Glieder  a,  in  eine  Reihe  zusammenfasst,  deren 

Index  gerade  d.  h.  durch  die  kleinste  Primzahl  2  theilbar  ist,  nnter  den  übrigen 
die  Glieder  in  eine  Reihe  anordnet,  deren  Index  dnrch  die  n&chste  Primzahl  8 
theilbar  ist  nsf.  Man  erhält  da  ein  Gesetz  zur  Anordnung  der  Grössen  a,  in  un- 
endlich yiele  Reihen,  denn  es  gibt  unendlich  yiele  Primzahlen.  In  der  Tbat,  gäbe 
es  nur  n:  2 ,  8,  6,  •  •  •  p,  so  könnte  die  Grösse  (2  •  8  •  6  •  •  •  p)  -f  1  keine  Primzahl 
aein;  sie  wäre  aber  eine  Primzahl,  weil  sie  nur  durch  1  und  durch  sich  selbst 
tbeübar  ist.    Dieser  Widerspruch  beweist  die  Behauptung. 
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der  kleiner  ist  als  der  von 

00 

^,  (fl^o  +  ö»-i,  1  H +  aoO> 

für  n  ■=  +  oo  Null  ist;  darnach  wird 

lim  8n  =  s. 

fl^OO 

Auf  Grund  der  bisherigen  Sätze  erkennt  man^  dass  der  Orenztverth 
einer  convergenten  Beihe  mit  unendlich  vielen  positiven  oder  mit  unendBlich 
vielen  negativen  Gliedern  als  Summe  der  unendlich  vielen  Glieder  der 
Beihe  aufzufassen  ist,  indem  sich  der  Grenzwerth  gegenüber  den  Glie- 
dern ebenso  verhalt,  wie  die  Summe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gliedern  gegenüber  den  Summanden. 

Wir  bezeichnen  damacli  den  Grenzwerth  der  convergenten  Beihe  aus 
Gliedern  einerlei  Zeichens  als  Summe  der  Beihe  und  verstehen  unter 
der  durch  die  Beihe  gesetzten  Grösse  die  Summe  der  Reihe;  geradeso 
wie  früher  die  durch  eine  Fundamentalreihe  gesetzte  Grosse  als  Grenze 
der  Glieder  zu  bezeichnen  war.  Die  Glieder  einer  Fundamentalreihe 
haben  eine  Grenze,  die  convergente  Reihe  hat  eine  Summe. 

Aus  der  Definition  des  Grenzwerthes  geht  weiter  hervor,  dass 
durch  die  Summation  unendlich  vieler  positiver  oder  unendlich  vieler 
negativer  Zahlengrössen  von  den  Eigenschafben ,  die  für  das  Bestehen 
eines  endlichen  Grenzwerthes  nöthig  waren,  keine  Grössen  definirt 
werden,  die  wir  nicht  schon  durch  frühere  Definitionen  in  die  Rech- 
nung aufgenommen  haben. 

Diese  Sätze  sind  von  grosser  Wichtigkeit,  denn  wenn  wir  be- 
achten, dass  zur  Berechnung  einer  Grösse  von  bestimmter  Eigenschaft 
eine  Vorschrift  anzugeben  ist,  nach  der  die  in  der  Aufgabe  vorkom- 
menden Constanten  Grössen  durch  die  vier  Rechnungsoperationen  zu 
verknüpfen  sind,  und  wenn  wir  erwägen^  dass  die  Anzahl  dieser  Ope- 
rationen im  allgemeinen  nicht  endlich  sein  wird,  weil  wir  doch  sonst 
nicht  über  die  Bildung  von  algebraischen  Ausdrücken  hinauskämen, 
so  liegt  die  Frage  nahe,  ob  wir  die  verlangte  Grösse  nicht  als  Summe 
unendlich  vieler  positiver  oder  unendlich  vieler  negativer  Grössen  dar- 
stellen können,  die  in  bestimmter  Art  aus  den  Constanten  der  Auf- 
gabe zusammengesetzt  sind.  —  Doch  diese  Frage  soll  dem  Leser  hier 
nur  einen  geringen  Ausblick  gewähren;  wir  verbleiben  noch  bei  den 
Reihen  selbst. 


00 


7.  Ist  ^y  av  wieder  eine  convergente  Reihe  aus  lauter  positiven 


r=0 

Gliedern  und  sind 
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Co,    Ci,    Cif    •  '  '    Cry    '     ' 

positive  Grössen,  aUe  kleiner  als  die  endliche  Grösse  c,  so  convergirt 
aucli  die  Reihe 

OoCo  -j-  ÖiCi  -f-  •  •  •  -f-  OyCr  "j"  *  '  '; 

denn  es  ist 

n 

Sind   ^^  fly   und   ^^  6^  Reihen   aus  positiven  Gliedern  von  den 
endUchen  Summen  Sa  und  s,,  so  convergirt  auch  die  Reihe 


OD 


und  zwar  nach  dem  Grenzwerthe  SaSt^  so  dass  sie  als  das  Produd 
der  gegebenen  Beihen  bezeichnet  wird.  In  der  That,  die  neue  Reihe 
convergirt  zugleich  mit  der  Reihe 

Oobo  "f"  flo^i  "h  •  • '  "h  (h^v  -(-••• 
"f"  ötifto  "f"  öi6i  -f-  •  •  •  -|-  diby  -}"••• 
-f"  (hbo  -|-  flgfti  -(-..•-[-  026»  -|-  •  •  • 


nach  einem  und  demselben  Grenzwerthe-,  aber  die  Horizontalreihen 
convergiren  nach  ooSt,  «iSi,  •  •  •,  und  die  aus  diesen  Grenzwerthen  zu- 
sammengesetzte Reihe  ^^  OpSi^  convergirt  nach  SaSt,  w.  z.  z.  w. 

8.   Um  die  unendlichen  Reihen   zu  verwerthen,   verallgemeinern 
wir  hier  eine  frühere  Aufgabe,  und  zwar  wollen  wir  eine  systematische 

OL  Ok 

DarsteUung  einer  rationalen  Grösse  y  herstellen,  oder  wie  man  sagt,  y 

durch  eine  TheiEbruchreihe  darstellen,  während  in  §  4  Nr.  2  nur  ganze 
Zahlen  systematisch  dargestellt  wurden.;  (a  und  b  seien  theilerfremde 
Zahlen.) 

Es  ist  entweder 

a  «»  Cq6    oder  a  =  c^t  +  r^, 

wo  von  den  ganzen  Zahlen  Cq  und  r^    rQ<Cb  sei;  darum  gilt 

y  =  Co      oder     Co<y<C'o  +  l. 

Bildet  man  im  zweiten  Falle 

aTQ  «=  c^b     oder     ar^  =  c^b  -|-  r^, 

wo  die  willkürlich  gewählte  ganze  Zahl  a  ^  2,  Cj  eine  ganze  Zahl 
aus  der  Reihe  0,  1,  2  •  -  •  (a —  1)  und  1  <  r^  <  6  sei,  so  wird 
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y  =  ^o  +  -^     oder    Co+-^<y<Co  +  ^^- 

Indem  man  die  Bildung  von  Gleichungen  a  -»  c^ft  +  r^,    ar^  «=  ^6  + 1*^ 
fortsetzt: 

an  =  Cib  +  ra,     ar«  =  Csft  +  n,  •  *  •,  «^n  =  c,+i6  +  r^+i,  •  •  •, 
folgt  für  -^  dann^  wenn  r«  «=  0  ist,  eine  Darstellung: 


b 


—  =  Ca  +  -^  +  -^-I [-  — 


Doch  weil  mit  der  Gleichung  ar,n— i  =  ^6 

„»»  _ 

wird;  so  ist  klar,  dass  die  genannte  Darstellung  nur  möglich  ist,  wenn 
b  allein  aus  den  Primfactoren  von  a  zusammengesetzt  ist;  in  diesem 

Falle  gibt  es  aber  f&r  den  Bruch  -r-  nur  eine  systematische  Darstellung. 

Sollte  niemals  ein  Rest  r^  Null  werden,  so  gibt  es  in  der  Reihe 
der  Reste  höchstens  (b  —  1)  verschiedene  Zahlen,  da  nur  (6  —  1)  po- 
sitive ganze  Zahlen  kleiner  als  b  bestehen,  und  in  der  Reihe  von  h 
Resten  ^o^  >'i;  *  *  -  U^-i  muss  mindestens  ein  Rest  zweimal  vorkommen. 
Ist  etwa 

SO  Wird 

d.  h.  in  der  Reihe  der  Grössen  Cm+i,  Cm+2;  •••  kehren  die  h^(b  —  1) 
Grössen  Cm+i,   Cm+2,  •  •  •  Cm-i-k  ohne  Ende  wieder. 
Die  Zahl 

heisst  die  zu  -r-  bezüglich  der  Basis  a  gehörende  Periode. 

Tritt  eine  solche  Periode  in  Erscheinung,  so  ist  nicht  blos 

wie  aus  der  Beschaffenheit  unmittelbar  aufeinanderfolgender  Grössen  Cv 
folgt,  sondern  es  ist: 

±«,c^j-^j ^-^  +  -^  /i  +  1  +  Jl_j \ 


«    '  '    «*» 


«"•       •         1 


-(?) 
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denn  umgekehrt  ist  y  der  Grenzwerth  der  conyergenten  unendlichen 

Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens,  weil  man  jeder 
positiven  Grosse  d  eine  solche  ganze  Zahl  m  zuordnen  kann,  dass  fQr 
jedes  n^m 

wird.     In  der  That,  es  ist  ja  nicht  allein 

»<f-(^+n-+?)<i=. 

sondern  wegen  a*  =  (l  +  (^  -^  1))"  >  1  +  w(a  —  1)  ist  auch 

y  -  (^0  +■-  +  •••  +  ;^)  <  i  +  n(«-i) • 
Wählt  man  nun  n  derart,  dass 

T—r 7 TT  <  d,      also      n  >  >T~~Tv 

1  +  n  (a  —  1)  '  a{a  —  1) 

ist,  so  ist  unsere  Forderung  für  jedes  n  ^  >.   __  >  +  1  erfüllt. 
Damit  ist  z.  B.  die  Gleichheit  von 

y  ^^  ^  + 15^  +  rJ^  +  •  •  • 

nachgewiesen,  wo  a  «»  10   und   (7=3  ist. 

Setzt   man   in   der   systematischen  Darstellung   für  y     a  =  10, 

so  sagt  man,  dass  y  durch  DecimaJbrüche  dargestellt  sei,  und  man  schreibt 

diesen  Decimalbruch  für  y ,  wo  &  zunächst  nur  durch  die  Primfactoren 
Yon  10  theilbar  sei,  in  der  Gestalt: 

Co  •  CtdCi  •  •  •  Cm, 

z.  B. 

i  =  0,025; 

und  wenn  b  auch  andere  Primfactoren  besitzt  und  die  Periode  C  auf- 
tritt, in  der  Form: 


also 


a 

y  —  Co  •  C1C2   •  •  •   CfnCm+lCm+i   '  '  '   Cm+*y 

y  — 0,3,  ~c=  0,047619. 

Damach  sind  die  Grössen 

o*-l+Y,+^  +  ---  +  ^        (r-=l,  2,  3,  ...), 
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deren  Grenze  e  genannt  war, 

aj  =  2,    a,  «=  2,5,     a,  =  2,6,     a^  =  2,7083,  •  •  •. 
Die  Grenze  e  ist  annähernd: 

c  =  2,718281828495  •  •  • . 
9.    Jetzt   gehen   wir   wieder    zu    den   aus   beliebigen,    endlichen 

Zahlengrössen  zusammengesetzten  Eeihen  ^  a,  zurück,  in  denen  sowohl 

unbegrenzt  viele  positive  Grössen  a/  als  auch  unbegrenzt  viele  negcdif^ 
Grossen  —  a/'  vmlcommen^  aber  lim  a/  =  0,   lim  a/'  =  0  sei. 

V  BS  QO  V  SS  00 

a)  Convergiren  die  Eeihen  ^  a/  und  ^  a"^  jede  für  sich,  nach 


00 


s  und  s",  so  ist  die  Reihe  ^  a^  ei)enfälls  convergent  und  s  —  s"  ihr 
Grenzwerth.  "^^ 

ß)  Divergirt  eine  der  Theilreihetif  so  ist  ^  a,  eine  divergente  Beäief 

und  jenachdem   ^jCLv    oder   ^.a/'  nach  -f*  <^  divergirt,   wird  der 

Grenzwerth  +  cx>. 

y)  Divergiren  beide  TheUreihen^  so  kann  die  Beihe  ^  €h  sowohl  diver- 
giren  als  auch  convergiren.  * 

Nehmen  wir  aus  der  Reihe  der  Elemente  Uv  solange  Grössen,  bis 
deren  Summe  grösser  ist  als  eine  beliebig  vorgelegte  positive  Grösse  c, 
fUgen  dann  aus  der  Reihe  der  Grössen  —  Oy'  solange  Elemente  hinzu, 
bis  die  Summe  kleiner  ist  als  c,  addiren  hierauf  positive  Elemente  a,', 
bis  die  neu  gebildete  Summe  grösser  ist  als  c  und  so  fort,  so  wird  die 
DiiSerenz  der  Summe  und  der  Grösse  c  dem  Betrage  nach  nie  grösser 
sein  als  der  absolute  Betrag  des  vor  dem  letzten  Wechsel  verwen- 
deten letzten  Gliedes  aj  oder  —  a/'.    Da  aber  lim  a/  =  0,  lim  a/'  =  0 


yssoo  »=00 


ist,  so  werden  die  Abweichungen  der  in  der  beschriebenen  Art  gebildeten 
Summen  von  c  dem  Betrage  nach  beliebig  klein  zu  machen  sein,  imd 
man  kann,  wenn  unter  den  Grössen  o,',  dv"  keine  unendlich  grossen 
und  nicht  unendlich  oft  dieselben  vorkommen,  durch  passende  Anord- 
nung der  Summanden  solche  Partialsummen  Sq,  s^,  s^  - ' '  bilden,  dass 
diese  c  zur  Grenze  haben.     (Riemann.) 

Ebenso  kann  man  die  Anordnung  der  Grössen  o,',  a^'  bei  der 
Vereinigung  so  wählen,  dass  die  Grenze  der  Partialsummen  eine  vor- 
gegebene negative  Grösse  —  c  wird.     Ja  man  kann  aus  den  Gliedern 

der  Reihe  ^^  ay  derartige  Partialsummen  herstellen,  dass  lim  5y«g  +  oo 


r=« 
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wird  oder  dass  lim  $2^  und  lim  s^n+i  verschieden  sind;  die  Reihe  ^^  a^ 

kann  also  anch  als  divergente  Reihe  gelten. 

Damach  sind  die  in  Rede  stehenden  Reihen  nur  mit  Verzicht  auf 
die  Eigenthümlichkeiten  der  Summen  einer  endlichen  Anzahl  von 
Summanden  als  Summen  aufzufassen. 

10.  Darum  aber  haben  wir  nach  den  nothtoendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  zu  fragen,  unter  welchen  die  u/nendliche  Beihe 
noiit  einer  unbeschränkten  Anzahl  positiver  und  einer  unendlichen  An- 
zahl negativer  Grössen  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  con- 
vergirt  und  stets  denselben  Qren^werth  hesiUsL 

Diese  Bedingungen  liegen  einzig  in  der  Gonvergenz  der  Reihe  aus 
den  absoluten  Beträgen  der  Glieder  Ov^  oder  —  wie  man  sagt  —  in 
der  absoluten  Gonvergenz. 

Ist  nämlich  die  Reihe 

«0  I  +  I  öl  I  +  •  •  •  +  I  ötv  I  +  •  •  • 


convergenty  so  convergiren  auch  die  Reihen  ^  a/  und  ^  €h"  und 
somit  auch  die  Reihe  ^  a^  Aendert  man  die  Anordnung  der  Glieder 
der  Reihe  ^^  o»,  wobei  die  Reihe  ^,  äy  entstehe,  so  treten  Reihen  ^^  ä^, 

^,  ör"  in  Betracht,  und-  diese  haben  dieselben  Summen  wie  ^.  a^ 

bezw.  ^^  a/'.     Darum  ist  auch  die  Reihe  ^.  äp  convergent  und  ihr 

Grenzwerth  ist  gleich  dem  der  ursprünglichen  Reihe.     Die   absolute 

Gonvergenz  ist  somit  hinreichend  fiir  die  von  der  Anordnung  der  Glieder 

unabhängige  Gonvergenz  nach  einem  bestimmten  endlichen  Grenzwerthe. 

Die  absolute  Gonvergenz  ist  auch  nothwendig  zur  Erfüllung  der 

Forderung,  dass  die  Reihe  ^  a^  unabhängig  von  der  Anordnung  der 
Glieder  —  oder  wie  man  sagt  — •  unbedingt  convergirt,  denn  wenn  die 

Reihe  ^  \  Oy  \  nach  +  oo  divergirt,  aber  ^^  Ov  convergirt,  so  kann  man 

die  Glieder  a,  so  anordnen,  dass  der  Grenzwerth  der  Reihe  ^  Oy 
einer  beliebigen  vorgegebenen  Grosse  c  gleichkommt. 

Wir  haben  somit  unter  den  Reihen  mit  unendlich  vielen  positiven 
und  unendlich  vielen  negativen  Gliedern  die  absolut  und  unbedingt  con- 
vergenten  Beihen  von  den  nicht  absolut  und  nur  bedingt  convergenten 
Beihen  zu  unterscheiden;  die  ersteren  sind  als  Summen  ihrer  Glieder 

zu  betrachten,  die  zweiten,  bei  denen  ^  \  a^  \  divergirt,  haben  einen 

von  der  Anordnung  der  Glieder  abhängigen  Grenzwerth.  (Dirichlet 
Ges.  Werke  Bd.  I,  p.  318.) 

BiermAnn,  Elemonto  dor  höheren  Mathematik.  4 
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Diese  bedingt  convergenten  Reihen  wird  man  in  der  Rechnung 
nicht  gerne  verwenden.  Allerdings  kann  man  durch  die  Partialsiimmen 
einer  bedingt  convergenten  Reihe  ^  in  der  eine  bestimmte  Anordnung 
der  Glieder  festgesetzt  ist^  eine  Grosse  definiren  (nämlich  den  Grenz- 
werth  der  Partialsummen);  aber  weil  diese  Grösse  auch  durch  andere 
Fundamentalreihen  definirbar  ist,  kann  man  sie  auch  als  Summe 
einer  unbedingt  convergenten  Reihe  darzustellen  suchen;  und  wemi 
das  gelingt;  vermeidet  man  die  Einführung  von  Grössen,  deren  Be- 
schaffenheit die  durch  das  Princip  der  Permanenz  der  formalen  Rech- 
nungsgesetze herbeigeführte  Harmonie  in  der  Mathematik  stört. 

11.    Eine  Reihe 

«0  —  «1  +  öa r  (—  l)'«*  H , 

in  der  alle  Grössen  o,  positiv  sind,  so  dass  also  die  Zeichen  der  Glieder 


00 


der  Reihe  ^  ( —  l/a^  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  heisst 
eine  (ütemirende  Beihe.   . 

• 

Diese  Reihe  kann  natürlich  absolut  convergent  sein  wie  z.  B.  die 
Reihe  aus  Gliedern  von  der  Form  ^ —-     Setzt  man  aber  fest,  dass 

ür  >  Ov+i     {y  «=  0,  1,  2,  •  •  •)    und    lim  a^  -»  0 

ist,  so  convergirt  die  Beihe  bei  der  angegehenen  Summationsfolge  —  gleich- 
gültig, ob  sie  absolut  convergirt  oder  nicht  —  nach  einem  Crrews- 
wertke  s,  der  grösser  ist  als  jede  Partialsumme  ^sn+i  aus  einer  geraden 
Anzahl  von  Gliedern  und  Meiner  ist  als  jede  Partiaisumme  stn  aus 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern.  (Oauchy.) 
Beweis:  Es  ist 

Sin 5a«-i  =  a2n,         5j„ S2«-8  =  ((hn—l  —  «2*1)  <  0, 

also 

So>  S2>  S^>  "  ', 

aber  auch 

Sin  >  0,     weil    San-i  >  0  ist. 

Es  besteht  daher  ein  endlicher  Grenzwerth 

lim  Sin  =  S<  Sin- 

Ebenso  ist  "^* 

Sin+l  —  52n  =  —  «211  +  1;      52n+l ^2»— 1  =«  («211  —  Ö2n  +  l)  >  0 

Sh<Ss<S^<   •  ••, 

S%n+1  <  Sin  ^  So  ==  «0, 

und  die  Partialsummen  Sin-\-i  haben  einen  endlichen  Grenzwerth: 

lim  S2«+i  =  s'  >  52«+i . 


Doch  weil 


n==» 
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lim  (säh  —  Ssn+i)  =  lim  Ot«  =  0 


«ssOO  M&aOO 


ist,  gilt 

s  ■=»  5'    und  nun    s«,  >  s  >  Ssn+i        (n  =  0, 1,  2  •  •  •) . 
Zu  den  alternirenden  Reihen  der  genannten  Art  gehört  z.  B.  die  Reihe 

Diese  Reihe  convergirt  nur  bedingt;  ihr  Grenzwerth  $  liegt  bei 
Einhaltung  der  angegebenen  Summationsfolge  zwischen  ^x  '^  Y  ^^^ 

5^  =  -r- ,  zwischen  %  ■■  tö  '"^    T  ^''^* 

Bildet  man  aus  der  gegebenen  Reihe  die  neue  altemirende 
Reihe  unserer  Art: 

SO  liegt  deren  Grenzwerth  s'  zwischen  «i  =  -g-  und  Sg  *=  öiä  5  ^^^^  ^^^'^ 
s  <  -^*  und  $'>  -^  ist,  hat  die  neue  Reihe  «einen  von  s  verschiedenen 

Grenzwerth. 

12«  Von  den  absolut  convergenten  Reihen  gelten  Sätze^  die  denen 
über  Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern  entsprechen,  und  man  wird 
mit  den  absolut  convergenten  Reihen  operiren,  wie  mit  den  conver- 
genten Reihen  aus  positiven  Gliedern.  Wir  fähren  nur  die  den  Sätzen 
unter  Nr.  6,  c  und  Nr.  7  entsprechenden  Sätze  an. 

a)  Es  seien  unendlich  viele  Reihen  gegeben: 

00,0  +  öo,i  +  . . .  +  <h,r  +  •  •  • 
0^1,0  +  «1,1  +  •  •  •  -f-  <^l,v  +  •  •  • 
Oj,0  +  flt,l  -f-  •  •  •  +  Ö2,r  4"  •  *  • 


Ersetzt  man  in  jeder  Reihe  jedes  Glied  durch  seinen  Betrag  und 
convergiren  die  entstehenden  Reihen 

I  0/1,0  1  +  I  fl^.i  H h  I  ö^,V  t  4 (f*  =  0, 1,  2  •  •  •), 

so  convergirt  jede  der  gegebenen  Reihen  absolut^  und  der  Betrag  des 


00 


Grenzwerthes  a^^^  der  Reihe  ^^a^u,»  ist  kleiner  oder  gleich  dem  Grenz- 

»«0 

werthe  a^^  der  Reihe  ^  |  a^,»  | ,    weil  ja   |«  +  6|5^|ö|  +  |6|    ist. 
Falls  die  Reihe 

«(0)  _j.  ^(1)  ^  . . .  -j.  «Cu)  «|.  . . . 
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convergirt,  convergirt  die  Reihe 

afo)  -1-  ö(i)  ^  . . .  J-  (jC")  -1-  . , . 

absolut;  und  jetzt  convergirt  auch  die  Reihe 

OD 

2^(1  «/i,0  I  +  I  «/.-1.1  '  H h  I  ÖO.M  I), 

d.  h.  die  Reihe 

OD 

convergirt  absolut;  ihr  Grenzwerth  a  ist  gleich  dem  d^r  Reihe  ^.«^^ 


V 


j«  =  0 


Wenn  umgekehrt  die  Reihe    ^ifa.o  +  g/<— i.i  +  ••-  +  flo,^)  ah- 


/* 


solut   convergirt   und   a  ihr   Grenzwerth   ist,   convergirt  jede  Reihe 
^ctfi.v  absolut,  und  die  Reihe  ^a^^   aus   den   Grenzwerthen  der- 

selben  besitzt. den  Grenzwerth  a. 

b)  Femer  gilt  auch  ier  Satz:    WeBn  die  Reihen  ^a,.,  couTer- 

giren  und  die  Reihe  ^.a^^  aus  deren  Grenzwerthen  nach  a  conver- 

girt,  wenn  ferner  die  Reihen  ^.  |  a^,»  |  convergiren  und   die  Reihe 

^^«^^  aus  deren  Grenzwerthen  «^''^  eine  endliche  Summe  hat,  dann 
convergiren  auch  die  Reihen 

(h,v  +  ai,v  +  •  •  •  +  a^^y  -}-...         (i;  =  0,  1,  2  •  •  •) 

absolut,  und  die  Reihe  aus  deren  Summen  bildet  selbst  eine  absolut 
convergente  Reihe,  die  den  Grenzwerth  a  hat,  d.  h.  jetzt  ist: 

c)  Wir  hatten  den  Satz:  Wenn  c^,  Cj,  Cj,  •  •  •  eine  Folge  positiver 
Grössen  ist,  die  alle  kleiner  bleiben  als  eine  angebbare  Grosse,  so  con- 
vergirt zugleich  mit  einer  Reihe  ^.üv  aus  lauter  positiven  Grossen 
die  Reihe    ^,  g^Cy . 

Ist  jetzt  ^CLv  eine  absolut  convergente  Reihe,  so  convergirt  auch 

die  Reihe  ^a^c^  absolut.     Neben  dieser  einfachen  Erweiterung  des 
ersten  Satzes  besteht  noch  die  folgende: 

Ist  ^dt  eine  convergente  Reihe,  wird  also 
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I  Sn+r  —  «•!<*         (n  ^  w,  V  =  1,  2  • .  •) 

und  weiss  man  von  den  Grossen  c»,  dass  c^^i  ^  Cy  (r  =  0,  1,  2  •  •  •) 
ist  und  dass  die  Reihe 

I ^0 1  +  ko  —  ^1 1  +  k - ^  IH —  (y) 

convergirty  so  ist  auch  die  Reihe 

conyergeni 

Wir  gründen  den  Beweis  auf  die  Identitäten 

CoOq  +  Ciüi  H H  CfnOm  —  (Cb  —  Ci)So  +  (Ci  —  C%)Si  H 1- 

und 

Chi  *»  Co  —  (CD  —  Ci) (Ci  —  c»)  —  '  '  •  —  (dn-l  —  Cm). 

Die  unendliche  Reihe 

DP 

convergirt  absolut^  weil  die  Reihe  (y)  convergirt,  |  St  \  unter  einer  an- 
gebbaren Grösse  bleibt  und  |  Cm  \  kleiner  ist  als  der  endliche  Grenz- 
werth  der  Reihe  (y)]  —  und  nun  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

13,  Nach  diesen  Sätzen  über  unendliche  Reihen  beschäftigen  wir 
uns  zur  Anwendung  noch  mit  der  Division  zweier  irrationaler  Grössen 
a  und  6. 

Es  sei  &  >  0  und  p  ein  Bestandtheil  von  b,  derart  dass  b  —  p 
kleiner  ist  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  S  (und  es  bedarf  nur  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen,  um  einen  der  gestellten  Forderung 
genügenden    Bestandtheil    zu    finden).*)      Dann    ist    b^p  +  q    und 

q<d.     (p  >  2.) 

Vollführt  man  nun  die  Transformationen 


4-a        p''\p-4-a        p/        v 


aq 


p  +  q         P     ^    \p  +  q         P/         P         P{P  +  g)' 

o«        ^  _  0«  _  /       qg         _  ?^\  _  _  ?9f     I  «2* 

p«         \i>(v-A-q)        pV  p«  "^ 


P(i>  +  3)  P*         ^PiP  +  a)        P^f  P*    *   i>'(l>  +  2)' 


1^ 
*)  Beweis:    In  der  Folge  von  rationalen  Grössen  —  (f^  —  1,  2,  •  •  •)  gibt  es 

eine  erste,  die  >^  h  ist.    Es  sei 

— ' —  ^  ^  I  »Ißo  — ' —  S  6,  — -  <  &,  <&»••• 


n      —    '   n  n 


d.  h.  —  ein  Bestandtheil  Yon  6.    Setzt  man  p  >  — ,  so  wird  5  —  p  <  —   und 

2 
indem  man  n  >  -r-  wählt,  hat  man  der  Forderung  schon  genügt. 

Q 
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1>"(P  +  ff)        P*    *    V(P  +  ff)        !>'  ^        P'        p'Op  +  ff) ' 


80  erhält  mau  fttr  — -. —  die  Reihe: 

P+  ff 

7-?(7)  +  ?(?)'— •+(-0'7(f)'+- 

Diese  formell  gebildete  Reihe  hat  den  Grenzwerth 


P 
und  das  Product  dieses  Grenzwerthes  mit  b  ist  gleich  a.    So  sieht 

man,  dass  wir  den  Quotienten  y  oder  ,  als  Summe  der  gefion- 
denen,  unbedingt  convergenten  Reihe  zu  erklären  haben.  Die  Vor- 
schrift zur  Berechnung  von  y  ist  dadurch  gegeben ,   dass  die  Reihe 

formell  beschrieben  ist. 

Bei  der  Ermittlung  des  Quotienten  wird  man  mit  Vortheil  eine 
Zerlegung  von  h  yomehmeu;  bei  der  p  gegenüber  q  recht  gross  ist, 
denn   dann  werden   in   der  Reihe  für  a :  &  die  Glieder  mit   höheren 

Potenzen  von  -^  gegenüber  den  ersten  Gliedern  klein,  und  man  bedarf 

bei  der  Summirung  nicht  vieler  Glieder,  um  einen  Werth  zu  finden, 
der  bis  auf  einen  vorgegebenen  Bruchtheil  der  Einheit  genau  ist 
Und  bei  Berechnung  einer  Grösse  handelt  es  sich  immer  nur  um  die 
Bestimmung  derselben  bis  auf  einen  gewünschten  Grad  von  Genauig- 
keit; doch  die  Vorschrift  zur  Berechnung  ist  nicht  vollständig,  wenn 
sie  die  Grösse  nicht  bis  auf  ein  beliebig  Kleines  zu  berechnen  ge- 
stattet*). 


*)  Litteratur:    Ganchy:    Cours   d'Analyse    I**   partie.     Analyse    algdbriqne 
(deutsch  von  C.  Itsigsohn:  Algebraische  Analysis  1886). 

Abel:  Becherches  sur  la  sÖrie  1  +  -r  *  H ^ — ö — ^  a;*  +  •  •  •  (Oeunes 

1  1*2 

complätes  par  Sylow  et  Lie  1881  T.  I  p.  219). 

Remarques  sur  les  s^ries  infinis  et  leur  convergence  T.  L  p.  899. 
Riemaxm's  Werke  p.  221  (Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 

eine  trigonometrische  Reihe). 
Weierstrass  (vergl.  Pincherle). 
Dini:    Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioDi  di  variabili  reali  1878 

(deutsch  von  Lüroth  und  Schepp,  Leipzig  1892). 
Ueber  bedingt  convergente  Reihen  siehe  die  Abhandlungen  von  Mertens 

(Grelle  J.  Bd.  79)  und  Pringsheim  (Math.  Annal.  Bd.  21  und  22). 
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§  8.    Ueber  unendlidhe  Prodnote. 

1«  Wir  brechen  hier  die  Untersuchungen  über  die  durch  additive 
Vereinigung  unendlich  vieler  Grössen  gesetzten  Grossen  ab  und  ziehen 
jetzt  auch  Grossen  in  Betracht^  die  aus  unendlich  vielen  gegebenen 
Grossen  durch  Multiplication  zu  bilden  sind. 

Ist 

eine  unbegrenzte  Folge  von  Grössen^  derart  dass  zu  jedem  endlichen 
Werthe  v  eine  bestimmte,  endliche;  von  Null  verschiedene  Grosse  Cr 
gehört;  wobei  nicht  ausgeschlossen  ist;  dass 

lim  I  c^ 


über  jede  Grösse  wachst  oder  unter  jede  Grösse  herabsinkt;  und  be- 
zeichnet man 


• 


CtCi'-'Cn'^  Yl^  ^  ^»' 


y=l 


SO  heisst  der  Grenzwerth  von  P,  /lim  PA  der  Werth  der  durch  muJr 
tiflieative  Vereinigung  der  Grössen  Cv  gesetzten  Grösse: 


«0 


yal 


der  wir  den  Namen  „unendliches  Trodudf^  geben. 

Sowie  aber  die  durch  eine  unendliche  Beihe  (oder  unendliche 
Summe)  gesetzte  Grösse  erst  in  der  Rechnung  zu  verwerthen  war, 
wenn  ihr  Grenzwerth  (oder  Werth)  endlich  und  bestimmt  war;  und 
wie  der  Grenzwerth  der  Reihe  erst  unter  gewissen  Bedingungen  als 
Summe  der  Reihe  aufzufassen  war;  ist  das  unendliche  Product  erst 
dann  in  der  Rechnung  zu  verwenden ;  wenn  sein  Werth  nicht  unend- 
lich und  nicht  unbestimmt  ist;  und  als  ;;Product''  wird  unsere  Grösse 
erst  dann  mit  Fug  und  Recht  zu  bezeichnen  sein,  wenn  sie  das  Pro- 
duct einer  endlichen  Anzahl  von  Factoren  umfasst;  d.  h.  wenn  bei  den 
durch  eine*  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe  von  Multiplicationen  ent- 
stehenden Grössen  die  Eigenschaften  des  Productes  einer  endlichen 
Anzahl  von  Factoren  erhalten  bleiben.  Das  ;;Unendliche  Product''  ist 
also  insbesondere  erst  dann  als  Product  der  Factoren  Cy,  von  denen 
(bei  endlichem  v)  keiner  verschwindet;  aufzufassen,  wenn  es  einen 
bestimmten;  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

Darum  definirt   man  (mit  Pringsheim):   Das  unendliche  Product 


56 
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heisst  convergenty  wenn  lim  P,  einen  bestimmten  endlichen^  van  NuU  ver- 


iroBOO 


schiedenen  Werth  P  hat;  und  dcts  Product  heisst  divergent,  wenn  lim  P« 
Nuttf  unendlich  oder  unbestimmt  wird,  *^* 

Die  conyergenten  Producte  werden  f&r  uns  von  Bedeutung  sein« 

Beispiel:    Das  unendliche  Product 


m  -  ^) 


rsd 


ist  convergent;  weil  die  Grenze  der  Grössenreihe  P»  (n  «a  2^  3  •  •  •)  den 
Werth  -r-  besitzt,  indem 


2 


m  -  i) 


r=S 


1 

8 

2 

•  4 

(H- 

-  1)  .  (n 

+  1) 

2 

.  2 

3 

•3 

n  •  n 

(n 

n! 

1)1 

8 

4  • 

•  •  (n 
nl 

+  1) 

■T  + 

1 

2n 

zu  setzen  ist. 


2,  Ist  lim  Pn  =  P  endlich;  bestimmt  und  von  Null  verschiedei^, 


«saCO 


SO  lässt  sich  offenbar  eine  positive,  endliche  Grösse  g  derart  angeben, 

dass 

\Pr\>9        (./-1,2,3,  ...)  (1) 

wird;  und  femer  kann  man  nach  Angabe  einer  beliebig  kleinen  po- 
sitiven Grösse  8  eine  positive  ganze  Zahl  m  so  bestimmen,  dass  bei 
jedem  n^m 

I  Pn + ,  ^  Pn  |<  *        (i^  -  1,  2, 3  . .  •).  (2) 

Bestehen  diese  für  die  Convergenz  des  unendlichen  Produktes  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  (1  und  2),  so  ist  auch 


Pn+ 


-^-1 


<  —  =  «        (n>  m,  V 


1,2,3..) 


(3) 


d.  h.  man  kann  einer  beliebig  kleinen  Grösse  e  auch  stets  eine  end- 
liche ganze  Zahl  m  so  zuordnen,  dass  diese  neuen  Ungleichungen  be- 
stehen, die  wir  in  der  Form  schreiben  können: 


JT'^-i 


Für  1/  =  1  folgt,  dass 


und  dass 


<  fi        (n  ^  1»,  V  =a  1,  2,  •  •  •)• 


c»+i  —  1  I  <  6        (w  ^  m) 
lim  I  c.  ^  1 1  =  0 

VBSOO 

sein  muss.    Daher  haben  in  dem  convergenten  unendlichen  Producte 


§  8.   Ueber  unendliche  Prodacte.    Nr.  1,  2,  3. 
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OD 


17(1  +  aO 


V=»l 


die  Grössen  a^  noth/oendig  die  Eigenschaft,  dass  lim  {  o,  |  -»  0  ist. 


ysB  CD 


Bestehen  die  Ungleichungen  (3),  so  folgt ,  dass  {  P»  |  (n  >  m)  in- 
nerhalb gewisser  endlicher  Grössen  liegt.    In  der  That,  es  ist  ja 


m  +  1» 


Tmd  somit 


oder 


m 


—  1 


m  + 


V--1 


m 


<e 


-e< 


p. 


m 


-Ke 


(1  -  6)  I  P,  |<  I  P„+,  |<  (1  +  e)  I  P„  I, 

d.  h.  es  bleibt  {  Pm-^-v  \  für  v^l  zugleich  mit  dem  absoluten  Betrage 
von  Pm  endlich  und  von  Null  verschieden;  |  Pm  \  ftber  ist  bei  dem 
endlichen  Werthe  von  m  weder  Null  noch  unbestimmt  noch  unendlich. 
Wenn  aber  |  P»  |  (n  ^  m)  kleiner  bleibt  als  eine  angebbare  Grösse 
und  grösser  ist  als  eine  endliche  positive  Grösse,  so  wird  auch 

I  Pn  +  y  -  P.  i  <  d. 

Somit  ist  gezeigt,  dass  die  Ungleichungen  (3)  allein  die  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Gonvergene  des  unendlichen  Pro- 
ducks  büden. 

3«   Bevor  wir  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 

OD 

ftir  die  Convergenz  eines  unendlichen  Productes  /  /  (1  +  «0  in  we- 
sentlich  andere  Form  bringen,  leiten  wir  zunächst  einige  Beziehungen 

CD 

zwischen  den  „Partialproducten^'  P»  —  1  /  (1  +  «»)  ab. 

Versteht  man  unter  Po  die  Einheit  (Po  ■=  1),  so  ist 

^1  -  1  +  a,  -  Po  +  «1^0, 

P,  —  1  4-  «1  +  Oj  +  a^oj^  —  Pj  +  a^P^, 

-Ps  =  1  +  «1  +  «8  +  fl^i^a  +  «8  +  ai»3  +  <h(^$  +  «i«2«8  —  P«  +  «sPg, 


JPn  «=  1  +  ai  +  aj  +  ai(h  +  •  •  •  +  On  +  «i«»  + 

+  ai(h     -an)  —  Pn-l  +  «nPn-l, 

und  somit  Pn  die  Summe  der  (n  -|-  1)  Grössen 
1    -Po, 

«1  =  «1^0» 


+  ««-1  On  + 
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o,  +  Oja,  —  (1  +  ai)(^  =  a^P^, 

<h  +  «i^»  +  <h^z  +  «i^jö«  —  (1  +  öl)  (1  +  «0  «8  —  «B-Pj! 

(1  +  ai)  (1  +  o«)  •  •  •  (1  +  an-i)a,  —  a,P«-i, 
also 

n 
■P.  —  1  +  ^OrPr-l  . 

Nach  dieser  Formel  ist  aber  auch 

Pn+9  P«  =  »n  +  lP»  +  an+sP«+i  +  •  •  •  +  «n+yPn  +  r— 1. 

4.  Nun  betrachten  wir  ein  unendliches  Product  / /(l  -h  Ov),  in 
dem  alle  Grössen  a,  positiv  sind.  ^'^^ 

Soll  lim  Pn  einen  bestimmten^  endlichen^  yon  Null  verschiedenen  ' 


»BS  00 


Werth  annehmen,  soll  also  bei  heliehig  klein  gewähltem  positivem  9 
eine  solche  ganze  Zahl  m  ausfindig  zu  machen  sein,  dass  die  Un- 
gleichungen: 

J7(l+a^)-l<«        (n>m,  i;  =  1,  2,  3,  •  •  •) 


00 


bestehen,  so  muss  nothwendig  die  Reihe  ^^  a,  convergent  sein,  denn  es 
ist  nach  den  früheren  Formeln: 

/*=»  +  !  /'««+1 

OD 

Angenommen  dass  die  Reihe   ^.c^  convergirt,   so  kann  man  nach 

Wahl   einer   beliebig   kleinen   positiven  Grösse   s  eine   solche   ganze 
Zahl  m  angeben,  dass  bei  beliebigem  Werthe  von  v  und  für  ein  n'^tn 

wird.     Indem  femer 


Pn+v    __    j 


^n 


+  (a«+ian+2  •••  a«+„)<(s^+v  —  Sn)  +  (^n+f  —  ««)*  + 
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ist,  kann  man  dadurch,  dass  man  b  ^  r— ^  wählt,   den  Betrag  von 

( -^^  —  l]  kleiner  machen  als  *,  wenn  n^m  gesetzt  wird.  Somit 

hahen  wir  den  Satz: 

Die  nothcendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Ccnvergeng  des 

OD 

unendliAen  Ttodudes  lJ(l  +  Or),  in  dem  die  Grössen  Or  positiv  sind, 

OP 

besteht  in  der  Canvergene  der  timendlichen  Beihe  ^a^. 

ral 

OD 

Da  mit  der  Beihe  ^  o,  nicht   allein  lim  P^  sondern   natürlich 

auch  alle  Partialproducte  P»  endlich  sind,   conyergirt  nmi  auch  die 
unendliche  Beihe: 

OP 

l  +  ^OrP.-l', 

lind  weil  die  Folge  von  Grössen 

8,-P,        (v- 1,2,3,...), 
wo 

fiv  «-  1  +  aiPo  +  ^-Pi  +  •  — I"  ö^P»-i 
bedeutet,  eine  Elementarreihe  bildet,  so  ist 

OD  00 

jfj(l  +  o,)  -  1  +  ^a.P,_i . 

Weil  man  hier  in  der  Beihe  die  Glieder  zerlegen  und  die  Bestand- 
theile  beliebig  anordnen  kann,  ist  auch 

00 

J_|  (1  +  «^)  —  1  +  ö^i  +  a«  +  os  H 


Nun  aber  ist  offenbar,  dass  das  unendliche  Produd  unabhängig  von  der 
Anordnung  der  Factoren  —  wir  sagen  unbedingt  —  nach  einem  be- 
stimmten, endlichen,  von  Null  verschiedenen  Werthe  convergirt  und 
zwar  nach  eben  dem  Werthe,  nach  welchem  die  unbedingt  convergente 


00 


Reihe  1  +  ^a^P^-i  convergirt. 


Vnl 

CD 


Divergirt  die  Beihe  ^o,,    so  ist  auch  das  unendliche  Product 

1^=1 
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divergent,  und  zwar  wird  lim  P«  i»  -(~  ^  denn  P«  ist  grosser  als 


»SB  OD 

n 


l  +  ^o». 


00  00 


Das  unendliche  Product  /  /  ( 1  H — ? )  convergirt,  weil  ^.t  einen 


»=1  »=i 

0» 


endlichen    Werth   hat;    doch   das   unendliche  Product    //(l  +  o~) 

OD 

divergirt  nach  unendlich,   weil  die  Reihe  ^^s—  divergent  ist. 
Ein  unendliches  Product 

in  dem  keine  der  positiven  Grossen  a»  die  Eigenschaft  besitzt,  gleich 
Eins  zu  sein,  und  lim  a^  «=  0  sei,  behandeln  wir  folgendermassen:  Wir 

V=  00 

denken  die  endliche  Anzahl  von  Factoren  herausgegriffen,   in  denen 
ar  >  1  ist,  so  wird  fftr  die  übrigen: 

0<1  — a,«<l,    0<l-a,<j^^, 


n 

Pn  -  27(1  -  aO  < 


1 


und  es  ist  offenbar,  dass  lim  P»  einen  bestimmten,  endlichen  von  NtiU 


nssa  00 

00 


verschiedenen   Werth  hat,  wenn  die  unendliche  Beihe  ^«r   convergirt; 
dass  aber  lim  P»  Null   wird   und  das  mkendliche  Product  nach   NüU 


n 

naaoo 


divergirt,  sofern  die  Beihe  ^a^  divergent  ist. 


00 


Das  unendliche  Product   / /(l %)  convergirt,  aber 


00 


divergirt  nach  Null. 

00 

6,   Nun   seien   in   dem  unendlichen  Producte  Jfj  (1  +  «»)    die 


y—i 


§  8.    Ueber  unendliche  Producta.    Nr.  4/5.  61 

Grossen  a,  beliebige  reelle^  positive  und  negative  Grössen,  welche  der 
Bedingung  genügen:  lim  a,  «^  0.    Da  lässt  sich  Beigen^  dass  das  vor- 

yiB  OD 

ffdegte  unendlidie  Produä  eagleich  mit  dem  unendlichen  Producte 

OD 

IT(i  +  KI) 

convergirt. 

OD 

Wenn   /  /  (1  +  |  «tr  |)  convergent  ist,  gibt  es  eine  positive  ganze 
Zahl  my  derart,  dass  bei  jedem  v  und  für  alle  Zahlen  n'>m 

17(1  +  I  a^  I)  _  1  =  [I  a»+i  I  +  I  an+,  I  +  . . .  +  |a,+.  |]  + 

+  [l  0*1+1  I  |««i4-8  H Hl  <^n+vl  I  I  «n+f|]  H 

+  I  Oh-^-I  I  I  «11+2  I  •  •  '  I  ÖI»4.»  I 

kleiner  wird   als  eine  beliebig  kleiile   vorgelegte   positive  Grosse   8. 
Weil  aber 

-^  _  1    .»1  a,+i  +  On+i  (1  +  ««+i)  H 

+  a,+,  (1  +  On+i)  (1  +  On+i)  •••(!+  Oi.+»-l)  I 
<  |o«+l  I  +  I  On+i  I  (1  +  I  ««+1  i)  H 

+  |a,+,  I  (1  +  I  a,+i  I).  (1  +  I  Un+t  I)  •  •  •  (1  + 1  o.+*-i  I), 


-1    <  l/(l  +  ioJ)-l 


also 

OD  OD 

ist,  so  convergirt  ^ /(l  +  «»)  thatsächlich,  wenn  j[  J^O^-}-]^])  con- 
vergent  ist.  Dieses  unendliche  Product  convergirt  aber  dann,  wenn  die 
unendliche  Reihe  ^.  \  a^  \  convergirt,  d.  h.  wenn  die  unendliche  Reihe 

Qv  absolut  (und  unbedingt)  convergent  ist,  folglich  convergirt  das 


^ 


vorgelegte  unendliche  Product  ££{i  +  «0;  ^^^  ^^  unendliche  Bähe 

r  =  l 

OD 

^,a»  absolut  convergent  ist. 

Da  unter  dieser  Bedingung  jedes  Partialproduct  P„  endlich  ist, 
ist  die  Reihe 
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00 


1  +     ^gyPy-I 

aach  absolut  und  unbedingt  convergent,  und  es  wird  wieder 

OD  OD 

/J(l  +  «,)  -  1  +  ^a,P,., . 

Weil  endlich  die  hier  stehende  Reihe  auch  unbedingt  eonvergent 
bleibtj  wenn  man  jedes  Glied 

in  seine  Bestandtheile  zerföUt  und  diese  als  Glieder  der  Reihe  ein- 
fährt —  was  ja  die  Yergleichung  der  so  entstehenden  Reihe  mit  der 
imbedingt  convergenten  Reihe 

+  I  «lOj  I  +  I  OiOj,  r  H 1-  I  Oiflrj  IH 

+ • 

lehrt,  —  so  darf  man 

OD 


+  ^i^tj  +  «loa  H h  «aOs  +  •  •  • 

+ 

setzen,  und  das  «'unendliche  Product  ist  offenbar  unbedingt  convergmt. 

rr 

Nennt  man  ein   unendliches  Product    /  /  (1  +  ^)   dann  cibsolul 

OD 

eonvergent,  wenn  j[  J[  (1  +  I  ö^r  |)  convergirt,  so  haben  wir  die  Sätze: 
Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  absolute  Gen" 

_  OD 

vergenz  des  unendlichen  Productes  Y  j[  (1  +  o,)  besteht  in  der  absohäen 


V=al 


Convergenz  der  Beihe  ^  o, .    Das  cAsohU  convergente  Product  canvergirt 


Val 


unbedingt. 

6,    Die  absoltUe  Convergenz  der  Beihe  ^a,  ist  somit  eine  hin- 
reichende  Bedingung  für  die  unbedingte  Convergenz  des  unencUiehen  Bro- 

OD 

ductes  lli^-i-  a,^*     Falls   umgekehrt   jedes   unbedingt   convergente 


»-==1 


§  8.    Ueber  unendliche  Prodacte.    Nr.  6,  6.  63 

unendliche  Product  auch  absolut  convergiren  sollte^  bestände  zwischen 
absoluter  und  unbedingter  Convergenz  von  uneDdlichen  Producten 
ebensowenig  ein  unterschied;  wie  zwischen  absolut  und  unbedingt 
convergenten  unendlichen  Reihen. 

Zur  Untersuchung  dieser  Fn^e  legen  wir  zunächst  ein  unend- 


00 


liches  Product  J  /  (1  +  «0  =*  -P  ^^^f  ^*s  unbedingt  convergent  sei, 


yal 


und  zeigen,  dass  jedes  beliebige  unendliche  Theilproduct  des  gegebenen 
convergirt. 

Bilden  wir   aus   der  Reihe   der  Grössen  Oy  (t/  =  1,  2,  •  •  •)  zwei 
Grossenreihen  o,'  und  o,''  (f/  «»  1,  2  •  •  •),  und  setzen 

»=1  »aal 

lim  P^  =  P-,  lim  P^  =.  P', 

SO  erfordert  die  unbedingte  Convergenz  von  P,  dass 

lim  p;.  P^i-^P 

iv-erde,  d.  h.  es  sollen  nach  Angabe  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Grosse  d  zwei  ganze  Zahlen  m^  und  m^  ausfindig  zu  machen  sein,  so 
dass  fär  alle  Zahlen 

der  Betrag 

p;p;:-P|<« 


Tvird.    Doch  dann  müssen  auch  die  Beträge 

P'P"-PI     und     |P'.P"-P 


kleiner  als  d  werden,  also  müssen  die  unendlichen  Producte 


00 


P"  -  17(1  +  o,") ,    P'  =.  JJ(1  +  o,') 

convergiren,  weil  P^^  imd  Pm[  endliche  Producte  sind,  die  bestimmte 
endliche  von  Null  verschiedene  Werthe  haben,  und  P  convergent  ist. 
Zerlegen  wir  nun  das  unbedingt  convergente  unendliche  Product 
JP  in  die  unendlichen  Theilproducte 


OD 


11(1+«»),  17(1+^')' 

^vro  die  Grossen  a,  positiv,  die  Grössen  ßv  negativ  sind,  so  müssen  auch 
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diese   unendlichen   Producte   convergiren.     Da   aber   die   nothwendige 
und   hinreichende  Bedingung   fQr  die  Convergenz   dieser  unendlichen 

Producte  in  der  der  Reihen  ^a^,    ^^ßv  üegt^  ist  erunesen,  dass  auch 

die  Reihe  ^  \  Oy  \   convergirt ;    und   dass   das    u/nbedingt  eonvergente 

unendliche  Product  auch  absolut  convergirt 

7.    Mit  absolut  (und  unbedingt)  conyergenten   unendlichen  Pro- 


OD 


ducten   / /^r',    11^"  rechnet   man  wie   mit   den   früheren  Zahlen- 

grossen ;   denn  ihre  Werthe   haben    nach  den  Toranstehenden  Sätzen 
gegenüber   den  Grössen  c/  beziehungsweise   c,"   die  Bedeutung   von 
Producten  gegenüber  den  Factoren  c/  beziehungsweise  c/'. 
Um  z.  B.  das  Product  von 


00  00 


YJ(l  +  a;)^P    und    JJ(l  +  6,)-« 
ZU  bilden,  hat  man  das  unendliche  Product 

00  00 

R  —  JJ(1  +  o,)  (1  +  6,)  —  JJ(1  +  a,  +  6,  +  arlr) 
zusammenzusetzen;  es  ist  endlich,  denn  die  unendliche  Reihe 

00 

^,  I  a*  +  ^y  +  <^^v  i  ? 
deren  Grenzwerth  nicht  grösser  ist  als  der  der  Reihe 


00 


^{\^v\  +  \iv\  +  \ayhy  \}, 

00  00 

convergirt,  wenn  die  Reihen  ^  \  a,  |  und  ^  \  6,  |  endliche  Summen 

aufweisen;    und  sein  Grenzwerth  ist  gleich  dem  Producte  PQ,  denn 
der  Werth  der  Reihe 

00 

kommt  gleich  der  Summe  derjenigen  Reihe,  welche  das  Product  von 

00  OD 

1  +  ^arPr-t        und       1  +  ^lyQr-1 

ist.  — • 
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OD 

Ist   J[  2  (1  +  ö,)  ««»  P ,     dann    besitzt    das    unendliche    Product 


»assl 


X  1  ( 1  +  o  )   ^®^  Werth  p  .    In  der  That,  das  neue  unendliche  Pro- 

duct  ist  zugleich  mit  dem  gegebenen  convergent,  weil  die  Beziehung 
gilt: 

n(rTK)-n('-.T^)> 

and  femer  ist 

J7(1  +  «*)'I7(tT^)"*^^     w.  z.  b.  w. 
Der  Qwtient  etmer  (AsoUU  canvergenter  Produde  I  I  (1  +  a»)  •=»  P 

9 

und   /  /  (1  +  6y)  '^  ö  ^^*  durch  das  Product 

nm    o^'    IJi^  +  'r-?^ 

zu  definiren^  denn   dieses  Product  ist  convergent  und  hat  zufolge  der 
Beziehung:  

p 
den  Werth  ^  • 

8.    Sind  zwei  divergente  Reihen  aus  durchaus  positiven  Grössen 
ar  beziehungsweise  b^  (v  «=»  1,  2  •  •  •)  gegeben,  ist  aber 

lim  ttr  «=«  0,    lim  6,  «=■  0, 


f  SS  OD  y  BS  OD 

OD 


80    divergiren   die   unendlichen  Producte  J  J  (1  +  öt») ;    /  /  (1  ~"  ^0 

-  wi.  ™  wi.«n  -  .«h  ün^dlich  ir^A^„«»'M..  A„ 
zwei  solchen  unendlichen  Producten  kann  man  durch  passende  An- 
ordnung der  Factoren  (1  +  a,)  und  (1  —  6^)  ein  unendliches  Product 
herstellen,  dessen  Werth  von  einer  beliebig  gewählten  positiven  oder 
negativen  Grösse  P  beliebig  wenig  abweicht.  Solche  nur  bei  be- 
stimmter Anordnung  der  Factoren  nach  einem  bestimmten,  endlichen, 
von  Null  verschiedenen  Werthe  P  convergente  „unendliche  Prodacte" 
beissen  bedingt  convergent^  und  diese  dürfen  nur  unter  Verzicht  der  Eigen- 

Biermann,  Elemente  dor  höheren  Mathematik.  5 
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thümlichkeiten  endlicher  Prodacte  als  Prodacte  hingestellt  werden, 
sowie  die  bedingt  convergenten  unendlichen  Reihen  nicht  unbedin^ 
als  Summen  au&ufassen  waren*).  — 


*)  Litteratnr:  Cauchy:  Analyse  alg^brique. 
WeierstrasB:  in  Crelle*8  Joomal  Bd.  61  (vergL  auch  Pincherie  1.  c). 
Dini:  Anali  di  Matematica  Ser.  11  T.  2. 
Stolz:  Vorlesungen  Aber  allg.  Arithmetik  Bd.  IL 

Pringsheim:   Ueber  die  Gonvergenz  nnei^dlicher  Prodncte,   Math.  Annal. 
Bd.  33,  p.  119.  Die  Darstellung  von  Pringsheim  ist  hier  zu  Grande  geleg^t. 


n.  Abschnitt 
üeber  Funetionen  reeller  YariaMen. 

§  9.     Definition  der  rationalen  Ftinotionen. 

!•  Wir  wenden  uns  zu  den  früher  (in  §  6)  definirten  algebraischen 
Ausdrücken,  die  ihren  Werth  ändern,  wenn  die  Variablen  andere  und 
andere  Werthe  erhalten.  Diese  Abhängigkeit  des  Werthes  des  Aus- 
druckes Yon  den  Yariablenwerthen  spricht  man  dadurch  aus,  dass 
man  den  Ausdruck  eine  Function  der  Variablen  nennt,  die  wir  mit 
den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnen  werden;  und  zwar 
heisst  der  Ausdruck  eine  ganze  rationale  Function  oder  eine  gdtrochene 
rationale  Function  y  je  nachdem  die  Variablen  in  den  Divisoren  nicht 
verwendet  sind  oder  in  diesen  auftreten. 

Die  algebraische  ganze  rationale  Function  einer  Variablen  x  hat 
nach  der  Definition  die  Gestalt 

Ooic"  +  aiic*""^  H +  a^—\X  +  öt» ; 

sie  heisst  nach  dem  höchsten  ganzzahligen  Potenzexponenten  eine  ganze 
Function  v^^  Grades.  Die  „Coefficienten"  Oo,  «i,  •  •  •  öt«  sind  beliebige 
reelle  Zahlengrössen.  Man  bezeichnet  die  Function  mit  f  und  setzt 
neben  f  das  Zeichen  x  in  Klammern:  f{x)  und  liest:  Function  f  von  x, 
um  die  Abhängigkeit  des  Ausdruckes  von  Aem  „Argument^^  x  anzuzeigen. 
Sind  f{x)  und  g{x)  zwei  ganze  Fimctionen  (gleichen  oder  ver- 
schiedenen Grades),  so  ist  der  Quotient 

m 

eine  rationale  gänrochene  Function  ^  die   man   auch   wieder   mit  einem 
Fnnctionszeichen  versehen  kann,  etwa  F(x). 

2.  Die  ganze  rationale  Function  mehrerer  Variablen  Xi,  x%f '  >  -  Xn, 
hat  die  Gestalt 

wo  wir  die  Glieder  z.  B.  nach  der  Grösse  der  Summe  der  Exponenten 

von  Xi,  Xi,  ■  ■  •  Xn  geordnet  denken  können.     In  dem  einzelneu  Gliede 

6* 
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A  x^x^  •  •  •  a;*«    nennt    man  ii  +  ä:«  H +  Ä;«    die   Dimension    des 

Gliedes^  und  nach  dem  grössten  Werthe  der  Dimensionen  der  in 
f{xiy  Xtj'  "  Xn)  vorhandenen  Glieder  heisst  die  ganze  Function  vom 
Grade  oder  der  Ordnung  m. 

Die  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  in  den  drei  Variablen 
Xiy  x^y  x^  lautet: 

«ii^i*  +  «a«  V  +  %8  V  +  ZaijO^ia:,  +  2a^^x^x^  +  2a„  x^x^  + 

+  2ai4a;i  +  2a^^x^  +  2a^x^  +  a^ . 

Die  ganze  Function  mehrerer  Variablen  heisdt  homogen ^  wenn  alle 
Glieder  von  gleicher  Dimension  sind.  Darnach  ist  die  homogene  ganze 
Function  zweiter  Ordnung  der  vier  Variablen  x^j  x^,  x^,  x^  von  der 
Form 

Oii^i*  +  »M^^a*  +  «S3  V  +  Ou^4^  +  2a,^x^x^  +  2a^^x^x^  +  2a^x^z^  + 

+  2a^^x^x^  +  2a^x^x^  +  ^Oj^arjX^ 
oder 

+  ^zifhi^  +  öhtta:^  +  agjarg  +  «34)  +  ^li^ix^i  +  «42^2  +  «4«^8  +  <^u^d} 

wobei  axji  «»  aa«  gesetzt  ist. 

Offenbar  ist  die  Anzahl  der  Glieder  einer  homogenen  ganzen 
Function  w*~  Grades  der  (n  +  1)  Variablen  Xi,  x%j  • "  Xn+i  höch- 
stens so  gross  als  die  Anzahl  der  Combinationen  m^^  Classe  mit 
W^iederholungen  aus  (n  +  1)  Elementen,  d.  i. 

(n+l)  (n  +  2)..-(n  +  m) 
1 . 2  •  •  >m  ' 

und  ebenso  gross  ist  höchstens  die  Anzahl  der  Glieder  einer  ganzen 
Function  m^^  Grades  in  n  Variablen. 

Die  homogene  ganze  rationale  Function  f{xij  Xi,-  -  -  Xn)  heisst 
symmetrisch,  wenn  sie  bei  Vertauschungen  der  Variablen  untereinander 
keine  Aenderung  ihrer  Form  erfährt.     So  sind 

n  n  n 

y.  ^r}    ^  ^n^^t;  "'  ^^v,Xy^'-  Xy^ 

»  =  1  vj»,  »'an--'»'« 

n 

symmetrische  Functionen,  wo  unter  dem  Symbol  ^Xt^x^^-  ^  -  Xt    die 

Summe  aller  Combinationen  ft^'  Classe  ohne  Wiederholungen  aus  den 
Elementen  Xi,Xi,-  -  -  Xn  verstanden  ist ;  femer  ist  auch 

ari*  +  rrj*  +  •  •  •  +  Xn^ 

eine  symmetrische  Function  usw. 
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Die  aus  einem  Oliede  bestehende  symmetrische  Function  von 
n  Variablen  hat  offenbar  die  Gestalt 

c(XiX%  •  •  •  Xn)    ' 

In  einer  aus  mehreren  Gliedern  zusammengesetzten  symmetrischen 
Function  muss  jedes  Glied  dieselbe  Anzahl  von  Variablen  enthalten 
und  in  jedem  Gliede  müssen  die  gleichen  Potenzexponenten  vorkommen. 
Soll  man  daher  z.  B.  diejenige  symmetrische  (ganze  rationale)  Function 
von  Xiy  x^,  x^y  x^  bilden,  die  das  Glied  x^^x^x^  besitzt,  so  muss  man 
zur  Herstellung  aller  Glieder  die  vier  Combinationen  dritter  Classe  ohne 
Wiederholungen  aus  x^y  x^,  x^,  x^  bilden: 

•«'Iti^i^j,     XjXgiA'^;      *'l*^'^i7      •*'2'*'8'*'4 

und  hierauf  in  jeder  dieser  Combinationen  die  Exponenten  1,  2,  3  in 
allen  Permutationen 

1,  2,  3;     1,  3,  2;    2,  1,  3;    2,  3,  1;    3,  2,  1;    3,  1,  2 

anbringen. 

Die  symmetrische  Function  aus  n  Grössen,  deren  Glieder  r  Ele- 
mente enthalten,  besteht  somit  aus 

{:)■"■ 

Gliedern,  wenn  yj  imd  r!  die  Symbole  för 

■ 

n(n— 1)..   (n  — r+ 1)        ,   ^    «   « 

— i /  ,  ^ -^-^  und  1 . 2  •  3  •  •  •  r 

1  •  2-  •  •  r 

sind.     Gibt  es  unter  den  r  Exponenten  je  fj,  r^;  -  * '  r«  gleiche,  so  ist 
die  Anzahl  der  Glieder: 

fj !  r, !  •  •  •  r^l 

Damit  ist  die  äussere  Gestalt  der  ganzen  rationalen  Functionen 
beschrieben,  und  es  ist  hier  nur  noch  hinzuzufügen,  dass  der  Quotient 
zweier  ganzer  Functionen  f(xiy  x%,'  -  -  Xn)  und  g(xi,  a?»,  •  •  •  a?»)  eine 
rationale  gebrochene  Function  von  Xi,  x^,-  •'  Xn  heisst. 

§  10.    Definition  der  Function  einer  reellen  Variablen. 

1.  Denken  wir  mit  einer  unbeschränkt  oder  stetig  veränderlichen 
Grösse  x  eine  Grosse  y  in  solchem  Zusammenhange,  dass  jedem  Werthe 
der  Variablen  x  ein  oder  mehrere  Werthe  von  y  zugehören,  so  heisst  y 
eine  Fundion  des  „Argumentes^*  x,  gleichgiltig  ob  uns  die  arithmetische 
Vorschrift  bekannt  ist,  die  besagt,  wie  man  die  zu  einem  Werthe  von 
x  gehörenden  y-Werthe  berechnet,  oder  ob  die  Abhängigkeit  nur  tabel- 
larisch oder  graphisch  yerzeichnet  ist,  wie  man  den  Zusammenhang 
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der  Spannkraft  eines  Dampfes  mit  der  Temperatur  oder  den  des  Lnft- 
dmckes  mit  der  Zeit  usw.  tabellariscli  oder  graphisch  beschreibt 

Ueber  die  graphische  Darstellung  irgend  einer  von  a?  —  a  bis  rr  =  6 
(a  <  h)  gegebenen  Function  y  bemerken  wir  kurz  Folgendes.  Man 
denke  durch  einen  Punkt  0  zwei  (am  einfachsten)  auf  einander  senk- 
rechte Gerade  —  die  Axen  —  gezogen,  unterscheide  auf  jeder  einen 
positiven  Theil,  wähle  eine  Maasseinheit ,  fasse  die  Punkte  der  einen 
Geraden  als  Träger  der  rc-Werthe,  die  Punkte  der  zweiten  Geraden 
als  Träger  der  y-Werthe  auf,  lege  endlich  durch  die  Träger  jedes  Paares 
(^o;  Vo)  zusammengehörender  Werthe  von  x  und  y  Parallele  zu  den 
Axen,  so  wird  der  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  M  als  Träger  des 
Werthepaares  (x^,  y^)  bezeichnet  und  die  Gesammtheii  der  Träger  ge- 
nügend vieler  zusammengehöriger  Werthesysteme  (x^f  y^)  liefert  ein  geome- 
trisches Bild  des  Zusammenhanges  von  x  und  y,  —  Man  nennt  Xq  und 
y^  die  Coordinaten  von  M,  x^  seine  Abseisse^  y^  die  OrdincUe. 

Man  bezeichnet  eine  Function  y  von  x  wieder  durch  f(x)  und  die 
Function  heisst  eindeutig  oder  mehrdeutig,  je  nachdem  jedem  :r-Werihe 
ein  oder  mehrere  Werthe  zugeordnet  sind. 

2.  Die  rationalen  Functionen  sind  eindeutige  Functionen  und  sie  sind 
derart  definirt,  dass  ihre  Abhängigkeit  von  der  Variablen  aus  einem 
arithmetischen  Ausdrucke  zu  entnehmen  ist;  sie  sind  —  wie  man 
sagt  —  analytisch  dargestellt 

Die  fttr  jeden  positiven  Werth  von  x  erklärte  Grösse  x^,  femer 
die  beliebige  Potenz  einer  positiven  Grösse  a:  a^  und  ebenso  der  La- 
garifhmus  jeder  positiven  reellen  Grösse  x  bezüglich  einer  positiven 
Basis:  log^o;  sind  Functionen  von  x.  Doch  wenngleich  wir  auch  zu  jedem 
a;-Werthe  den  zugehörenden  Functionswerth  durch  eine  Fundamental- 
reihe zu  bestimmen  wissen,  ist  uns  hier  noch  nicht  bekannt,  welche 
Rechnungsoperationen  mit  dem  rr-Werthe  und  der  jeweiligen  Con- 
stanten a  oder  h  auszuführen  sind,  damit  der  Werth  der  Function 
hervorgeht,  d.  h.  die  „analytischen  Darstellungen^'  der  Fotemfundion  af, 
der  Exponentialfunction  a*  und  der  logarithmischen  Function  y^log^a: 
sind  uns  an  dieser  Stelle  noch  nicht  bekannt. 

Setzt  man  eine  ganze  rationale  Function  n^"  Grades 

f{x)  =  aoo^  +  aia?»-i  + f-  an^ix  +  a^ 

gleich  Null,  so  entsteht  eine  „algebraische  Gleichung^'.  Sind  die  Coeffi- 
cienten  oo,  ai ,  •  •  •  a»  dieser  Gleichung  ganze  rationale  Functionen  einer 
neuen  Variablen  y,  so  dass  f(x)  in  eine  ganze  Function  von  x  und  y 
übergeht,  so  hat  man  eine  algebraische  Gleichung  vor  sich,  durch  die 
entweder  y  als  „algebraische  Function^'  von  x  oder  x  als   algeCTraische 
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Function  von  y  definirt  wird,  je  nachdem  x  oder  y  als  unabhängige 
Variable  aufgefasst  wird.  So  ist  z.  B.  durch  die  Gleichung  ^  —  Ax=0 
y  als  zweideutige  algebraische  Function   Ton  x  und  x  als  eindeutige 

Fimction  von  y  definirt:  y  ■-  +  2yJ,   x  —  (^j  ;   allerdings  sind  in 

diesem  Beispiele  y  und  ^  zugleich  Potenzfunctionen  von  x  beziehungs- 
weise von  y. 

Die  Functionen  y^^^fix)^  die  sich  nicht  als  rationale  oder  alge- 
braische Functionen  erweisen,  heissen  transcendent 

Die  Eigenthümlichkeiten  der  Functionen  sind  hier  noch  nicht  zu 
besprechen,  es  soU  vielmehr  nur  der  Begriff  der  Function  an  Bei- 
spielen geläufig  gemacht  werden  und  darum  seien  hier  auch  die  in 
der    Geometrie   defiuirten  trigonometrischen  Functionen   in   Erinnerung 

gebracht: 

.  sina         ,  coBa  1  1 

sma,  cosflT,  tsta  = ,  coura  =  -: —  ,  sec«  «=  - ,   coseca  «s   .  — . 

'  7     o  cosa'        ^*  sina'  cos  et'  sma 

In  der  Geometrie  erklärt  man  diese  eindeutigen  Fimctionen  als  Ver- 
hältnisse von  Strecken;  sie  sind  abhängig  von  einem  Winkel  a;  doch  die 
Grosse  des  Winkels  a  geben  wir  hier  nicht  in  Graden  und  deren  Theilen 
an,  sondern  durch  den  dem  Winkel  a  zugehörenden  Bogen  auf  dem  Kreise 

mit  dem  Radius  Eins,  also  durch  r^,  wo  x  das  Verhältnis  des  Ereis- 

umfanges  zum  Durchmesser  ist,  das  sich  bekanntlich  mit  Hilfe  der 
dem  Kreise  ein-  und  umgeschriebenen  -  Polygone  beliebig  genau  be- 
rechnen lässt.  Die  Argumente  trigonometrischer  Functionen  werden 
demnach  durch  unsere  reellen  Grössen  ausgedrückt. 

Beschränkt  man  die  Variable  x  auf  das  Intervall  von  0  bis  2itj 
theilt  dieses  in  vier  gleiche  Theile,  so  zeigen  die  Functionen  sinus  und 
Cosinus  von  x  f&r  rc-Werthe 

in  dem  Intervalle  (O,  y  j  Werthe  von    0  bis     1  bezw.  von     1  bis     0, 


f}       }f 
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(f.«) 

ff          V 

'7 

('.  V) 

und  es 

ist 

n 

(t.2' 

7)  )} 


V  V 


i)  f> 


sin  ix  +  y)  «=  cos  Xy    cc 

sin  ( —  x)  «=  sin  (2«  —  a;)  = 

cos  ( —  x)  =  cos  (2ä  —  x) 

sin  {x  +  2nx)  =  sin  rc,  cos  {x  +  2wä)  =  cos  x, 


1     „     0 

;» 

„      0 

.-h 

0     „-1 

» 

,. -1 

,,      0, 

1     „     0 

?> 

„      0 

«   1, 

(^+t)  = 

sin  X, 

=  —  sina;, 

=»  cos  rc , 
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wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet;  femer  ist 

sin  (Xi  +  x^)  «=»  sin  x^  cos  x^  +  cos  x^  sin  x^, 
cos  {Xi  +  x^)  «—  cos  Xi  cos  arg  +  sin  arj  sin  a;^ , 
cos  (Xi  +  a:,)  +  cos  (Xj  —  a:^)  =  2  cos  rCj  cos  a?g    usw. , 

sm  a?!  —  sin  a:,  =  2  sm  -^-x — -  cos       '  ^ , 

Sin -i-^  Sin -L^, 

sin*  X  +  cos*  a;  =  1 . 

Denkt  man  in  der  GleichuDg  y  —  sina;B=0  yals  unabhängige 
Variable,  so  ist  x  der  Bogen  {Arcus) ,  dessen  Sinus  y  ist.  x  heisst  die 
xwngekehrte  oder  inverse  Function  Yon  y  oder  sina;,  und  man  schreibt 

X  =  Are  sin  y , 

Da  sin  x  nur  Werthe  von  —  1  bis  +  1  annimmt,  ist  Are  sin  y  nur  für 
die  in  dem  Intervalle  ( —  1,  +1)  gelegenen  Werthe  von  y  definirt; 
doch  weil  sin  (a;  +  2  wä)  =  sin  a?  =  y  ist,  gibt  es  neben  einem  Werthe 
von  Are  sin  y,  nämlich  a:,  noch  unendlich  viele  andere  x'  '^  x  ^-2  nx] 
und  so  haben  wir  auch  ein  Beispiel  einer  unendlich  vieldeutigen  Func- 
tion kennen  gelernt.  —  Die  Umkehrungsfunctionen  der  anderen  tri- 
gonometrischen Functionen  werden  später  vorkommen  (§  16,  5). 

Bevor  wir  die  Werthe  der  trigonometrischen  Functionen  tang  a;, 

cotanga;,  seca;,  coseca;  an  den  Stellen  0,  -^,  ar,  -r-,  2ä  usw.  an- 
geben können,  schicken  wir  eine  Reihe  von  Begriffen  und  Sätzen  voraus. 

§  11.  Obere  tind  untere  Grenze  nnendlloh  vieler  reeller  Zahlengrösaen. 

Es  sei  zunächst  eine  unendliche  Menge  von  positiven  reellen 
Zahlen  grossen  x'  gegeben,  die  im  allgemeinen  keine  Fundamentalreihe 
zu  constituiren  brauchen.  Dann  gibt  es  eine  Orosse  G  nickt  kleiner 
als  jedwede  Chrösse  x'  {G  ^  a?')  und  so  beschaffen,  dass  jede  Grösse  G  —  9, 
die  Meiner  als  G  ist,  von  Werfhen  x'  an  Grösse  übertreffen  wird 
{G^x'>G-^8). 

G  heisst  die  obere  Grenjse.  Ebenso  gibt  es  eine  untere  Gremse^ 
d.  h.  eine  Grösse  g  von  der  Art,  dass  keine  Grösse  x'  kleiner  ist  als  g^ 
aber  Werthe  x'  bestehen,  die  kleiner  sind  als  jede  Grösse  g  +  9 
(ff  ^  a;'  <  ^  +  d) .     (Weierstrass,  vergl.  Pincherle.) 

Beweis:  Wenn  alle  Grössen  x'  endlich  sind,  was  wir  zunächst 
voraussetzen,   so  kann  man  in  der  Reihe  der  rationalen  Grössen 

^12  m 
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wo   n  >  1   sei,    ein  erstes  Glied  ~  finden^    das   grosser   ist  als  alle 

Grossen  x\  dann  gibt  es  Grössen  x^  die  ^  ^*^     sind.  —  Ist  niemals 

a?'  >  ^'~     aber  x'  =»  ^'  "^   ,  so  ist  ^*-^^-  die   obere    Grenze.    —    An- 
n  n     '  n 

demfalls  sei  in  der  Reihe  yon  Grossen: 


^12  m 

^  das  erste  Glied ,  das  grosser  ist  als  alle  Grossen  x\    Es  ist  dann: 

iH  —  ^^fH     fti  ^  ^1  —  1 

oder 

und  darum 

Definirt  man  weitergehend  in  gleicher  Weise  die  Grössen 

— —     ^—    ■  ■  ■   II     • .  • 

für  die  die  Ungleichungen  gelten: 

^^^^^<^^^;    (i.  =  3,4,...m) 
n  n  —  fir 

und  bildet  man  dann,  wenn  man  dnrch  einen  endlichen  Process  nicht 
znr  oberen  Grenze  gelangt, 

e-^+fe-^)+(s-&)+-. 

so  ist  G  die  verlangte  obere  Grenze. 

Indem  wir  nämlich  in  dieser  Reihe  die  ersten  v  Glieder  vereinigen, 
lässt  sie  sich  anf  die  Form  bringen: 

Znfolge  der  Ungleichungen 

n^ix  —  f*«+i  <n    («  =  1/,  V  +  1,  •  •  •) 


ist  aber 


und  es  gibt  eine  positive  Grösse  9'    (0  <  -ö*  <  1)     derart,  dass 


tl  **   1 

tl 

wird,  und  darum  ist  G  endlich. 


' 
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Es  ist  andrerseits  keine  Grosse  x    grosser  als  G^  denn   im  ent- 
gegensetzten Falle  gäbe  es  eine  Grosse  £  derart,  dass  auch 

wäre,  weil  nämlich  die  Ungleichung  x^G  aussagt^  dass  x'  Bestand theile 
enthält^  die  in  G  nicht  vorkonunen.  Die  Ungleichung  x'  >  G  -^  i 
ist  aber  unmöglich;  denn  wenn  man  ein  v  so  wählt^  dass 

n 
wird,  wäre 

was  der  Bedeutung  von  ft,  widerspricht;  es  ist  also  x'  ^  Cr. 

Weil  femer  G  <  —  ist,  und  v  so  gewählt  werden  kann,  dass 


n*^ 


(?-*<'*'-' 


n» 


wird  (indem  man  nur  —  >  i  setzt),  gibt  es  in  dem  Intervalle  von  G 

bis  6^  —  d  Grössen  x\  denn  zufolge  der  Definitionen  gibt  es  Grössen 

a?'  >   ^  ^    ,    G  ist  also  die  verlangte  obere  Grenze. 
n 

Sind  unter  den  Grössen  x'  solche,  die  grösser  sind  als  eine  be- 
liebig grosse  Grösse,  so  wird  die  obere  Grenze  +  ^^' 

In  gleicher  Weise  beweist  man  die  Existenz  der  unteren  Grense, 
Enthält  die  Grössenmenge  x'  positive  und  negative  Grössen,  so 
fragt  man  nach  der  oberen  Grenze  der  positiven  Elemente  und  nach 
der  oberen  Grenze  der  absoluten  Beträge  der  negativen  Elemente;  die 
letztere  ist  nach  Aenderung  des  Vorzeichens  die  untere  Grenze  der 
gegebenen  Grössen. 

§  12.    Ueber  die  obere  und  untere  Grense  von  Funotionswerthen. 

Es  sei  G  die  obere  Grenze  derjenigen  Werthe,  die  eine  eindeutige 
Function  y = f{x)  für  die  in  dem  Intervalle  von  a;  =  a  bis  rr  ^  a  +Ä  (Ä>0) 
liegenden  Yariablenwerthe  annimmt;  dann  gibt  es  in  dem  Intervalle  eine 
Stelle  x[  [a<^x  '^a'\-  h),  derart^  dass  die  obere  Grensse  der  FuncHons- 
werthe j  die  den  in  beliebig  Meiner  Umg^mg  von  x  liegenden  x-  Werthen 
mgehören,  audi  G  ist,     (Die  obere  Grenze  der  Werthe  von  sin  x  in 

dem  Intervalle  von  0  bis  n  ist  1,  und  ^  ist  die  Stelle,  in  deren  kleinster 

Umgebung  sin»  nur  Werthe  hat,  deren  obere  Grenze  auch  1  ist.) 


^^ 
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Zum  Beweise  suche  man  in  der  Reihe  der  rationalen  Grossen 

wo  n  >  1  sei,  zwei  Grossen  —  und  ^^,   die  das  Intervall  von  a  bis 

fi  ti 

(a  -}-  h)  eiBschliessen,  theile  das  neue  Intervall  in  l  gleiche  Theile,  dann 

gibt  es  in  jedem  f&r  die  y-Werthe  eine  obere  Grenze  und  mindestens 

in  einem  Intervalle  etwa  von  ~  bis  ^^^-^t_   igt  diese  Grenze  irleich  G. 
Durch  die  weitere  Reihe 

ist  wieder   mindestens   ein  Intervall   etwa   von  ^  bis  -^^^-T-     zu  be- 

stimmen,  in  dem  die  den  x-Werthen  zugeordneten  y-Werthe  die  obere 
Grenze  G  haben. 
Es  ist  aber 

f^i  ^  ''•  +J      f^  ^  &_+i 

also 

und 

Wf*i  ^  f*2,    ft  +  1  <  fijn  +  n 
und 

n  =  n*  '       n*      —      n      ' 

d.  h.  das  neue  Intervall  liegt  ganz  in  dem  ersten. 

In  der  Bildung  neuer  Intervalle   gehe  man  in   der   angegebenen 
Art  weiter,  dass  wie  in  dem  angegebenen  Falle  i/  =  2 

0  <  fiy  —  fty-i n<n 

bleibt.    Erhält  man  niemals  einen  Werth  — ^,  dem  die  obere  Grenze  G 

n 

als  Funetionswerth  zukommt,  so  definirt  der  Ausdruck 

^+5'(--^)    oder    gL+   y^^--"^-^ 


oder 


die  verlangte  Stelle  x . 

Wegen  der  früheren  Ungleichungen  ist  nämlich  erstens 
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ferner  aber 

and  wegen 

lir  —  nfir-i  ^  »  —  1 

Ist  femer  ^  eine  beliebig  kleine  posiÜTe  Grösse  and  ist  ^  >  — :,  so 

n 

fillt  das  Inteirall   von  --  bis    ^        ,  in  dem  die  obere  Grenze  G  vor- 

kommt;  in  die  Umgebong  d  von  j;',  d.  h.  in  das  Intervall  von  (x'  —  d) 
bis  (j;' -!'')•  -^so  ^^  obere  Grenze  der  Fonctionswerthe,  die  den  der 
Umgebung  6  von  oi  angehörenden  Stellen  zngehören,  ist  noch  immer  G. 
In  gleicher  Art  ist  der  Satz  zu  beweisen:  Wenn  die  y-Werthe 
einer  Grösse  h  beliebig  nahe  kommen,  so  gibt  es  eine  Stelle  x  derart, 
dass  die  den  Stellen  jeder  (wenn  auch  noch  so  kleinen)  Umgebung 
von  7!  zngehörenden  y-Werthe  derselben  Grösse  h  beliebig  nahe  kommen. 

§  13.    H&nfangflstelle  einer  unendlichen  Qrössenmenge. 

Wir  schalten  hier  einen  Satz  ein,  der  dem  in  §  11  abgeleiteten 
Satze  sehr  verwandt  ist  und  den  wir  an  späterer  Stelle  brauchen  werden. 

Ist  eine  unendliclie  Pufiktmenge  d.  h.  sind  unendlich  viele  Grössen 
x^  (r  «B 1;  2  •  •  •)  etwa  alle  positiv ,  grösser  als  a  und  kleiner  als 
a  -\-  d  durch  ein  Gesetz  gegeben^  dann  gibt  es  mindestens  eine 
„Häufimgsstelle^,  d.  h.  einen  Werth  x  ^^h  der  Beschaffenheit,  dass  in 
jeder  (noch  so  Meinen)  Umgebung  von  b  unendlich  viele  Stellen  der 
Menge    liegen.     Z.   B.    ist    x^O    Häufungsstelle    der    Punktmenge 

A.  (n-l,  2,  3,  ...). 

Zum  Beweise  theilen  wir  das  Intervall  von  a  bis  a  +  d  in  neue 
Bereiche,  so  dass  in  einem  neuen  Theilbereiche  unendlich  viele  der  ge- 
gebenen Grössen  liegen;  theilen  den  Theilbereich  wieder  usw.,  so  ge- 
langen wir  zu  einer  Stelle  der  besagten  Art. 

Bezeichnen 

Grössen,  die  nur  die  Werthe  0  und  1  annehmen,  so  lassen  sich  un- 
endlich viele  der  Grössen  Xv  in  das  Intervall 

von  a  +  £1 Y  =  61     bis    b^  +  y, 
femer  in  das  Intervall 
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von  6^  + «8^  — 6a     bis     h  +  A, 


usw.  endlich  in  das  Interyall  von 

K-i  +  Sn^'^K    bis    K  +  ^ 
einschliessen.     Setzt  man  die  Grosse 

Y  +  ^  +  --+^='i?-, 

80  wird 

Wenn  bn  noch  nicht  die  verlangte  Stelle  ist,  und  wir  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Operationen  nicht  zur  Häufungsstelle  gelangen,  so 
wird  —  behaupten  wir  — 

«  +  <i(4'  +  ^  +  ?.+  •••)-  o  +  rfi? 

die  gesuchte  Stelle  b. 

Diese  Grosse  ist  vor  Allem  endlich,  denn  ri  ist  nicht  grösser  als 


«0 


^,  -—  =  -~ _  =  1.    Ist  dann  d  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse 

2 

und  n  so  gewählt,  dass 

ist,  so  wird  i}  an  die  Ungleichnngen  gebunden  sein 


oder 


!?•  <  1»  ^  1?»  +  — 


n  —  ^<V'>        n  +  ^>Vn  +  ^ 


Dann  aber  ist  das  Intervall  von  bn   bis   6«  -j-  -^  vollständig  in  dem 

Intervalle  von  b — dd  bis  6  +  dd  oder  von  a  +  (ij  —  tf)d  bis  a  -+-  (17  +  tf) d 
enthalten,  und  weil  dieses  mit  d  beliebig  klein  zu  machen  ist,  fallen 
wirklich  in  jede  Umgebung  von  b  unendlich  viele  Stellen  x^  *), 

§  14.    Grenzwerthe  von  Functionen  einer  reellen  Variablen. 

1.  Es  sei  eine  eindeutige  Function  y  =  f(x)  vorgelegt,  und  zwar 
seien  die  Werthe  von  f(x)  für  unendlich  viele  Werthe  des  Argu- 
mentes X  zwischen  a  und  a  -\-  h   (A  >  0),  die  a  zur  unteren  Grenze 


*)  G.  Cantor:  Math.  Annalen,  Bd.  Y  and  XY. 
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haben,  vorgeschrieben.  Wir  legen  also  hier  die  Function  als  ein 
Aggregat  einzebier  Werthe  vor  und  wollen  nun  die  Frage  vorhereUeHj 
ob  und  ivann  man  in  die  Beihe  von  Werthen  der  Fundion  einen  Zur 
sammenhang  bringen  kann,  so  dass  der  Werth  von  f(x)  an  einer 
Stelle  x'  in  dem  Intervalle  (a  <  a;'  <  a  +  ä)  aus  den  Werthen  von 
f(x)  an  den  Stellen  der  Umgebungen  von  x'  hervorgeht^  und  daas 
sich  der  Werth  von  f(x)  an  der  Stelle  o:  "->  a  aus  den  Werthen  Ton 
f(x)  an  den  a  benachbarten  Stellen  des  Intervalles  von  a  bis  a  -j-  ^  (ß>^) 
ergibt. 

Zur  Vorbereitung  dieser  Fri^e  dienen  zunächst  die  folgenden 
Definitionen.    (Weierstrass.) 

Wenn  nach  Annahme  einer  positiven  Grosse  d  eine  solche  posi- 
tive Grosse  e  angegeben  werden  kann,  dass  jedem  ^-Werthe  zwischen 
a  und  a  +  «  ^^^  Werthe  f{x)  entsprechen,  die  gegenüber  einer  end- 
lichen Grosse  b  die  Bedingung  erftQlen:  |  f(x)  ^b\<,8,  so  sagt  man: 
die  Function  f(x)  nähert  sich  der  endlichen  Grenee  b,  sobald  x  nach  a 
convergirt. 

Man  drückt  dieses  Verhalten  durch  folgende  Schreibweise  aus: 
Indem  lim  ^  >»  a  -j-  0  ist,  d.  L  indem  sich  x  dem  Werthe  a  abnehmend 
nähert,  ist 

lim  f{x)  ="  b         (wie  z.  B.  lim  sin  a;  =»  0). 

Ber  Grensmerfh  b,  dem  sich  f(x)  nähert,  braucht  nicht  der  WerA 
ssu  sein,  der  für  f{x)  an  der  Stelle  o?  =  a  festgeseUst  ist  Bedeutet  z.B. 
f{x)  bei  negativem  x  den  absoluten  Betrag  der  kleinsten  in  x  enthaltenen 
negativen  ganzen  Zahl,  so  wird  f{x)  von  0  bis  —  1  gleich  Null,  von 
—  1  an  bis  — 2  gleich  1  usw.,  und  der  Grenzwerth,  dem  sich  f{x) 
bei  der  Annäherung  von  0  nach  —  1  nähert,  ist  Null,  aber  f( —  1) 
ist  gleich  Eins. 

Ist  jeder  Grösse  d>  0  eine  Grösse  e >  0  so   zuzuordnen,   dass 

für  die  zwischen  a  und  a  +  «  liegenden  a?-Werthe   |  f(x)  —  b\<8 

ist,  so  wird 

\f(x)-f{x')\<2d,  (a) 

wenn  x  und  x^  irgend  ein  in  dem  Intervalle  zwischen  a  und  a  4"  ^ 
liegendes   Paar   von   Variablenwerthen   bedeutet,    denn   es    ist   auch: 

Ifix-j^bKd. 

Die  in  der  Ungleichung  (a)  ausgesprochene  Forderung  muss  also 
nothu?endig  erfüllt  sein,  damit  sich  f(x)  einem  endlichen  Grenz  werthe 
nähere,  sobald  x  abnehmend  nach  a  convergirt.  — 

Ist  a  die  obere  Grenze  von  a; -Werthen,  was  durch  lim  a;  ■=  a  —  0 
angezeigt  wird,  und  kann  man  jeder  Grösse  d  >  0  eine  Grösse  «  >  0 
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so  zuordnen,  dass  die  in  dem  Intervalle  von  a  bis  a  —  h  (h'^a)  vor- 
gelegte Function  y  =^  f(x)  an  den  zwischen  a  und  a  —  e  liegenden 
Stellen  nur  Werthe  anninunt;  die  der  Ungleichung  genügen  |  f{x) — h  \  <d; 
dann  nähert  sich  f(x)  der  Grenze  b^  sobald  x  toachsend  nach  a  conver- 
girt;  man  schreibt: 

lim  f{x)  «=>  b        (wie  z.  B.  lim  sin  ^  «=  0). 

Xsaa — 0  Xsas— 0 

Wenn  zu  jeder  positiven  beziehungsweise  jeder  negativen  Grösse  G 
eine  Grosse  €  >  0  so  zugeordnet  werden  kann,  dass  f{x)  an  jeder 
Stelle  zwischen  a  und  a  -f"  ^  grosser  beziehungsweise  kleiner  wird 
als  Gy  so  schreibt  man 

lim  fix)  —  +  cx>,         lim  f{x)  =«  —  oo; 

a:=sa+0  xssaa-|-0 

und  wenn  f{x)  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  a  —  b  («  >  0)  grösser 
beziehungsweise  kleiner  wird  als  jede  vorgegebene  positive  beziehungs- 
weise  negative  Grosse  G,  so  gut 


lim  f{x)  =  +  oo, 

lim  f{x)  —  —  oo. 

xsaa— 0 

So  ist  z.  B. 

lim    — —  «=  +  oo, 

lim    — * —  =  —  oo, 

«na— 0  "^       *• 

lim    -^ —  «=  —  oo, 

lim      ""     ■=  +  oo. 

2«  Von  einer  veränderlichen  Grösse  b  sagt  man,  sie  könne  unend- 
lich klein  werden,  wenn  sie  Werthe  annehmen  kann,  die,  ohne  N\M  zu 
sein,  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  jede  noch  so  kleine 
Grösse. 

3«    Kann  man  jeder  Grösse  d  >  0  eine  Umgebung  s  von  x  =>  a 

zuordnen,  so  dass  eine  eindeutige  Function  y^  f(x)  an  jeder  Stelle 

dieser  Umgebung  von  a  nur  Werthe  hat,  für  die  |  f(x)  —  6  |  <  ^  ist, 

so  fdnrd  f{x)  —  b  mit  (x  —  a)  unendlich  klein,    und  f(x)  nähert  sich 

der  Grenze  b,  gleichgiltig  ob  x  von  a  —  e  oder  a  +  «  nach  a  con- 

vergirt.     Dieses  Verhalten  von  f(x)   findet  seinen  Ausdruck   in  der 

Formel: 

lim  f(x)  =  6         (z.  B.  lim  sin  a:  «=  0). 

Ebenso  sind  die  Formeln  zu  deuten: 

lim  f(x)  «-  4"  ^^        ^™  f(p^)  «»  —  «>, 

die  durch  die  Beispiele  erläutert  werden: 

lim  r  — %i  «=  +  oo,         lim  r— — i  ~  —  o^« 
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Die  Function 


/  \  /       X  —  a         \x  —  a) 


aber  zeigt  in  der  Umgebung  von  x^=»a  ein  ufJbesUmmtes  VerhaUoi^ 
weil  für  unendlich  klein  werdende  Werthe  von  {x  —  a)  die  Werthe 

von   sin  —^ —   bald  positiv   bald   negativ   sind  und  kein  bestimmter 

Werth  besteht,  der  Grenzwerth  der  WerÜie  von  f{x)  in  der  Nahe 
von  a  wäre.  Je  mehr  sich  x  der  Stelle  a  nähert,  um  so  rascher 
folgen  die  Zeichenwechsel.  In  der  That,  setzen  wir  einmal  x  «»  a  -f  £, 
dann  x  «>  a  -f-  ^',  so  nimmt  der  sinus  in  dem  Intervalle  von  der 
Grösse  («  —  «')  alle  Werthe  an,  wenn 

1-  2«  —  -7-    also     e  =«  ^    ,  ^ —  ist 

Doch  jetzt  ist 

und  mit  kleiner  werdendem  a  wird  das  Intervall,  in  dem  der  Zeichen- 
wechsel von  f{x)  stattfindet,  selbst  kleiner. 

4.    Setzt  man  in  den  früheren  Formeln   an  Stelle  von  a    +oo, 

so  bedeutet 

lim  f{x)  ^  6,    lim  f{x)  ««  6, 

man  könne  jeder  Grösse  d  >  0  eine  positive  beziehungsweise  negatiTe 
Grösse  G  derart  zuordnen,  dass  fttc  alle  ^-Werthe  grösser  beziehungs- 
weise kleiner  als  O  der  Betrag:  |  f{x)  —  6  |  <  tf  wird. 

(z.B.  lim^-^O     (m>0).) 

Nähert  sich  f{x)  bei  unendlich  anwachsendem  x  der  Grenze  (, 
so  kann  man  nach  Angabe  einer  Grösse  8  stets  eine  Grösse  G  so 
bestimmen,  dass  ftlr  jedes  Paar  von  Werthen  o;  >  6,  x'  >  G  auch 

\f(x)-f{ar)\<2d 

wird;  denn  wählt  man  G  erst  so,  dass  |  f{x)  —  6  j  <  d  ist  für  jedes 
x>  G,  dann  gilt  für  einen  andern  a; -Werth  x'  >  G,  dass  |  f(x)  —  6 1  <  *. 
Damit  ist  auch  hier  eine  nothwendige  Bedingung  für  das  Bestehen  eines 
endlidien  Grenawerihes  b  aasgesprochen,  wenn  x  nach  Unendlich  con- 
vergirt. 

Die  der  Formel  lim  f(x)  ■=  b  entsprechende  Formel 


«I 


]imf{x)  =  6, 
WO  oo   kein  Zeichen   beigesetzt   ist,   lese  man  so:    Zu  jeder  Grosse 
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d  >0  gehört  eine  positive  Grösse  Cr,  derart  dass  |  f(x)  —  6  |  <  tf  wird, 
wenn  |  o?  |  >  67  ist;   oder  zu  jeder  Grosse  d>  0  gehört  eine  Grösse 

£  >  0,  derart  dass  |  f(x)  —  6  |  <  tf  wird,  wenn 


X 


<  s  ist. 


6.   Für  die  Function  f{x)  «»=  —  ist 

lim    —  =«  0,     lim    —  •«  0,    lim  —  «»=  0. 

Xa-f- 0»    '*'  «=B — OD    "^  «saflo    '*' 

An  der  Stelle  x  <»  0  hat  aber  die  Function  y  «■  f{x)  »>  —  keinen 

Sinn,  da  die  Division  durch  Null  ausgeschlossen  war,  doch  —  ist  für 

o; :«  0  Null.  Man  sagt  nun  von  einer  Function  fix),  die  an  einer  Stelle 
^  OB  a  darum  keinen  Sinn  hat,  weil  fOr  ^  »=  a  eine  Division  durch 
Null  zu  vollziehen  wäre,  sie  sei  fwr  x^^a  unendlich^  wenn  ihr  red- 

proher  Werth  ^t-t  für  a;  «=»  a  NüU  ist,  und  schreibt  f(a)  —  oo . 

Dieses  in  bestinunter  Form  und  Art  auftretende  Unendlich  heisst 
—  nach  G.  Gantor  —  das  „Eigentliche  Unendlich^'. 

Nach  der  Definition  dieses  Unendlich  ist  lim  —  -s  oo,  und  die 

«==0    * 

Umgebung  r  von  cx)  ist  durch  die  Gesammtheit  derjenigen  rr-Werthe 
zu  erklären,  für  die    —    <r  ist,   d.  k:    unter  den  Stellen,   für  die 

\x  —  OO  I  <  r  ist,  versteht  man  die  eben  genannten  Stellen.  Die 
Umgebung  r  von  oo  ist  also  auf  der  Zahlenlinie  durch  die  Gesammt- 
heit der  ausserhalb   des  Intervalles  von bis  H befindlichen 

Stellen  zu  versinnlichen.  — 

6.  Bezeichnen  wir  (2n  +  1)  y  und  njr,  wo  n  eine  positive  oder 

negative  ganze  Zahl  bedeute,  mit  Xi  beziehungsweise  mit  x^,  so  gelten 
nunmehr  die  Formeln: 

lim  tg  a;       «=»  +  00,    lim  tg  o?       =  —  00 ,    lim  tg  a;       «=00, 
lim  cotg  x  >==  -f-  00 ,     lim  cotg  o;  »»  —  00 ,     lim  cotg  x  «=  cx), 

lim  sec  a;     —  -}"  ^^ ;    1™  s®^  ^     "=■  —  ^^  >    ^^  s®^  ^     *="  ^^; 
lim  cosec  a;  «»  +  00 ,    lim  cosec  a?  «=  —  00 ,    lim  cosec  rc  ■=»  00; 

X*s»»% — 0  X=««i  +  0  X=sXx 

femer  gilt 

limo^  —  0,  +  ^^}    limo*  —  +  00,  0, 

je  nachdem  die  positive  Grösse  a^l  ist;  und  es  gilt: 

BiermaiiB,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  6 


82  11*  Abscbnitt.    üeber  Functionen  reeller  Variablen. 

lim  af»  ■=  4"  ^^;  0;    lim  rC»  =  0,  +  cx>;    lim  jf  "•  =»  lim  x*  -■  c»,  0,*) 

je  nachdem  m^O  ist;  und  femer: 

lim  logt,  ^  =•  —  oo,    lim  log*  o:  —  +  oo ; 

doch 

lim  sin  x ,    lim  sin  x 

«SB-f-OO  «es  —  OO 

sind  unbestimmt. 

?•  Nach  den  bisherigen  Definitionen  stellen  wir  zur  Untersuchnrngj 
ob  sich  eine  Function  f{x)  ebnem  hestimmten  und  welchem  Grensncer&e 
sie  sich  nähert^  wenn  x  fedlend  oder  steigend  d.  h.  abnehmend  oder 
wachsend  nach  a  oder  nach  +  oo  convergirtj  noch  eine  Reihe  ?on 
Sätzen  auf;  doch  werden  wir  nicht  alle  Möglichkeiten  erschöpfen. 

a)  Ist  f(x)  für  alle  zwischen  a  und  a  -f*  A  (A  >  0)  liegenden  x- 
Werthe  so  beschaffen,  dass  f(x)  —  6  >  c  und  c  >  0  ist,  so  wird  —  so- 
fem  limf(x)  besteht  —  offenbar 

lim  f(x)  >  6 ; 

und  ist  bekannt,  dass  für  die  genannten  rr-Werthe  f(x)  >  b  ist,  so  wird 

lim  f(x)  ^  b . 

x»:a+0 

ß)  Sind  an  allen  SteUen  zwischen  a  und  a  -j-  A  die  Werthe  zweier 
Functionen  f{x)  und  g{x)  in  der  Beziehung: 

f(x)  —  g(x)>c>0    oder    f{x)-g(x)>0, 

so  wird  —  sofern  \imf(x)  und  lim^(a;)  bestehen  — 

lim  f{x)  >  lim  g(x)    beziehungsweise     lim  f(x)  ^  lim  g(x) . 

«saa+O  a;=:a+0  «=aa+0  «=sa+0 

T')  Besteht  an  allen  Stellen  zwischen  a  und  a  -{-  A  für  die  Werthe 
dreier  Functionen  f{x)y  (p(x),  ^{x)  die  Beziehung 

<p{x)  <  fix)  <  ^(x) 

und  bestehen  die  Grenzwerthe: 

lim  g>(x)  «s  b,    lim  ^(o?)  ■=>  6, 

SO  gilt  auch 

lim  f(x)  a=  6 , 

««a-f-O 

denn  zu  jeder  positiven  Grösse  d  lasst  sich  ein  Intervall  von  a  bis 
a  +  «  finden,  wo 

<p(x)-b\<d,    |^(a;)  — 6|<* 


*)  In  der  letzten  Formel  steht  unter  dem  Symbol  lim  das  Eigentliche  Un- 
endlich in  Verwendung. 
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und  somit  i  /•/  \       x  i  ^  * 

\f{x)  —  b\<d 

ist. 

d)    Weiss  man,  dass  eine  eindeutige  Function  f(x)  nicht  abnimmt 

oder  nickt  Bunimmty  toenn  x  nach  a  convergirt,  so  besteht  \imf{x)  und 

a±0 

mcar  als  obere  beeiehungsweise  untere  Grenze  der  Werthe  von  f{x). 

Wenn  z.  B.  f(x)  nicht  abnimmt,  aber  die  Werthe  von  f(x)  kleiner 
bleiben  als  eine  endliche  positive  Grosse  O,  so  gibt  es  fDr  diese  Werthe 
eine  obere  Grenze  b ,  und  man  kann  jeder  Grösse  d  >  0  Yariablen- 
werthe  x'  zuordnen,  f&r  die 

b>f(ßr)>b  —  d 

ist;  doch  weil  für  die  zwischen  a  und  x'  liegenden  a? -Werthe  f{x)>f{x) 
ist,  wird  fQr  eben  diese  Werthe 

0  <  6  —  f{x)  <  d    oder    lim  f(x)  =  6 . 

Tritt  an  Stelle  der  endlichen  Grosse  b  -j^  oo,  so  findet  man 

lim  f{£)  =»  4"  ^^  • 

i)  Wenn  sich  nach  Angabe  einer  Grösse  tf  >  0  eine  positive  Grösse  e 
so  bestimmen  lässt,  dass  für  jedes  gwischen  a  und  a  -|-  £  liegende  Werthe- 
paar  x  und  x'  \  f(x)  —  f{af)  \  <  d  wird,  so  nähert  sich  f(x)  einer  end- 
lichen Grenee,  sobald  x  fallend  nach  a  convergirt. 

Wählen  wir  für  d  verschiedene  Werthe  dy  (v  «=  1,  2,  •  •  •)  und 
heissen  die  entsprechenden  Werthe  von  e:  £|y  e^  ' '  '7  ^^  ^^^  fär  jeden 
fl?-Werth  zwischen  a  und  a  +  «,  und  für  a;'  =»  a  +  «/  <  a  +  «r: 

\f(x)-f{a  +  «OK  *o  also  A«  +  e;)  —  Sy<f{x)<f(a  +  a;)  +  Sy', 

d.  h.  für  einen  a;-Werth,  kleiner  als  jede  der  Grössen  a  +  «,,  ist  f(x) 
grosser  als  jeder  Werth  f{a  +  «0  —  d^  und  kleiner  als  jeder  der 
Werthe  f(a  +  «/)  +  tfr.  Gibt  man  d  Werthe  d^,  d^,  •  •  •  von  der 
Art,   dass  dy^äpj^i  und  lim  d^  ^  0  ist,   so  convergiren  die  Grössen 

I  f(a  +  «/)  —  dy  und  die  Grössen  f(a  +  O  +  *»  (1/  «=  1,  2,  3,  •  •  •) 
nach  einer  und  derselben   endlichen  Grenze,  denn  es  ist  lim  Sy  »=  0, 

v=oo 

und  es  wird  |  f(x')  — -  f{x")  \  kleiner  als  jede  vorgegebene  Grösse. 
Nach  dem  Satze  unter  y)  convergirt  auch  f(x)  nach  dieser  Grenze, 
und  so  erscheint  die  für  das  Bestehen  eines  Grenzwerthes  noikwen- 
dige  Bedingung  (s.  Nr.  1)  hier  auch  hinreichend. 

Wenn  andrerseits  nach  Annahme  von  d  >  0  eine  Grösse  6r  >  0 
so  zu  bestimmen  ist,  dass  für  jedes  Werthepaar  x>G^  x' >  G 
\  f(x)  —  f(x)  I  <  d  wird,  so  nähert  sich  f{x)  mit  unendlich  anwachsen- 
dem x  einer  endlichen  Grenze. 

6* 
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g)  Ist  z  —  F{y)  eine  Function^  fOr  die  lim  F(y)  besteht,  und  ist 
ferner  y  =  f{x)y  aber  lim  f{x)  «=  6,  so  gilt  die  Formel 

lim  Fis)  —  lim  FC/'Ca;)). 

1))  Gesetzt  es  werde 

lim  f{x)  =■  6    oder    lim  f{x)  =  +  oo 

und  (7  bedeute  eine  endliche  Oonstante,  so  wird  auch 

lim  {f{x)  +  C)  —  6  +  C    oder    lim  {f{x)  +  C)  =  +  «), 

lim  {Cf{x))  =  C'b  oder    lim  (Cfix))  —  +  cx>       (C  >  0). 

<&)  Nähert  sich  f(x)  der  Grenze  Null,  sobald  x  abnehmend  nach 
a  convergirt,  und  findet  diese  Annäherung  ohne  fortlaufenden  Zeichen- 

Wechsel   statt    (den  z.   B.   die    Function   f(x)  ■—  («  —  a)  sin  l^^ — ) 
aufweist),  kann  man  also  schreiben: 

lim  f(x)  a=  4"  0     oder    lim  f(x)  «=  —  0 , 

SO   wird    lim     (77-:)  unendlich;    wird  lim  f(x)  unendlich,  so  gilt 

lim     (tt-t)  «=  0. 

t)  Mit  den  Formeln  lim  f(x)'=b  und  \img(x)^=e  ist  gleich- 
zeitig 

lim  (f(x)  +  gix))  «=»  Um  f(x)  +  limg{x)  ^^b  ^c, 

lim  (fix) '  g{x))  ■=  lim  f{x)  •  lim  g{x)  ^>:^b'Cf 

lim  M  _  ^°^  ^(^)  «,1        (c^ OV 
^W       lim  ^(a:)        c  ^^  ^  ^^' 

doch   beziehen   sich  die  Symbole   lim  in  der  einzelnen  Formel  stets 

auf  denselben  Grenzübergang. 

Ist 

BCAW,  U{x),  . . .  Ux)) 

eine   rationale  Function  der  Functionen  /^  (v  «»  1,  2,  •  •  •  n)  und  ist 
bei  demselben  Grenzübergange 

lim  f^{x)  «=»6,        (v  =  1,  2  •  •  •  n), 
so  wird  auch 

lim  JS(/i,  /i,  . . .  /;)  -  JB(6i,  6,,  .  . .  6,), 

wenn  nur   der  Nenner  der  Function   JR  für  /^^  ■=  6^  (v  =  1,  2  •  •  •  n) 
nicht  verschwindet. 

Wenn  in  der  früheren  Formel  für  lim  {f{x)  +  g{x))  einer  der 
Grenzwerthe  unendlich  wird;  oder  beide  tmendlich  und  zwar  beide 
+  cx>  oder  beide  —  00  werden,  so  wird  auch  der  Grenzwerth  der  Summe 
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f(x)  +  g{x)  unendlich;  wird  lim  f{x)  unendlich  und  |  ^^mg{x)  \  >  0  oder 
umgekehrt^  so  wird  auch  lim  (fix)  •  g{ßa))  unendlich. 

Ist  \un.f{x)  endlich,  Mmg{x)  unendlich,  so  wird  lim  ~~  —  0;    ist 

9\X) 

aber  lim  f(x)  endlich  und  lim  flf(a;)  =-»  +  0  oder  —  0,  so  wird  lim  —^ 

9{x) 
unendlich. 

x)  Falls  lim  f{x)  und  lim  g  (x)  bei  demselben  Grenzübergange 
(etwa  lim  a?  =»  a  +  0)  +  oo  beziehungsweise  —  oo  werden,  lässt  sich 
über  den  Grenzwerth  von  {f{x)  +  g{x))  ohne  weitere  Untersuchung 
nichts  aussagen,  denn  es  lässt  sich  ja  nicht  behaupten,  dass  für  x- 
Werthe  x  und  x'  zwischen  a  und  a  +  ^ 

I  {f{x)  +  g{x))  -  {fijii)  +  g{x'))  I 

unter  dieser  oder  jener  endlichen  Grösse  d  verbleibt.  Darum  ist 
lim  (/*(x)  -|-  g{x))  hier  fürs  erste  als  unbestimmt  zu  bezeichnen. 

Setzt  man  z.  B.  f(x)  ■=  yi  +  a:  und  g{x)  •=  }/a?,  so  wird 
lim  {VT+lc  —  y^)  —  lim  yi  +  x  —  lim  Vx  =  (+  cx>)  —  (+  oo). 
Doch  weil 

yr+x  —  Yx-^      ^ — p- 

Vi  +  x  +  Yx 

ist,  folgt 

lim  (>^r+^  -  1/5)  -  lim    -^——-0. 

jlt4C&  lim  (/'(x)  •  g(x))  ist  zunächst  als  unbestimmt  0u  bezeichnen ,  wenn 
einer  der  Qrenzwerthe  von  f(x)  und  g(x)  Null,  der  andere  unendlich  wird; 

f(x) 

und  ebenso  lim  ~-^,  u?enn  die  Qrenewerfhe  von  f{x)  und  g{x)  beide  NuU 

oder  beide  unendlich  werden. 

Doch  wenn  bei  einer  Substitution  o;  «=>  a  in  eine  Function  oder 

wenn  bei  einem  Grenzübergange  lim  x^=»  a  eine  der  genannten  vier 

unbestimmten  Formen 

A  0     oo 

auftritt,  so  hat  man  jedesmal  nachzusehen,  ob  die  Unbestimmtheit 
nicht  bloss  scheinbar  ist,  wie  in  dem  früheren  oder  dem  folgenden 
Beispiele: 

^  ^       g{x)        » —  a  ' 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeute,  so  dass  also 

ist.    Hier  wird  nämlich 

lim  F{x)  ««■  lim  (a?"~^  +  a^"^  a  +  •  •  •  +  a*~^)  — »  wa""*^. 


xssa 
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Setzt  man  fOr  o;     (1  -(-  j?)  und  fOr  a  EinS;  so  wird 

Wenngleich  der  Werth  dieser  Function  für  ^  »=  0  in  der  Form 
—  auftritt^  ist  doch  lim  Fi(ß)  bestimmt  und  zwar: 


*=S0 


§  15.     Stetige  Functionen  einer  Variablen. 

!•  Ist  y  —  f{x)  eine  eindeutige  Function,  deren  Werthe  an  allen 
Stellen  eines  Intervalles  von  a  —  ä  bis  a  +  Ä  (Ä  >  0)  irgendwie  vor- 
gegeben seien,  so  nennt  man  diese  Function  ,/xn  der  Stettff^  a  stetig, 
wenn  jeder  Grösse  d>0  eine  solche  Umgdmng  ra  von  a  etmiordnen  ist, 
dass  an  allen  Stellen  derseUbeny  d.  h.  für  jeden  Werth  von  x,  der  die  Be- 
dingung erfüllt:  |  x  —  a  |  <  r«,  der  Betrag 

\nx)-aa)\<d 

mrd\  und  man  nennt  f(x)  „iw  dem  Intervall  von  c  «» a  —  A  bis 
d=  a  -\-  h  einschliesslich  der  Stellen  c  und  d,  wo  die  Werthe  der 
Function  f(x)  auch  vorgegeben  seien,  stetig,  wenn  man  nach  WaM  einer 
helid/igen  Grösse  d  >  0  jeder  Stelle  oi  in  dem  Intervalle  von  c  bis  d 
dieselbe  Umgebung  r  mordnen  kann,  so  dass 

I  f{x)  —  f(af)  I  <  d  wird,  so  lange  \x  —  oif  \<  r  ist, 

und  dass  an  den  Stellen  c  und  d  beziehungsweise 

I  f(x)  —  f(c)  I  <  d  wird,  so  lange  x  —  c<r  ist,  und 

I  f(x)  —  f(d)  I  <  d  wird,  sofern  d  —  x<r  ist. 

Eine  Function  f(x),  die  an  jeder  Stelle  eines  Intervalles  von  c  bis  d 
(einschliesslich  der  Grenzen  c  und  d)  stetig  ist,  ist  auch  „in  dem  Inter- 
vaiy^  stetig*). 

In  der  That,  man  kann  zunächst  jeder  Stelle  x  (c^sf  Kd)  eine 
von  Null  verschiedene  Umgebung  so  zuordnen,  dass  fär  die  Stellen 
dieser  Umgebung 

f(p)-f(.xi\<i 


*)  Man  sagt  wohl  aach,  eine  Function  sei  „in  dem  Intervalle^*  (ecl)  ein- 
scliliesBlich  der  Grenzen  stetig,  wenn  sie  an  jeder  Stelle  des  Intervalles  stetig  ist, 
wobei  die  Stetigkeit  an  den  Grenzstellen  nur  einseitig,  d.  h.  ffir  rc -Werthe  grösser 
als  c  resp.  für  a? -Werthe  kleiner  als  d  za  bestehen  branchi  —  Eine  nach  unserer 
Definition  „in  dem  Intervalle**  stetige  Function  heisst  dann  eine  in  dem  Intervalle 
gleichmässig  stetige  Function;  xmd  man  zeigt,  dass  eine  in  dem  Intervalle  stetige 
Function  in  diesem  Intervalle  immer  gleichm&ssig  stetig  ist. 


j 


§  16.    Stetige  Functiooeii  einer  Variablen.    Nr.  1,  8.  87 

wird,  wo  d  wieder  eine   beliebig  kleine ,  willkürlicli  gewählte  Grösse 
ist.    Bestimmt  man  nun  von  c  ab  ein  Intervall  (c^  c  -^  ro),  wo 

i/-(«)-mi<T 

ist,  und  setzt  ^  +  ^o  "^  ^;  ^^  S^^^  ^^  ^^^  Umgebung  r^  yon  c^^  wo 


8 

wird.  Setzen  wir  hierauf  Ci  +  ri^c^,  ordnen  Cj  eine  Umgebung  r, 
gleicher  Art  zu  und  fahren  in  dem  angezeigten  Processe  fort,  bis  wir 
die  Stelle  d  erreichen  oder  in  ein  Interyall  einschliessen  —  was  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  möglich  sein  muss,  weil  andern- 
falls die  Voraussetzungen  verletzt  werden  würden,  —  und  nennen  wir 
den  kleinsten  der  Werthe  r,  (v  —  0,  1,  2  •  •  •)  r,  dann  ist  in  der  Um- 
gebung r  von  x' 

I  fix)  -  fix)  \<8. 

Theilen  wir  nämlich  das  Intervall  (c,  ä)  in  neue  Intervalle  (c,  c/), 
(c/,  c^)  usw.  von  der  Grösse  r,  so  liegen  zwei  Stellen  x  und  x\  die  um 
weniger  als  um  r  von  einander  entfernt  sind,  entweder  in  einem  Inter- 
valle (c^-.i,  Cr')  oder  in  zwei  benachbarten  (c^— i,  c^)  und  ((V,  (C+i), 
doch  dann  ist  entweder 

oder  '  ^^""^  ~  ^^'^"^^  l<  T>  I  /"(^  -  ^(^^-^)  I  <  T 

!/-(a:)-A^-i)i<|,  i/"(^;"i)-/"(^;oi<|,  irc^o-A^'OKJ, 

und  in  beiden  Fällen  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

2.  Aus  der  Definition  der  Stetigkeit  einer  Function  f{x)  an  einer 
Stelle  a  geht  hervor,  dass  irgend  zwei  Werthe  von  f{x)y  deren  Argu- 
mente x^  und  x^  zwischen  a  —  r^  und  a'\-  Va  liegen,  um  weniger  als 
2d  verschieden  sind;  d.  h.  die  Function  kann  an  der  Stelle  a  Iceine 
sprungweise  Äenderung  erfahren,  und  der  Werth  von  f(x)  an  der 
Stelle  a  ist  der  Qrenewerthy  dem  sich  f(x)  nähert,  wenn  x  nach  a  convergirt, 

fia)  c=  lim  f(x) . 

Demnach  kann  man  auch  sagen:  Wenn  man  x  irgend  eine  Beihe 
von  Werffien  (ai,  a^,  •  •  •)  durchlaufen  lässt,  die  eine  Fundamentalreihe 
consUtuiren,  m  der  die  Orösse  a  gehört,  so  werden  die  Werthe  einer  an  der 
Stelle  a  stetigen  Fundion  f(x): 

eine  Fundamentälreihe  bilden^  die  f(a)  definirt. 

Aber  umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass  f(x)  eine  an  der  Stelle  x^^a 
stetige  Function  ist,  wenn  jeder  die  Grösse  a  definirenden  Fundamentäl- 
reihe (öj,  Oj,  •  •  •)  eine  Beihe  von  Functionswerthen  fia^),  f(a^),  •  •  •  au- 
gehört,  die  selbst  eine  Fundamentalreihe  bilden  und  f(a)  deßniren. 
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Wir  zeigen,  dass  die  hier  gestellte  Forderung:  es  bilden  die  Grossen 

f(ar)-f(a)    (v-1,2,...) 

eine  Elementarreihe,  —  was  fOr  eine  die  Grösse  a  definirende  Fun- 
damentalreihe  (a^,  (hi'  ")  ™<^  BMch  nehmen  m^,  —  in  Wideraprach 
steht  mit  der  Annahme,  f{x)  sei  an  der  Stelle  a  nicht  stetig.  Wenn  niimHch 
f(x)  an  der  Stelle  a  nicht  stetig  ist,  so  kann  man  nach  Angabe  einer 
Gr&sse  d  >  0  in  der  Umgebung  r«  Stellen  ^i  -«  a  +  Si  &iden,  f&r  die 

\fi«i)-m\>9. 

Femer  gibt  es  auch  in  der  Umgebung  -^  Stellen  o;, »»  a  -{-  1,,  fELr  die 

r 
I  ^^2)  —  fifl)  I  >  ^9  ^8w.,  in  der  Umgebung  -^  von  a  Stellen  a?,  =  a  + 1,, 

Tm 

für  die  ]  f{Xy)  —  f{a)  |  >  «  ist.    Die  Grössen 

«  +  ^      (v  =  l,2.-.) 

und  umsomehr  die  Grossen  {xi^  x%j  •  •  ^  x^,-  • ')  bilden  Fundamental- 
reihen, die  a  definiren,  ohne  dass  die  zugehörenden  Functionswerthe 
f(x^)  gegenüber  f(a)  in  der  Beziehung  stehen  |  f(xv)  —  f(a)  \<  8, 
was  gegen  die  Voraussetzung  yerstösst. 

Folglich  ist  f(x)  an  der  Stelle  a?  «=  a  stetig;  und  wir  haben  er- 
sehen, dass  in  der  Stetigkeit  einer  Fundion  an  einer  Stelle  x^^^a  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  enthalten  isty  dass  die 
lunction  bei  dem  Orengühergange  nadh  a  (lim  a;  «=  a  +  0)  den  Grenz- 
werih  der  Werthe  annimmt,  die  die  Function  in  der  Nähe  von  a  besagt. 

Ist  f{x)  an  der  Stelle  x  '^a  stetig,  so  bedarf  es  keiner  Auseinander- 
setzungen mehr,  dass  man  nach  Angabe  einer  Grösse  ^>0  eine  Um- 
gebung ra  Yon  a  finden  kann,  so  dass  fär  jedes  Werthepaar  x,  x'  aus 
dieser  Umgebung 

\nx)-f(x')\<d 

wird,  und  der  Zusammenhang  der  in  diesem  Paragraphen  Yorgebrachten 
Erwägungen  mit  denen  des  yorigen  §  ist  ganz  deutlich;  dort  war  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  fOr  die  Existenz  eines  Grenz- 
werthes  abgeleitet,  und  hier  ist  nicht  blos  gezeigt,  dass  die  sogenannten 
stetigen  Functionen  diese  Bedingung  erfüllen,  sondern  die  Bedingung 
ist  auch  näher  erläutert,  und  die  zu  Beginn  des  yorigen  §  gestellte 
Frage  ist  erledigt. 

8.  Wenn  die  Function  y  =»  f(x)  an  der  Steile  a;  «■  a  stetig  und 
yon  Null  yerschieden  ist,  bewahrt  sie  in  angdbarer  Nähe  von  a  das 
Zeichen.  Man  kann  ja  eine  Umgebung  yon  a  bestimmen,  wo  f{x) 
nur  solche  Werthe  f(a)  +  z/  annimmt,  dass  |  ^  |  <  |  f(a)  \  ist,  und 
dort  hat  f(a)  +  ^  das  Zeichen  yon  f(a). 
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4,  Eine  in  dem  Intervalle  von  a  his  b'^a  -^  d  (d>0)  und  an 
den  GrengsleCkn  a  und  h  stetige  Function  f(x)  erreicht  für  einen  be- 
stimmten Werth  x^^X  des  IntervaUes  (ci^X^b)  ihre  obere  Grenze  0. 
(Weierstrass.) 

Zum  Beweise  theüen  wir  das  Interrall   in  zwei  gleiche  Theile. 

Entweder  wird  die  obere  Grenze  in  a,  a  +  -ö"   ^^'^^    a  +  d   erreicht, 

oder  die  Functionswerthe  kommen  mindestens  in  einem  der  zwei 
Intervalle  der  oberen  Grenze  G  beliebig  nahe.  Bezeichnet  man  die 
Endpunkte  des  IntervaUes,  in  dem  die  Werthe  von  f{x)  G  beliebig 
nahe  kommen,  mit  a^  mid  \^  xmd  halbirt  man  dieses  Intervall,  so 
kommen  die  Functionswerthe  mindestens  in  einer  Hälfte  mit  den  End- 
punkten Og  und  b^  G  beliebig  nahe,  wenn  nicht  G  in  einem  der  End- 
punkte erreicht  wird.  Im  letzteren  Falle  wäre  die  Existenz  einer 
Stelle  X  bewiesen,  doch  im  ersten  Falle  müssen  wir  die  Theilung 
fortsetzen  und  zu  immer  kleineren  Intervallen   (a^,   &y)   fortschreiten, 

för    die  ft^  —  «^  =»  —  ist. 

Durch  die  Reihe  von  Stellen  (o^,  o^,  o^,  •  •  •)  und  durch  die  Reihe 
von  Stellen  (b^,  &„  &,,  •  •  •)  wird  eine  Stelle  2  definirt,  in  deren 
kleinster  Umgebung  Intervalle  (a^,  b^  (v  >  n)  liegen,  tmd  an  dieser 
ist  f(X)  «=  G .  Wäre  nämlich  f(X)  um  die  endliche  Grosse  C  von  G 
verschieden:  f{X)  «=»  (?  —  C7,  so  konnte  f(x)  an  der  Stelle  X  nicht 
stetig  sein.  In  der  That,  weil  f(x)  aa  der  Stelle  X  stetig  ist,  kann 
man  jeder  Grösse  d>0  eine  Umgebung  r  von  X  zuordnen,  so  dass 
f&r  alle  Stellen  derselben 

\f(x)-f{X)\<d 

wird;  doch  in  das  Intervall  von  2  —  r  bis  X  +  r  fallt  auch  ein 
Intervall  (o,,  6,),  wo  f(x)  von  G  beliebig  wenig  verschieden  ist,  etwa 
f{x)  «■  ö  —  €,  und  mm  müsste 

\f(x)-f{X)\^\G-s-{G-C)\  =  \C-B\<8 

sein,  wenn  f{X)  =  G  —  C  wäre;  doch  diese  Ungleichung  kann  nur  be- 
stehen, wenn  C  »=  0  ist^  weil  8  und  e  beliebig  klein  sind.    Es  ist  somit 

ax) «  a. 

Ebenso  gibt  es  eine  Stelle  X'  in  dem  Intervalle,  an  der  f(X!) 
die  untere  Grenze  erreicht. 

Indem  man  die  obere  und  untere  Grenze  einer  Function  dann, 
wenn  die  Function  diese  Grenzwerthe  erreicht.  Maximal-  und  Minimal- 
werth  der  Function  nennt,  ist  bewiesen,  dass  die  stetigen  Functionen 
einen  Maximal-  und  einen  Minimaheerth  hciben. 
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Besitzt  eine  Function  f{ic)  an  den  Stellen  x^  und  x^  eines  Inter- 
valles,  in  dem  sie  stetig  ist^  die  Werthe  f{x^  und  f{x^i  so  mmnU  f(x) 
für  die  zwischen  x^  und  x^  befindlichen  Yariablenwerthe  auch  jeden 
zwischen  f(x^)  und  /*(a?jj)  liegenden  Werth  an.  (Der  Beweis  ist  dem 
früheren  sehr  ahnlich.)  Wenn  man  darnach  yon  einer  innerhalb  eines 
Interyalles  (a^  b)  stetigen  Function  f(x)  weiss,  dass  sie  an  zwei  Stellen 
Xi  und  X2  desselben  Werthe  von  verschiedenem  Vorzeichen  annimmt, 
50  ist  sicher,  dass  sie  mindestens  an  einer  zwischen  x^  und  x^  liegen- 
den Stelle  den  Werth  NuU  annimmt.  — 

5,  Nach  diesen  Sätzen  fähren  wir  noch  eine  Definition  ein:  Man 
sagt,  eine  stetige  Function  f(x)  besitzt  an  einer  Stelle  a  ein  Maximum 
oder  Minimum,  wexm  ihr  Werth  f&r  o;  <»  a  grosser  oder  kleiner  ist 
als  alle  Werthe,  die  f(x)  in  einer  angebbaren  (hinreichend  kleinen) 
Umgebung  von  a  besitzt;  wenn  somit  in  einer  Umgebung  von  a: 
f{x)  —  f(a)  durchaus  kleiner  ist  als  Null  oder  durchaus  grösser  ist 
als  Null. 

Unter  den  Stellen  a,  an  denen  f{x)  ein  Maximum  annimmt,  ist 
diejenige  Stelle,  wo  die  Function  die  obere  Grenze  erreicht,  das  ist 
das  maximum  maximorum,  schon  früher  genannt  worden;  und  ebenso 
die  Stelle,  wo  die  Function  das  minimum  minimorum  erreicht  —  Zwei 
beliebige  Maxima  sind  nothwendig  mindestens  durch  ein  Minimum 
getrennt,  und .  zwei  Minima  mindestens  durch  ein  Maximum.  Yon 
einem  Maximum  zum  n&chstbenachbarten  Minimum  nimmt  der  Func- 
tionswerth  ab;  von  einem  Minimum  zum  benachbarten  Maximum 
nimmt  der  Functions  Werth  zu*). 

6«  Beispiele  stetiger  Functionen. 

Die  Ikinction  a"  ist  an  jeder  endlichen  Stelle  Xq  stetig.  Ist  etwa 
die  positive  Grosse  a  =  1  +  a    und    a  >  0  und  a;  ■=  a?Q  +  S;  so  gilt 

I  a'o+l  —  a'o  I  =  I  o*«  I  •  I  (1  +  a)^  —  1  I, 

und  diese  Grösse  wird  kleiner  als  die  vorgegebene  Grösse  |  a*»  j  tf  «=  f, 
wenn  |  1 1   genügend  klein  wird.     In  der  That,  wählt  man  für  |  eine 

positive   Grösse    kleiner   als   diejenige   rationale   Grösse  —,    für   die 

1  +  -^  ^  1  +  #  und  umsomehr  (1  +  «)"»<  1  +  d  ist  (siehe  §  5,  Nr.  2j, 
80  wird  auch  a^  <  1  +  *,  und  der  Beweis  für  die  Formeln  lim  a^  =  1, 

*)  Auf  die  sogenannten  stationären  Intervalle  stetiger  Functionen  ist  hier 
nicht  Rücksicht  genommen.  Gleich  hier  sei  auch  gesagt,  dass  wir  auf  die  Unter- 
scheidungen der  Stetigkeit  einer  Function  „in  unmittelbarer  N&he**  und  „bis  in 
unmittelbare  Nähe*'  nicht  eingehen  können. 
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lim  ai'  m=s  0^0  ist  erbracht.     Ebenso  ist  lim  a^  =  lim  — ^^  =  1  und 

lim   a' ^^  ä'^]  somit  ist  a*  an  jeder  endlichen  Stelle  Xq,   wo  a*  be- 

kanntlich  endlich  ist,  stetig.    Für  lim  a; «»  +  oo  wird  im  Falle  a  >  1 
lim  o*  -a  +  oo,  lim    a*  «=»  0 .  — 

Es  ist 
log^a;  —  log^aro  —  log*  (i  +  Xo)  —  log6(«o)  —  log*  (l  +  ^) , 

und  hier  kann  man  bei  positivem  Xq   i  so  beschränken,  dass 

I  logftO?  —  logfcflJo  I  <  * 

wird,  indem  man  bei  positivem  5    |  <  fl;^  (6*^  —  1)  xmd  bei  negativem  6 

6  >  ^0  ( "7  ~  1 )   wählt;   darum  ist  log^a?  an  jafer  endlichen  Steile  des 

positiüen  Theües  der  Zahlenlinie  stetig,  aber  lim  log^o;  wird,  wie  wir  schon 

sahen,     —  oo . 

Da  lim  sin  x  =  0,    lim  cos  o;  <=  1   ist,  folgt  ans  den  Formeln 

cos  X  —  cos  Xq  «=»  cos  (Xq  +  5)  —  ^os  Xq  =a  (cos  I  —  1)  cos  Xq  —  sin  Xq  sin  |, 
sino;  —  sina;o  =  süi(^o  + 5)  —  sina^o  «»»(cos|  —  l)sinjr<,  +  <^08a?Qsin|, 
dass  auch  cos  x  xmd  sin  o;  an  jeder  endlichen  Stelle  Xq  stetig  sind. 

7.  Stellen f  an  denen  eine   Function  der  Bedingung  der   Stetigkeit 
nicht  genügt,  nennt  man  UnstetigJceitstelUn  oder  singulare  Stellen. — 

f{x)  ist  also   an  der  Stelle  a  unstetig,   wenn  lim  f{x)  unendlich 

wird  (vergl.  §  14)  oder  wenn  auch  nur  lim  f(x)  oder  lim  f(x)  un- 

endlich  wird.     Wenn   einer   der    zwei    letzten   Grenzwerthe    endlich, 

der  andere  aber  unendlich  wird,  so  sagt  man:  f(x)  ist  auf  einer  Seite 

der  Stelle  a  stetig. 

Eine  Stelle  a  kann  femer  dadurch  eine  singulare  Steile  sein,  dass 

die  Grenzwerthe: 

lim  f(x)    und     lim  f(x) 

verschieden  sind;  so  ist  z.  B.  ftir  die  Function 

L                      — J. 
f{x)^c-i =c 


X 


x  =^0  eine  solche  singulare  Stelle,  weil  nämlich 

lim  f{x)  =  —  c,     lim  f{x)  -=  +  ^ 
«»—0  «=4-0 

ist. 


92  IL  Abschnitt.    Ueber  Fanctionen  reeller  Yariablen. 

Die  Unstetigkeit  kann  auch  der  Art  sein,  das«  lim  f{pi) » 
lim  f{x)  «a  hj  aber  verschieden  yon  f{a)  ist.    Diese  durch  Aendenmg 

«=sa— 0 

des  Functions werthes  f{a)mh  zu  behebende  Unstetigkeit  nennt  man 
eine  hebbare  Unstetigkeit.    (Biemann,  Ges.  W.  I.  Aufl.,  p.  21.) 

Endlich  ist  es  möglich,  dass  lim  fix)  oder  lim  f(x)    oder  beide 

nicht  bestimmt  sind,  wie  z.  B.   lim  f(x)  —  lim  sin unbestimmt 

ist;  auch  in  diesen  Fällen  ist  a  eine  singulare  Stelle. 

Eine  singulare  Stelle  a  heisst  eine  ausserwesenÜich  singulare  Stdie 
Yon  f(x),  wenn  das  Product  einer  ganzzahligen  endlichen  Potenz  yon 
(a;  —  a)  in  f(x)  an  der  Stelle  a  stetig  wird.   So  ist  z.  B.  für  die  Function 

^(*)  -  ^- 

(aj  — a) 

/*(a)  SS  oo,  und  a  ist  eine  ausserwesentlich  singulare  Stelle,  die  nach 

C 

dem  Exponenten  n  von   der   n^^  Ordnung  heisst,   während  die 

ausserwesentlich  singulare  Stelle  a  von  der  ersten  Ordnung  besitzt 

§  16.    Unbestlinmte  Formen. 

1.  Da  die  Exponentialfunction  b^  (b>  l)  stetig  ist,  kann  man 
jetzt  auch  den  Satz  ableiten,  der  in  der  Formel  enthalten  ist: 

fix)  UmgUO 

l]m  fix)      -[lim/-(x)|«       ,        (/•(«)  >0); 

denn  setzt  man 

f(x)      -6  (6>1), 

SO  gilt 

limf(x)      =J  —{limA^)} 

lim  f(xf^'^  ist  für  uns  noch  unbestimmt,  falls  iusig{x)  •  lim  \o%^f{x) 
unbestimmt  ist,  also  wenn 

lim  fipc)  —  1  und    lim  g(x)  =  oo 

oder 

lim  f{x)  =a  0,  oo    und    lim  g{x)  =  0 

ist.    Folglich  begegnen  wir  hier  drei  neuen  unbestimmten  Formen 

1«,  (y>,  oo». 

£•  Die  erste  unbestimmte  Form  tritt  unter  anderen  auf,  wenn 
man  in  der  Function  f{x)  =  (l  -j j     x  nach  +  oo  convergiren  lässt. 

Setzen  wir  zur  Untersuchung  des  Werthes  von  lim  (l+-^)    ^u- 
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nächst  fOr  x  eine  positiye  ganze  Zahl  n  und  bilden  nach  dem  später 
gelegentlich  zu  beweisenden  Binomiallehrsatze : 

(^+i)'-^+{:)i+(:)h+-+{:)t- 

und  rergleichen  diesen  Ausdmck  mit 

^-l  +  Ti  +  ^  +  ¥i+--  +  ii^ 
da  ergibt  sich,  dass 

Bemerkt  man  ferner,  dass  (nach  den  in  §  8  Nr.  3  abgeleiteten  Beziehmigen) 

(1  +  /lo)  (1  +  ft)  .  • .  (1  +  /J,)  >  1  +  (/Jo  +  /Ji  +  •  •  •  +  /J,) 
ist,  wenn  die  Grössen  /3,  einerlei  Zeichens  sind  und     1  -|-  /S,  >  0  ist, 
weil  ja 

(l  +  /}o)(l  +  A)>H-/Jo  +  A, 

(i  +  /Jo)(l  +  A)(i+A)>(l  +  /j,+A)(H-A)>i  +  /Jo+A  +  A 

ist  u.  s.  f.,  so  gilt 

(i-i)('-i)(i-i)>'-y. 


und  demnach  wird 

(>+^)">'+-Ji  +  i{l-^)+Ä('-'T?)  +  - 

+  .T  (l  -  '^^") 
oder 

Es  ist  somit 

«»>(i+¥r>«-(i-Ä)' 

und  wenn  man  n  über  jede  angebbare  ganze  Zahl  wachsen  lässt^  wird 
wegen  der  Formel: 


in 

n  e. 
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lim   ün  (l  —  r~)  ™  Um  On  «=»  c  (s.  S.  39): 

11=4-«  »«-l-ao 

Lassen  wir  die  unbeschränkt  veränderliche  Grösse  x  stetig  nach 
-{-  oo  convergiren^  und  ist  etwa : 

»<iC  <w  +  1, 
so  dass 

(i+i)>(>+i)>'+4i 

und  auch 

ist,  so  wird  wieder  lim   (l-j )    "=^;   denn  die  Grossen,   zwischen 

1   ' 
denen  /l  -| \  eingeschlossen  ist,  haben  für  lim  n «»  -|-  oo  die  Grenze  e. 

Ersetzt  man  ein  negatives  x  durch  —  y,  so  findet  man 

und  somit: 

lim   (i  —  iy^e    und    lim  (l +  -)'=€, 

also  wird  überhaupt: 

Die  Grosse  e  ist  die  Basis  des  sogenannten  natürlichen  LogarUhmen" 
Systems.  Wir  bezeichnen  den  Logarithmus  einer  Grösse  a  >  0  bezüg- 
lich dieser  Basis  e  mit  loga  oder  la;  dann  ist 

l«g»«"lS'   ^°g»-^    (§5,  Nr.  3). 

Nimmt  man  die  Grenze  von  log^  ^1  H )  für  unendlich  wach- 
sende Variablenwerthe,  so  ist 

lim  X  logA  (l  +  — )  =  logftC,    lim  x  log  (l  +  ~)  =  1 ; 

xs=sao  "^  «==00  ^  ■*'' 

und  setzt  man  0  an  die  Stelle  von  — ,  so  entsteht  die  Formel: 

X  ' 

lim  -J-  log  (1  +  i»)  =  1 , 


«=o 
also  auch 
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während  die  Functionswerthe  unter  dem  Symbol  limes  ftir  die  be- 
zeichneten Werthe  ic  =  oo,  ;&«=0,  y=l  in  den  unbestimmten  For- 
men O-oo,   — ,    y  auftreten. 

Neben  die  bisherigen  Formeln  stellen  wir  noch  eine  Reihe  anderer. 
Es  ist 


ji- (i + ^Hl"l  u  1 + — ^^ 


\a 


e«, 


1^ 

.9 


lim  (1  +axy  —  c«, 

;rsO 


lim  fl?  log  (l  +  — )  —  a,    lim  —  log  (1  +  o,x)  —  a .  — 

Da  y «»  6*  —  1  eine  stetige  Function  ist,  die  sich  der  Grenze  Null 
nähert;  sobald  x  nach  Null  conyergirt,  und  da  o;  >»  log»  (1  +  y)  ist, 
so  geht  aus  der  Beziehung 

l>*  - 1  ^        y 

«         iog»(i+y) 
die  Grenzformel  herror: 

lim  — ^^-  =  lim , ~—, — :  =  ? =■  log  i: 

also  auch 

lim i:^^^^^^^ —  -a  6*»  •  logft . 

Somit  ist  insbesondere 

lim «=  1  •   lim t b«  c«b .  — 

um  die  Grenze  zu  finden,  der  sich  die  Function 

nähert,  sobald  x  nach  Null  convergirt,  setze  man 
Dann  wird 

und 

Deshalb  ist  auch 


lim  f{x)  i=a  lim  ^    '  ^' «=»  m . 


i'sK^-Cii^r)'^*"' 
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denn  nach  der  Substitution  x=^  —  wird 

Umzfl-(r^n-Hmifl-^Wlm<i±»??:^— L^ 
,—  V      ^1+«/  /      ,-0»  \       (i+y)"/     r-o        y        (i+y)' 

Ebenso  ist  der  Grenzwerth  von 


C"(-.'4^)") 


ftlr    unendlicli    werdende  Yariablenwerthe    gleich  m.     Zum  Beweise 
setze  man 

^^^V^in       Iog(i+x)        .  ,  . 

schreibe  /*|  (x)  in  der  Gestalt 


/!(«) 


9>i  (*)  (l  +  Vi  («))" 


und  beachte,  dass   lim  9)j  (o;)  ■»  0  ist.    Dann  wird  thatsachlich 

lim  /*(  (j;)  »o  m . 

Bei    späterer    Gelegenheit   werden    wir  aacb    die   Grenzformeln 
nöthig  haben: 

Jim /;  (x)  c=.Jua  «  .  log  « .  log  log  ..  •  (l  -  (^^^J)  - 
Umy»  (*) -Jm  « .  log  « .  log,  « . .  •  log*ar  ^  1  -  (-j5^^)"  j 


m, 


X 

worm 


log,  X  =  log  loga;,  loga  x  —  log  log,  a?,  •  •  •  log*  x  —  log  log*«!  x  ist. 
Die    erste    dieser    Formeln    wollen    wir    noch    beweisen.      Wir 
schreiben  f&r  den  Quotienten 

log  log  (1 + g)  ^  ^og  ((^  +  yi  (a?))  log  a?)  ^  .    ,    ^og  i>  +  yi  W)  ^  .   I        ,x 
log  log  X  log  log  o:  '  log  log  X        *"**      i   V'i  w 

und  setzen  hierauf 
/i  (a;)  =  icloga;  •  log  log  a?  •  -. r—-^^ ~ «,  (x)  «« 

=  a;loga?-7 r---^ t~ o),  (a;)-log (l+g>i(a?))*'^' 
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Weil  aber  lim  9,  (x)  «=  0  ist,  so  wird 

lim  fi  (a?)  =■  m . 

In  gleicher  Art  setze  man  fernerhin 

log,a:       ~^+—   lo^ l+9>x(^)     (x  -  3,  4,  •  •  •  fc) 

und  beweise  die  Formeln 

lim  fx  (x)  =  m     (x  —  3,  4,  •  •  •  i) . 

CBS  4- 00 

3.  Zur  Untersuchung  der  Grenzwerthe  eindeutiger  Functionen  f{x) 
der  reellen  Variablen  x  dienen  öfter  die  folgenden  •—  von  Cauchy 
herrührenden  —  Sätze  (Analyse  alg^rique). 

1)  Convergirt  f(x  +  1)  —  f{x)  bei  unendlich  werdendem  x  nach 
einer  endlichen  Grenze  b,  und  bleibt  f(x)  in  jedem  endlichen  Interralle 
endlich,  so  ist  auch 

lim  ^-6. 

I  X 

Beweis:  Der  Annahme  zufolge  kann  man  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  d  >  0  eine  solche  Grosse  G  zuordnen,  dass  für  jeden  Werth 

'^^  \(f(!t  +  i)-m)-b\<d 

wird.  Gibt  man  x  einen  Werth  >  G  und  nennt  n  die  grösste  in 
X  —  G  enthaltene  ganze  Zahl,  so  liegt  x  —  n  «^  x'  zwischen  G  und 
G  -f-  1  und  dann  ist  (bei  positivem  b) 

b^d<f(x+l)^  f{x')  <  6  +  #, 

b  -  d<f{x  +  2)  - /-(a:'  +  1)<6  +  *, 


b  —  d<f{x  +n)  —  f{x  +n  —  l)<b  +  d. 

Die  Addition  dieser  Ungleichungen  liefert  die  Beziehung 

n  (6  -  S)<f{x'+  n)  -  f{x)  <n(b  +  8). 

Ersetzt  man  wieder  n  durch  x  —  x'  und  dividirt  alle  Theile  durch  x, 
so  folgt: 

?^  (6  _  j)<  tg  _  ^  <  ^:z^  (6  +  j) 

und 

also  endlich  .,  . 

Um   ^)  =  6, 

denn  die  rechte  und  linke  Seite  der  letzten  Ungleichung  enthalt  zu- 
folge der.  Annahme  über  8  und  x'  und  wegen  der  Voraussetzung,  dass 

Biermunn,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  7 
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I  f{x')  I  und  h  endlich  seien,  nur  Grössen,  die  nach  Null  conrergiieii; 
sobald  X  nach  -f"  <^  conyergirt. 

Die  Richtigkeit  des  Satzes  ist  auch  im  Falle  &  ^  0  zu  beweiseiL 

2)  Wenn 

lim    I  fix  +l)-f{x)\^  +  oo 

«BS -f.  00 

ist  und  in  jedem  endlichen  Intervalle  die  obere  Grenze  des  absoluten 
Betrages  von  f(x)  endlich  bleibt,  wird  ebenso 

lim  f{x) 

unendlich. 

3)  Wenn  endlich  der  Grenzwerth  von  ^         /"~/w  j^^j  unend- 

lieh  werdendem  Yariablenwerthe  entweder  gleich  h  oder  unendlich  wird, 

und  die  Function  f(x)  in  jedem  endlichen  Intervalle  endlich  bleibt,  so 

fix) 
hat  die  Function  — ^  denselben  Grenzwerth,  wenn  x  nach  -|~  <^  ^^' 

vergirt*). 

Beispiele:  Entsprechend  dem  ersten  Satze  ist  zugleich  mit 


lim  Aog  (1  +  fl?)  —  log  a;)  =  0 , 


I  X 


Setzt  man  hier  log  x^^y^   also  x^^0^  so  wird 

=  +oo; 


lim    f^ 


setzt  man  aber  x^=^  —.  so  entsteht  die  Formel 


z 

lim  z  log  j9  a»  0 . 


Und  darnach  ist  auch: 


lim  0*  =  Hm  c'^^»*  =  1 . 
«=-f.o  «=4-0 


*)  Die  S&tze  von  Canchy  sind  durch  Herrn  Stolz  verallgemeinert  worden  und 
zwar  dahin,  dass  aus  der  Existenz  des  Grenzwerthes 

lim    A^  +  ^)-A^)_^ 

wo  h  eine  von  Null  verschiedene  Constante,  f{x)  eine  in  jedem  endlichen  Inter- 
valle {p\,  x^)  endlich  bleibende  Function,  tp(x)  eine  von  angebbarer  Stelle  :r,  ab 
beständig  wachsende  oder  abnehmende  Function  ist,   so  dass    lim   9(0?)  unend- 

lieh  wird,  geschlossen  wird,  es  sei  auch 

Man  sehe  die  Stolzsohen  Vorlesungen  über  Arithmetik. 
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Da  wir  hier  dem  ersten  Ansdmcke  begegnen,  der  fftr  einen  be- 
stimmten Werth  der  Variablen  in  der  Form  0^  erscheint  mid  den 
Werth  1  hat,  so  ist  es  angezeigt,  gleich  eine  Function  anzugeben,  die 
auch  für  o?  ■>■  0  in  dieser  Form  erscheint,  deren  Grenzwerth  aber 
nicht  gleich  Eins  ist;  so  ist  z.  B. 

1  logg 

lim  ic^*»»*  —  lim  ^^8'^e. 
4.  Es  war  lim  sin  o;  «»>  0  und  es  ist  lim  tg  x  ■-  0;  aber  weil  fftr 

Ä-Werthe  zwischen  0  und  y 


also  auch 


und 


ist,  so  wird 


sin  a?  <  Ä  <  tg  a?. 


'  >1>  ' 


nax       X        tgaj' 


1  >— -  >cosa:, 

X  * 


lim   «=»  1. 

Für  Ä-Werthe  zwischen  0  und  —  y  wird 

sina?  >  a?>  tgo?, 
1  <  -— <cosa?, 

X 

, .        Bin  o;        ^ 
um   ■=»  1 . 

Neben  der  nun  erwiesenen  Formel  lim »■  1  besteht  ebenso  die 


also 


tff  X 

Formel  lim  -^^  —  1     und 


XBSO 


femer  ist 


lim  a;  sin  ~  «=  1 ,    lim  a;  tg  —  ««  1 , 
lim  o;  cosec  a;  <»  1,  lim  x  cotg  x  «»  1 ; 

«.      einax        ,.  sin  (aa;)  v      tgaa; 

hm =  hm  a  •     /  /  «=  a,    hm  -2 —  =  a, 

li^  l(l:zi£!L£)  =  lim  ( "^^  I  _  1 , 
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Iim"°(^-+^;"^^"o-»lim  (i5^  «J??L« :^)  +  cos  x,^  U  cos a:, 

6,   Wir  haben   schon    (in  §  10,  Nr.  2)   die   aus   der   Gleichung 
sin^ — y^^O  entspringende  Gleichung 

X  B»  Are  sin  y 

abgelesen  und  in  der  Function  Are  sin  y,  wo  y  aber  auf  die  Werthe: 
—  1  ^  y  ^  1  beschränkt  war,  eine  unendlich  vieldeutige  Function  er- 
kannt Aus  den  Gleichungen  cos  x*^  y,  tg  :i; «»  y^  cotg  x^^y  ent- 
nehmen wir  ebenso  die  Gleichungen: 

X  —  Are  cos  y, 

a;  =  Arctgy, 

X  =  Are  cotg  y , 

doch  nur  in  der  ersten  ist  y   auf  das  Intervall   von    —  1  bis  -f  ^ 

beschränkt;    in  den   anderen  darf  y   alle   reellen  Werthe   annehmen. 

Diese   vier  neuen  Functionen,    die  ümkehrungsfunctionen  von  sin^, 

cosa;,  tgo:,  cotgo;  heissen  cyclometriscke  Functionen. 

Wir  bezeichnen  mit 

arc  siny 

die  zwischen und  +  y   liegende  Grösse,  deren  Sinus   gleich  y 

ist,  und  setzen  arc  sin  +  1  ■"  i  Y  • 

arc  cos  y  sei  der  zwischen  0  und  sr  liegende  Bogen,  dessen  Cosinus  y 

ist,  und  arc  cos  +  1  «  0,  +  *  > 
arc  tg  y  sei  der  zwischen  — ^  ^^d  y  liegende  Bogen,  dessen  Tangente  y 

ist  und  arc  tg  +  oo  =  Hh  y , 

arc  cotg  y  sei  der  zwischen  0  und  x  liegende  Bogen,  dessen  Gotangente  y 

ist  und  arc  cotg  +  oo  =  0,  +  «. 

Für  diese  Functionen  leiten  wir  einige  wenige  Sätze  ab. 

Ist  X  ein  Bogen  zwischen  0  und  y,  dessen  Sinus  y  ist:  sina;»^; 
so  ist  

cosx^  +  yi—y\     tg  a;  = -ppl^,  cotg  a?  =  ±^~^ 

und  somit 


a;sa  arc  siny  «=  arc  cos +yi  —  y*=arctg  — 7==  "^  ^^  ^^8  ^ ) 
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imd  weil 

sin  X  »>  cos  (y  —  xj  ^^y, 

tgx'  -=  cotg  (y  — a;')  —  y' 

ist,  wo  der  Bogen  o?'  <  y  sei,  bestehen  die  Beziehungen: 

X  =  arc  sin  y ,    ~ a;  —  arc  cos  y    und   arc  sin  y  +  arc  cos  y  ™  y  ^ 

«'  ■=  arc  tg  y',    -  —  a?  =  arc  cotg  y'  und  arc  tgy  +  arc  cotg  y'  =  —  . 

Sind  x^  und  x^  zwei  zwischen  0  und  ^  Hegende  Grossen,  und  ist 

sin  ^1  =  yi ,    ^1  =  arc  sin  yj , 

sin  o;,  «=»  y« ;    x^^^  arc  sin  y^ , 
so  gilt 

sin  (X,  +  x,)= y^Vi~=y,*  +  y,y  r^^«  =  r,  («) 

Wenn  äTi  +  ^s  ^  v  *lso  cos  (x^  +  a;,)  ^  0  und  zufolge  der  Formel  (ß) 

Vi*  4"  y«*  ^  1  is*i  80  lautet  die  Umkehrung  der  Formel  (a) 

^1  +  ^«  ~  arc  sin  yi  +  arc  sin  y,  =  arc  sin  (y^  |/l  —  y,'^  +  y,/!  —  y^*) . 

Im  Falle  arj  +  «?§>  y  d.h.  im  Falle  (ä— -  (iCi+Ä?s))<Y,  wo  cos  (a^j  +  ^^)<0 

und  y/  -f-  ^2'  ^  ^  ^^^>  ^^^  natürlich  x^  -{-  x^  auch  ein  Bogen,  dessen 
Sinus  den  Werth  Y  hat,   aber  erst  ä  —  (^1  +  ^)   ist   der  zwischen 

—  -J  und  2  Hegende  Bogen,  dessen  Sinus  gleich  T  ist,  wie  die  Be- 
ziehung sin  ut  —  (Xj  +  x^)\  =  sin  (x^  +  x^)  lehri  Darum  ist  die 
Stimme  der  Bogen,   deren  Sinus  y^  beziehungsweise  y^  ist,   im  Falle 

yi'+y,'>i  

arc  sin  yi  -|-  arc  sin  yt  »  «  —  arc  sin  (tfiY!  —  y,*  —  y,/!  —  yj*) .  — 

Setzen  wir 

tg»i  — yi,    «i'-arctgy,, 

tgiTj  — y,,    a:,  =  arc  tg  y, , 
so  gilt 

<«  («1  +  ««)  —  r-^*^^,  »1  +  »,  —  Arctg  |^L±A. 
Will  man  aber  «j  +  ^  =•  *f  c  *g  J^i  +  *''*  *g  y»  durch  arc  tg  ^_    ^* 
ausdrücken,  so  unterscheide  man  die  Fälle,  wo  ar^  +  ^2  ^  ~^9  ^^so  wegen 
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der  Beziehimg 

cos  (a?i  +  a^i)  ■=  cos  x^  cos  x^  —  sin  ajj  sin  a?,  ^  0 
auch 

tg  a?i  •  tg  a:,  —  y^  y,  ^  1 

ist,  von  den  Fällen,  wo  «^  +  a^  >  "- ,  yi  y»  >  ist    Man  findet 
arctgyi  +  arctgy,  =  arctg^^fti^    (y^y,^!), 

Ä-(arctgy, +  arctgy,)  — -«ctgj^^i^    (Sf,y,>l), 

weil  —  tg  (jt  —  (a?i  +  x^))  —  +  tg  (x^  +  x^)  ist    Die  zweite  Formel 
gestattet  die  Schreibweise: 

arc  tg  y,  +  arc  tg  y,  —  ar  —  arc  tg  ^^~irV    (Sfi  »«>!); 
weil  arc  tg  (—  j?)  =  —  arc  tg  e  ist.  — 

Wir  leiten  noch  einige  Grenzformeln  ab.     Will  man  lim 

ermitteln,  so  setze  man 

a;  B"  sin  jgf ,    arc  sinx  '^  0. 
Dann  folgt 

,.      arc  Bin«        |.        ir  ■,.  1  ^ 

lim  ««  hm  -?— -  —  um  -y-. — r  ««=  1 , 

und  femer 


«=sO  * 


—  —  arc  C08  X 
lim 


Andrerseits  ist: 

,                                    /  -^ —  arc  cotg  X 
lim  — -^—  =  1   und  hm  \ 

§  17.  Ueber  Functionen  mehrerer  reeller  Variablen. 

Ist  eine  Grösse  y  in  derartigem  Zusammenhange  mit  n  von  ein- 
ander unabhängigen,  reellen,  stetig  Teränderlichen  Grössen  Xi,  x^^  "'  x», 
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dasfl  ilire  Werthe  Yon  den  Werthen  der  Variablen  abhängen^  so  nennt 
man  y  eine  Funetkm  van  Xi,  x%,  •  •  •  Xn  nnd  schreibt: 

y  =-  f{Xi,  Xi,   '"   Xn). 

Eine  Function  f(xi,  x%,  •••  a?«)  kann  für  jedes  Werthesystem 
(^1;  x%f  -  *  •  ^n)  gegeben  sein  oder  blos  für  Werthesysteme^  die  durch 
gewisse  Bedingungen  charakterisirt  sind,  wie  z.  B.  dadurch  dass 

«r  <  aTy  <  6y        (v  =  1,  2,  •  •  •  n) 

sein  soll.  Ein  Werthesystem  {xi,  x%,  •  •  •  x»)  nennt  man  eine  Stdle 
oder  einen  Punkt  und  bezeichnet  dasselbe  kurz  durch  (x). 

Sind  zwei  Stellen  (a)  und  (ß)  gegeben,  so  nennt  man  einen  diese 
Stellen  verbindenden  Weg  eine  Folge  von  Stellen ,  die  dadurch  her- 
vorgeht, dass  man  Xi,  Xt,  -  •  -  Xn  sia  stetige  Functionen  einer  Variablen 
t  darstellt:  x^  «=■  (p^  (t)  (v  =  1,  2,  •  •  •  n)  und  dann  t  von  einem  ersten 
Werthe  ti,  für  den  q>w(ti)  =  a^  (v  •=  1,  2,  •  •  •  «)  sei,  bis  zu  einem 
zweiten  Werthe  U  sich  ändern  lässt,  für  den  g>w(ti)  "=  /3,  (t/  s=  1^  2  •••  n) 
sein  soll.  — 

Mne  Oesammtheü  von  Stellen^  die  durch  irgend  welche  Definition 
gegeben  ist,  nennt  man  einen  eusammenhängenden  Bereich,  wenn  irgend 
zwei  Stellen  der  Gesammtheit  durch  einen  in  derselben  verlaufenden 
Weg  verbimden  werden  können.  Der  Bereich  ist  endlich,  wenn  man 
n  Paare  endlicher  Grössen  gy  und  Gy  derart  angeben  kann,  dass  jede 
Stelle  des  Bereiches  ein  Punkt  des  durch  die  Bedingungen 

gt-^Xy^Gv        (v  =  1, 2,  •  •  • «) 

charakterisirten  Bereiches  ist. 

Unter  der  Umgang  (h)  einer  Stelle  (x')  versteht  man  die  Ge- 
sammtheit der  Stellen  (x),  für  die 

\Xy    —    Xy\<hy  (v   —    1,  2,   "    '   H)     ' 

ist,  wo  hl,  ' "  hn  endliche  positive  Grössen  sind. 

Eine  Stelle  (x^)  heisst  GrenzstelU  eines  .Bereiches  von  Punkten, 
wenn  in  jeder  Umgebung  derselben  Stellen  des  Bereiches  vorkommen, 
aber  auch  Stellen,  die  dem  Bereiche  nicht  angehören. 

Einer  in  endlichem  Bereiche  befindlichen  unendlichen  Punktmenge 
ist  mindestens  eine  Häufungsstelle  zuzuordnen,  d.  L  eine  Stelle,  in 
deren  Umgebungen  unendlich  viele  Stellen  der  Punktmenge  liegen. 

Die  Werthe  einer  in  endlichem  Bereiche  gegebenen  Function 
f{xi, "  '  Xn)  haben  eine  obere  Grenze  G,  d.  h.  es  gibt  eine  Grösse  nicht 
kleiner  als  diese  Werthe  aber  derart,  dass  G  —  d  kleiner  ist  als 
Werthe  f(xi,  x%,  •  •  •  Xn'),  wobei  d  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse 
bezeichnet.    Ebenso  gibt  es  eine  untere  Grenze. 
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Ist  f(xif  ^s>  *  * '  Xf)  in  einem  endlichen  Bereiche  gegeben,  so  gibt 
es  eine  Stelle,  in  deren  Umgebungen  für  die  Werthe  von  f  dieselbe 
obere  Grenze  besteht  wie  für  die  Functionswerthe  in  dem  ganzen  Bereiche. 

Man  sagt:  Eine  Function  f  nähere  sich  einer  Grenze  6,  söb(di  die 
Variablen  Xu  Xt^^-Xn  nach  ai,  02,  •  •  •  o«  canvergiren,  wenn  die  Function 
in  einer  angebbaren  Umgebung  (h)  von  (a)  nur  solche  Werthe  hat,  dass 

I  f(Xi,  Xtf  •  •  •  Xn)  —  b\ 

kleiner  wird  als  eine  von  vorneherein  gegebene  Grosse  8. 

Die  Function  f(xiy  Xt,  •••  Xn)  nähert  sich  einer  Grenze ;  wenn 
sie  bei  der  Conyergenz  der  Variablen  nach  ai,  a^,  *•  *  On  niemals  ab- 
nimmt oder  niemals  zunimmt. 

Wenn  eine  Function  f  beim  Anwachsen  der  Grössen  a;i,  a;s;  *"  x» 
nach  ai,  a%y  ' ' '  On  nach  einer  Grenze  b  convergirt,  so  kann  man  nach 
Angabe  einer  Grosse  tf  >  0  eine  Umgebung  von  (a)  in  der  Art  be- 
stimmeU;  dass  ftir  irgend  ein  Punktepaar  {x)^  (x)  derselben 

wird. 

Eine  Function  f  heisst  an  der  Stelle  (a)  stetig,  wenn  man  jeder 
Grösse  tf  >  0  eine  Umgebung  (h)  von  (a)  zuordnen  kann,  wo  die 
Function  nur  Werthe  annimmt,  welche  die  Bedingung  erftUlen: 

I  f(xu  xsr-  Xn)  —  fiai,  os,  •  •  •  a«)|  <  *. 

Versteht  man  unter  ^1,  ^t,  '  - '  Q'n  ii^end  welche  Grössen  zwischen 
—  1  und  +  1,  so  lasst  sich  jede  Stelle  in  der  Umgebung  (h)  von  (a) 
in  der  Form  angeben: 

«1  +  ^ih,  aj  +  ^»Ag,  •  •  •  a,  +  d-nK, 

und  es  wird  somit  von  der  an  der  Stelle  (a)  stetigen  Function  verlangt, 
dass 

sei.    Die  Definition  der  Stetigkeit  involvirt  die  Stetigkeit  von 

f(xi,  •  •  •  Xn) 

in  Bezug  auf  jede  einzelne  Variable  Xtj  denn  es  soll  auch 

I  /*(«!,  oj,  •  •  •  ay  +  dyÄy,  •••«»)  —  f{ai,  «8,  •  •  •  a„)  I  <  *  (v  =  1, 2,  •  •  •  n) 

sein.    Doch  umgekehrt  folgt  aus  diesen  n  Bedingungen   noch  nicht 
die  Stetigkeit  in  dem  früher  genannten  Sinne. 

Ist  es  aber  möglich,  in  der  Nähe  von  (a)  eine  Stelle  (a  +  A)  zu 
finden,  so  dass  für  alle  Stellen  (a  +  d-h) 

f{ai  +  ^lÄi,  •  •  •  a,.,  •  •  •  a«  +  d'nK) 
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eine  stetige  Function  von  Xt  allein  ist;  dergestalt  dass 

für  alle  Werthe  von  d,  und  ausscUiesslicli  durch  Wahl  von  K  aber 
unabhängig  von  d"iÄi,  •  •  •  -ö-y—iÄ^^i,  d-y^iK^i^  •  •  •  d-nK  kleiner  wird 

als  —  (wobei  dem  Index  v  successiye  die  Werthe  1,  2,  •  •  -n  beizu- 
legen sind),  so  ist  f(xi,  a:»,  •  •  •  ar»)  an  der  Stelle  (a)  stetig. 

Setzt  man  nämlich  in  der  i;  «» 2  entsprechenden  Ungleichung 
d"i  =  0,  in  der  zu  v  =  3  gehörenden  Ungleichung  ^,  «=  ^^  «=  0,  usw. 
und  in  der  f&r  i/  =»  n  hervorgehenden  Ungleichung 

und  addirt  dann  alle  n  Ungleichungen,  so  entsteht  wirklich  die  Un- 
gleichung: 

I  f(ai  +  -Ö-iÄi,  •  •  •  a„  +  ^,Ä»)  —  f(ai,  •  •  •  a«)  |  <  *. 

Die  Bedeutung  dieser  letzten  Art  der  Stetigkeit  liegt  darin,  dass 
die  Untersuchung  der  Stetigkeit  einer  Function  mehrerer  Variablen 
auf  die  Untersuchung  der  Stetigkeit  in  Bezug  auf  je  eine  der  Variablen 
zurückgeführt  ist.  « 

Ist  eine  Function  f  an  jeder  Stelle  eines  Bereiches  einschliesslich 
der  Grenzstellen  stetig,  der  durch  die  Ungleichungen  beschrieben  sei: 

üy  —  dw^Xr^Or  +  df        (v  «=  1,  2,  •  •  •  w), 

so  nimmt  f  an  einer  Stelle  des  Bereiches  die  obere  Grenze  der 
Functionswerthe  an,  an  einer  andern  Stelle  die  untere  Grenze;  in 
angebbarer  Umgebung  einer  Stelle,  an  der  f  nicht  verschwindet,  be- 
wahrt die  Function  ihr  Zeichen;  und  f  nimmt  jeden  Werth  an,  der 
zwischen  zwei  an  verschiedenen  Stellen  des  Bereiches  bestehenden 
Functions werthen  liegt.  Nach  Angabe  einer  Grösse  ^  >  0  kann  man 
immer  n  positive  Grössen  hi,  •  •  •  %»  derart  finden,  dass  die  Werthe 
von  f  an  zwei  Stellen  (z)  und  (x'),  fär  die 

\x^  —  Xr\<K        (i/  =  1,  2,  •  •  •  n) 
ist,  die  Ungleichung  erfOllen: 

I  f(Xi,  ...Xn)—  f(Xi\  '"Xn)\<  8. 

Alle  diese  Sätze  sind  entsprechend  denen  in  §  15. 
Die  Function 

convergirt  nach  der  Grenze  Null,  wenn  man  die  von  einander  unab- 
hängigen Variablen  x^  und  x^  von  einer  beliebigen  endlichen  Stelle 
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{x^^^j  xj^^)  auf  stetig  yerlaufenden  Wegen  nach  der  Stelle  (0,  0) 
fiilirty  d.  h.  auf  Wegen,  die  sich  durch  Formeln  x^  «=  9i(0  "^  ^♦iCOj 
Xg  =  92(^)  =  ^^j(<)  beschreiben  lassen,  wo  ^i(0  ^u^d  ^j(0  in  der 
Umgebung  von  <  =  0  stetige  Functionen  sind.  —  Setzt  man  /"(0, 0)=»0 
und  bemerkt,  dass  man  nun 

unabhängig  von  d'^A,  oder  unabhängig  von  ^ih^  durch  Wahl  yon  A^ 
oder  h^  beliebig  klein  machen  kann,  so  ergibt  sich,  dass  die  Function 
f{x^^  X2)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (0,  0)  stetig  ist  und  nicht  allein 
lim  f(Xi,  x^)  gleich  Null  sondern  f(0,  0)  •=  0  ist. 

Ebenso  ist  ersichtlich,  dass  die  Function 

an  jeder  Stelle  (rr^,  0)  unstetig,  und  an  der  Stelle  (0,  0)  völlig  un- 
bestimmt ist.  — 


in.  Abschnitt. 
Arithmetik  eomplexer  OrSssen. 

§18.     AuB   mehreren   Gmndelementen   Bnaammengesetste  GröBBen 
und  die  complezen  Grossen  im  engeren  Sinne. 

1.  Bevor  wir  auf  die  nähere  Behandlung  irgend  einer  der  bisher 
besprochenen  Functionen  reeller  Variablen  eingehen,  haben  wir  das 
System  von  Grossen^  das  wir  in  die  Rechnung  aufnehmen,  noch  zu 
erweitem,  und  wir  brauchen  noth wendig  noch  neue  Zahlengrössen: 
die  sogenamiten  complexen  Crrössen,  denn  ohne  neue  Grossen  könnten 
wir  nicht  einmal  Werthe  Ton  x  angeben,  für  die  ic*  +  a  verschwindet, 
wenn  a  eine  positive  (reelle)  Grosse  ist;  und  müssten  an  vielen  Stellen 
die  Definitionen  und  Sätze  mit  Beschränkungen  aussprechen. 

Wir  fdhren  die  complexen  Grossen  absichtlich  erst  hier  eia,  um 
wieder  Gelegenheit  zu  haben,  einige  der  schon  geführten  Untersuchungen 
bei  der  vorzunehmenden  Erweiterung  des  Grössengebietes  zu  wieder- 
holen und  die  wichtigen  Gedanken  hervorzuheben. 

Bisher  betrachteten  wir  nur  Grössen,  die  aus  einem  Grundelemente 
e^y  dem  entgegengesetzten  e/,  und  den  Bruchtheilen  dieser  zusammen- 
gesetzt waren,  oder  dann  die  durch  Fundamentalreihen  solcher  Grössen 
definirten  Grössen.  War  g  eine  reelle  Grösse,  der  das  Grundelement 
e^ «»  1  zu  Grunde  lag,  so  bezeichnete  ^e^  die  g  entsprechende  Grösse 
in  dem  Grundelemente  e^. 

Nun  kann  man  fragen,  ob  man  nicht  Grössen  x  entsprechend 
den  bisherigen  arithmetischen  Principien  definiren  kann,  die  sich  aus 
mehreren  Grundelementen  (oder  Einheiten)  6i,  es,  *  •  •  6»  in  der  Gestalt 

zusammensetzen  lassen,  wo  |i,  Is,  •  •  •  gn  reelle  Grössen  sind. 
Wir  verlangen  also,  dass  sich  für  zwei  Grössen 


a  =  ^ccyC^ ,    b  —  ^ßpe, 


1  y=l 


die  einander  gleich  heissen  sollen,  wenn  a,.  «=  /},  (v  »  1,  3,  •  •  •  n)  ist. 
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a 


die  Grundoperationen  so  definiren  lassen^  dass  a-^-b,  a  —  b,  ahy  y 

Grössen  gleicher  Art  sind  (d.  h.  von  der  Gestalt  ^  S/^r)  und  dass 

die  für  die  reellen  Grössen  bestehenden  Bechnungsgesetze  ihre  Giltigkeit 
behalten,  so  dass  unter  anderem  auch  das  Product  zweier  Grossen  a,  h 
nur  Null  ist,  wenn  mindestens  ein  Factor  yerschwindet. 

Die  Additionsgesetze  imd  das  Rechnungsgesetz  (a  —  b)  -{-h  ^^a 
verlangt;  dass  man  die  Summe  und  Differenz  durch  die  Formeln  definirt: 

n  n 

Es  soll  auchab  eine  aus  den  Elementen  e^  gebildete  complexe  Grosse  sein: 

H 

« 

und  sie  soll  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  die  Multiplications- 

gesetze  ganzer  Zahlen  auf  a  und  b  anwendet. 

Daraus  folgt  im  Falle  der  aus  zwei  Elementen  e^  und  e^  gebildeten 

Grössen 

a  =  «1^1  +  «KjCg,    b  =  ßißi  +  ß^e^: 

ab  =  «lAC^iC,)  +  «gftCcjei)  +  a^ßiie^e^)  +  a«  A(^€,). 

Doch  das  Product  zweier  Elemente  6^  und  6,  soll  auch  eine  Grösse  der 

sein,  und  es  sollen  die  Beziehungen  bestehen 

daher  muss  zunächst 

fd)  =  eil)    c(2)  ==:  c(a) 

*12  *2l  '    *12  *21 

und  femer  muss 

*S'WV  -  «SO  -  4V(4V  -  *äO  -  0, 
«S(4V  -  *<.?)  -  4V(4V  -  4?)  -  0 

sein.  —  Setzt  man  hier 

und  gibt  man  n,  jc,  6,  q,  t  irgend  welche  Werthe,  so  sind  die  letzten 
drei  Gleichungen  erfüllt,  und  nun  wird 


Form  (1)  (2) 
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^e,  «  «  p6i  +  (ä^  —  n6)e^ . 

Jetzt  ist  zu  sehen,  dass  man  %  und  n  nicht  gleichzeitig  Null  setzen 
darf,  sonst  würden  die  Producte  e^e^^  e^e^,  e^e^  und  ab  verschwinden, 
ohne  dass  ein  Factor  Null  ist.  Fizirt  man  aber  ein  im  Uebrigen 
willkürliches  Werthesystem  für  ä,  sr',  ö,  q,  r,  so  sind  e^e^,  e^e^,  egC,,  e^e^ 
so  definirt  und  das  Product  ab  so  erklärt,  dass  ab^^^ba,  (ab)c  «=»  (ac)b, 
(a  +  b)c  *==  ac  -^-bc  ist. 

Soll   endlich   auch  y  eine   Grösse   c  «=  yiC^  +  y^Cg   derart   sein, 

dass  a*^bc  wird,  dass  also 

wird^  so  hat  man  zu  setzen: 

yi(ßi(nff  +  nz)  +  ft^p)  +  y^ißi^Q  +  ßt^O)  =  «i; 

und  man  muss  fordern,  dass  diese  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  in 
y^  und  y^  eindeutige  Lösungen  zulassen.  Das  ist  der  Fall,  wie  wir 
später  sehen  werden  (§  23,  Nr.  5),  wenn  die  Grösse 

^  =  (ß^i^a  +  m't)  +  ßiXQ)(ßyt  +  ß^(n:Q  —  7t  ff)) 

—  (fturr  +  A3«'r)(/J,Äp  +  ftw», 
d.  h.  wenn 

z/  =  (rur'*  +  tfÄjr'  —  qx^)  (tß^^  —  6ß^ß^  —  p/Jg*) 

nicht  Null  ist. 

Man  darf  daher  die  willkürlichen  Grössen  9r,  7c\  ff,  t,  x    weder 
so  wählen,  dass  der  Factor 

XTc'^  +  6%n  —  pÄ* 

Yon  ^  verschwindet,  noch  so,  dass  der  zweite  Factor  von  A 

^ß^-^ßxß%-Qß% 
Null  ist;  d.  L  man  muss  r,  tf,  p  so  wählen^  dass  die  Gleichungen 

©'+f©-f-o   -    (|)'-i(t)-^_0 

nicht  durch  reelle  Werthe  für  ~-  beziehungsweise  ^   erfüllt    werden; 
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und  das  ist  der  Fall  —  wie  wir  hier  als  bekannt  Yoraussetzen  —  wenn 

ist.     (§  27,  Nr.  1.) 

Wählt  man  darnach  o,  q,  t  gerade  so,  dass  diese  Bedingung  er- 
fällt wird,  dann  sind  die  complexen  Grössen  der  Form  Si^i  -f  («^  so 
definirt,  dass  für  sie  die  Rechnongsgesetze  ganzer  Zahlen  gelten. 

Setzt  man  insbesondere 

Ä  —  O,     tf  =  0,    Ä'r-»1,    ä'p  =  — 1,    «'>0,    p<0, 
also 

c,e,  =  — 1,    ej  =  +  y=~l, 


so  dass  die  complexen  Grössen  die  Gestalt  (j  -{~  ^V~~  ^  haben,  so 
ist  das  Multiplicationsgesetz  in-  der  Formel 

(a,  +  «,  |/:ri)  OJ,  +  ^  ]/=D  =  (a, ft  -  «,  A)  +  (a,  /5,  +  «,/J,)  yCTI 

und  das  Diyisionsgesetz  in  der  Formel: 


ft+p^yZ-T  ft*  +  A*    "^    ft'  +  ft'    '^ 

ausgesprochen,  indem  hier  y^  und  ^^^  ^^^  Werthe  annehmen: 

zu     —I  "l  ft   +  ^«  ft  «     ft  "»   —  «1  fe 


Man  bezeichnet  |^ —  1  mit  t,  und  die  Grössen  a^=^a^  4"^*  ^^^^ 
man  im  engeren  Sinne  complexe  Zahlengrössen;  1  und  i  sind  ihre 
Grundelemente.    Es  ist 

»0  „  1^  i«  _  _  1^  ^-8  _  _  i^  i«  =  1^  ^4/.+.  _  i.      (^  ^  0,  1,  2,  3). 

Die  aus  der  Einheit  und  deren  Bruchtheilen  gebildeten  rationalen  nnd 
die  irrationalen  Zahlengrössen  a  sind  die  reellen  Grössen;  die  Grössen 
ai  heissen  imaginär  und  i  die  imaginäre  Einheit  Die  complexe  Grosse 
^1  4~  ^8^  hft^  <^B0  einen  reellen  und  einen  imaginären  Bestandiheil. 
(^1  —  ^0  ^6^88^  die  zu  tti-^-a^i  conjugirt  complexe  Grösse, 

Für  die  complexen  Grössen  a^^-^-  a^i  sind  die  B>echnungsgesetze 
besonders  einfach;  (die  Bechnungsgesetze  der  allgemeinen  Grössen 
^1^1  "{"  ii^  ^üid  in  den  früheren  Formeln  enthalten). 

Wir  nehmen  als  complexe  Grössen  in  zwei  Grundelementen  die- 
jenigen auf,  die  diese  einfachsten  Rechnungsgesetze  darbieten  und  lassen 
hier  die  Erörterung  der  zu  verneinenden  Frage  ausser  Acht,  ob  auch 
Zahlengrössen  aus  mehr  als  zwei  Grundelementen  gebildet  werden 
können,  welche  alle  die  an  die  Grössen  ^^e^  -(-  l^^e^  gestellten  Anfo^ 
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denmgen  erfüllen;  mid  noch  yielmehr  lassen  wir  die  Erörterung  bei 
Seite,  dass  die  Gesammtheit  der  aus  n  Haupteinheiten  (Grundelementen) 
zusammengesetzten  Grossen  nicht  mehr  bietet  als  das  Gebiet  der  reellen 
und  complexen  Grössen  in  den  Einheiten  1  und  i,  indem  sie  gewisser- 
massen  als  selbstverständliche  VeraUgemeinerung  erscheint. 

Wir  haben  jetzt  den  Aufbau  des  Systems  von  ZaUengrössen 
beendet,  die  wir  in  der  Rechnung  benützen  werden.  Ob  unsere  Grössen 
ausreichen,  d.  h.  ob  jeder  durch  die  vier  Elementaroperationen  definirte 
Zusammenhang  zwischen  gegebenen  Grössen  unserer  Art  und  zu  suchen- 
den Grössen  durch  Grössen  aus  unserem  Gebiete  lösbar  ist,  kann  erst 
die  besondere  Untersuchung  lehren,  d.  h.  man  kann  von  vornherein 
nicht  wissen-,  ob  nicht  besondere  Aufgaben  neue  Grössen  erfordern, 
ja  vielleicht  Grössen,  die  nicht  auf  dem  Princip  von  der  Permanenz 
der  arithmetischen  Gesetze  aufgebaut  sind,  wie  man  auch  nicht  be- 
haupten kann,  dass  es  neben  den  vier  bekannten  Elementaroperationen 
keine  weiteren  mehr  gibt.   — 

2.  Wir  wollen  ein  Abbüd  der  complexen  ZaMengrössen  £i  +  Ss^ 
schaffen.  Es  ist  uns  bekannt,  dass  in  einer  durch  den  Träger  der 
reellen  Grössen  (der  reellen  Zahlenlinie)  gelegten  Ebene  jeder  Punkt 
gegenüber  dieser  Geraden  und  der  durch  den  Träger  0  der  Grösse  Null 
zur  ersten  Geraden  in  der  Ebene  verlaufenden  Senkrechten,  an  der 
man  auch  einen  positiven  und  negativen  Theil  unterscheidet,  nach 
Annahme  einer  Maasseinheit  durch  ein  Paar  von  Grössen,  die  Coor- 
dinaten  (£,  17)  bestimmt  ist  und  zu  jedem  Grössenpaare  (S,  1})  ein 
Punkt  der  Ebene  gehört.  Wenn  wir  daher  in  der  complexen  Grösse 
l  +  iri  £  als  Abscisse,  ij  als  Ordinate  eines  Pimktes  der  Ebene  an- 
sehen, so  lässt  sich  jeder  Grösse  i-j-iti  ein  Punkt  und  jedem  Punkte  eine 
compleze  Grösse  zuordnen.  Die  reellen  Grössen  finden  ihre  Träger  in 
den  Punkten  der  reellen  Zahlenlinie,  die  rein  imaginären  iij  haben 
dann  ihre  Träger  in  den  Punkten  der  Ordinatenachse ;  und  die  Grössen 
1,  —  1,  t,  — i  insbesondere  in  den  Schnittpunkten  der  reellen  und  der 
rein  imaginären  Achse  mit  dem  um  0  mit  dem  Radius  1  gelegten 
Kreise,  dem  sogenannten  Einheitskreise;  den  Träger  einer  Grösse  S  +  ^V 
finden  wir  in  einem  Punkte  ausserhalb  der  Achsen. 

3.  Man  kann  die  neuen  Zahlengrössen  auch  auf  Grund  einer 
Definition  der  geometrischen  Multiplication  entstehen  lassen.  Versteht 
man  unter  dem  geometrischen  Producte  zweier  in  einer  Ebene  von 
0  ausgehenden  in  Länge  und  Richtung  verschiedenen  Strecken  die 
von  0  ausgehende  Strecke,  die  durch  Vervielfältigung  der  absoluten 
Länge  und  Drehung  um  einen  Winkel  so  aus  dem  einen  Factor  ent- 
steht, wie  der  andere  aus  der  positiven  Längeneinheit,  und  ist  j  der 


—i^ 
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Ausdruck  ftlr  die  Strecke  von  der  Länge  1  und  derjenigen  Richtung, 
in  die  man  von  dem  positiven  Theile  der  reellen  Zahlenlinie  durch  eine 
Drehung  von  90^  (im  Sinne  entgegengesetzt  der  Drehung  des  Uhr- 
zeigers) gelangt,  so  entsteht  —  1  aus  j,  wie  j  aus  -|~  1  entstanden  ist, 
d.  h.  es  ist  —  1  «=  j'  •  J.  Also  j  ^=ai  ^^a  y — 1  ist  der  Ausdruck  für 
die  auf  dem  positiven  Theile  der  Ordinatenachse  aufgetragene  Längen- 
einheit und  der  Endpunkt  dieser  Strecke  ist  der  Träger  von  t. 

4.  Ist  in  der  Zahlenebene,  in  der  v^ir  die  complexen  Grossen  auf 
Grund  von  Definitionen  abgebildet  haben ,  der  Punkt  A  Träger  von 

a;-»|-|-»i7y  so  ist  die  Entfernung  r^^OA  durch 

+  VV  +  V^   ausgedrückt.     Man   nennt    diese 

Grösse  }/|*  +  ly*  den  absoluten  Betrag  von 
g  -{-  iij  BS  o;  und  bezeichnet  ihn  durch  j  x , 
oder  I  I  +  tiy  I . 

Ist  der  Winkel,  den  OA  mit  dem  posi- 
tiven Theile  der  reellen  Zahlenlinie  einschliesst, 
g),  und  lässt  man  diesen  von  0  an  bis  360° 
oder  den  zugehörenden  Bogen  g)  auf  dem  Ein- 
heitskreise von  0  bis  2  ff  v^achsen,  so  ist 
I  =  r  cos  9,    ij  =  r  sin  9     und    ä  «=  r  (cos  9)  +  t  sin  9). 

Zu  jeder  complexen  Grösse  6  +  *fl  giht  es  einen  Werth  von 
r  =  y^^  4"  V^  ^Jid  einen  zwischen  0  und  2«:  liegenden  Werth  von  q> 
(die  Grenze  0  mit  eingeschlossen);  denn  ist  g  >  0,  17  ^  0,  so  ist  g>  der 

zwischen  —  y  und  y  liegende  Bogen,  dessen  Tangente  den  Werth 
Y  besitzt:  g>  =  arctang  y ;  und  ist  |<0,  ij  ^  0,  so  ist  q>  gleich  «  plus 
dem  zwischen  — ^  ^^^  Y  ^^^S^^^^^  Bogen,  dessen  Tangente  den 
Werth  Y  besitzt:  *g)  «=  «  +  arctg  y  • 

Die    Betrachtung    der    gegenseitigen 
Lage  der  den  Grössen: 

0,    a  =  ai+ai%,     6  — fti  +  J^i, 
a  +  h  =  (a,  +  b,)  +  (a,  +  b,)i 

zugehörenden  Punkte  0,  A,  B,  C  lehrt, 
dass    die    durch    |a|,   {&{;    |a-]~^|   g^~ 
—  messenen  Entfernungen  0-4,  OB,  OC  der 
Fig  s.  Beziehung  genügen: 

al-|6||<la  +  6!^|a|  +  |6|, 

weil  eine  Seite  eines  Dreiecks  nicht  grösser  sein  kann  als  die  Summe 
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der  beiden  andern  und  nicht  kleiner  ist  als  die  Differenz  der  andern. 
Diese  Ungleichungen  sind  auch  durch  rein  arithmetische  Betrachtungen 
zu  gewinnen. 

Soll  c  =  a  —  b  sein,  also  a=^  c  -{-b,  so  liegt  der  Träger  C  von  c 
so,  dass  OÄ  die  Diagonale  des  aus  den  Seiten  OB  und  OC  gebil- 
deten Parallelogramms  wird.  Man  er- 
halt also  Cy  indem  man  OC  der  Grosse 
nach  gleich  AB  macht  und  in  der  durch 
BA  verzeichneten  Richtung  legt.  Wie- 
der folgt: 

||a|  — |6||^|a  — 6|^|al  +  |6|. 

Der  absolute  Betrag  von  a  —  6  ist 
gleich  dem  Abstände  der  Punkte  A 
und  B]  daher  liegt  die  Gesammtheit  der 
Punkte  oder  Stellen  o;,  fOr  die  |  a;  —  a  |  -=  r 
ist,  auf  der  um  A  mit  dem  Radius  r  verzeichneten  Kreislinie.  Die 
Gesammtheit  der  Stellen  o;,  fttr  die  |  o;  —  a  |  <  r  ist,  liegt  innerhalb 
des  genannten  Kreises  und  macht  die  Umgebung  r  van  a  aus. 

Weü 

a6  =  (oi  +  Oji)  (6i  +  b^%)  =  (a^bi  —  Ojftg)  +  iia^b^  +  a^b^) 
ist,  so  gilt 

\ah\^y(aA-<hhy-h(a,h+a,b,y  -  V(^» +0(^+6,0-1«  11*!; 
und  weil 


Fig.  8. 


ist,  80  wird 

a     _  -[/(Ol 6i  +  fli b^y  +  (Ol ^1  •- Ol ^»)* 


(&i*  +  V) 


^^* 


') 


§  19.    Die  Moivre'sche  Formel  tind  üire  Anwendung. 

1.  Setzt  man 

a=^r^  (cos  a  +  i  sin  «),    6  »»  r,  (cos  /J  +  i  sin  /J) , 


*)  litteratur:  GauBB  Ges.  W.  II  p.  169. 

Hankel:  Zar  Theorie  der  complezen  ZaUensysteme  1867. 

WeierBtrass:  Zur  Theorie  der  aua  n  Haupteiaheiten  gebildeten  complezen 

GrÖBBen  1884  in  den  Göttinger  Nachrichten. 
Schwarz,  Dedekind,  Holder  (ebendaselbst  1884,  1886  und  1886). 
Berloty:  Theorie  des  quantitdB  complexeB  ä  n  unit^s  principales  1886. 
Stolz:  (VorleBaDgen). 
Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  die  AufGMsangen  Dedekind's  and  Poinoar^'s  über 
die  Zahlensysteme  zu  berühren,  and  aaf  die  neueren  Arbeiten  von  Study,  Scheffers 
and  Molien  zu  verweisen. 

Biarmann,  EUmente  der  höheren  Mathematik.  8 
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so  folgt 

ab  =«  r^fj  (cos  (a  +  /J)  +  i  sin  (a  +  ß)) , 
also 

a*  BS  fj*  (cos  2a  +  i  sin  2a). 

Wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet^  ist  daher 

a"  «=  rj  (cos  na  +  »  sin  na). 
Da  ebenso 


a 


~  =  -L  (cos  (a  —  j8)  +  i  sin  (a  —  /5)), 
~  =  ~  (cos  (—  ß)  +  i  sin  (—  /S)), 

1  ==  -L  (cos  (—  nß)  +  i  sin  (-  nß))  =  6— 

ist,  so  gilt  die  Formel 

(cos  a  +  t  sin  a)P  «»  cos  (|)a)  +  *  sin  (jpa) 

sowohl  für  positiye  als  auch  f&r  negative  ganze  Zahlen  p. 

Indem  man  in  der  letzten  Formel  beiderseits  die  p^  Wurzel  zieht 
und  pa  mit  a'  bezeichnet,  erhält  man 

(cos  —  +  i  sin  — j  =»  (cos  a'  +  t  sin  a')^ 
imd  hierauf 

(cos  -^  +  i sin  ^j  —  (cos  a'  -^  -^  %  sin  a'  -^j  -=  (cos  a'  +  i  sin  a')^, 

wo  2  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.    So  ist  ersichtlich,  dass  die  Formel 

(cos  a  +  i  sin  a)"»  •»  cos  ma  -|-  ^  sii^  *^ ^ 
auch  gilt;  wenn  m  eine  rationale  gebrochene  Grösse  ist.    Doch  weil 
sin  (a  +  2ä;ä)  =  sin  a,    cos  (a  +  2ä;ä)  =  cos  a 

ist,  wenn  unter  Je  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ve^ 
standen  wird,  so  lautet  diese  nach  Moivre  benannte  Formel  aufi- 
führlicher: 

(cos  a  +  i  sin^a)"*  -=»  (cos  (a  +  2Ä«)  +  i  sin  (a  +  2ää))"*  »= 

=  cos  (ma  +  2mJcx)  +  *  sin  (wa  +  2m1cx). 

3«  Für  eine  ganzzahlige  Grösse  m  hat  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Formel  nur  einen  Werth;  ist  aber  m  eine  ge- 
brochene Grösse  — ,  die  wir  uns  auf  eine  solche  Form  gebracht  denken, 
dass  die  ganzen  Zahlen  fi  und  v  relativ  prim  sind,  so  nimmt 

cos  (~  a  +  2  —  Jcjc)  +  i  sin  (—  a  +  2  —  Jctc)  (a) 

fi  verschiedene  Werlhe  an,  wenn  man  Je  alle  positiven  oder  negativen 
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ganzzahligen  Werthe  beilegt.  In  der  That;  gibt  man  Je  zunächst  zwei 
yersehiedene  Werthe  ans  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  •  •  •  (ft  —  1)  nnd 
zwar  die  Werthe  l  nnd  X',  so  kann 

cos  (ff  —  +  2A  ~  ä)  +  i  sin  (—  a  +  2il  -^  n) 
nur  gleich 

cos  (ff  —  +  2 A'  ~  «)  +  *  sin  (—  ^  +  2  A'  —  ÄJ 


sein^  wenn 


V 


ff.-  +  2A-^Ä  =  ff^  +  2r-^  +  2x« 

ist^   wo  X  eine  ganze  Zahl  bezeichnet;  doch  diese  Beziehung  ist  nicht 
möglich^  denn  es  müsste 

(l  —  X')v  =  x(i 

sein,  und  das  geht  nicht  an,  da  weder  v  noch  (1  —  A')  durch  fi  theil- 
bar  ist. 

Daher  erhält  man  wirklich  (i  verschiedene  Werthe  für  die  ft^ 
Wurzel  aus  der  v^  Potenz  von  (cos  ff  +  i  sin  a),  wenn  man  in  dem 
Ausdrucke  (a)  k  die  fi  Werthe: 

0,1, 2,...  (,*-!) 
gibt.  —  Setzt  man  hierauf  A;  =>  A  -|-  xfi;  so  wird  wegen  der  Beziehungen : 

cos  (~  ff  +  2A  ~  Ä  +  2xv%\  =»  cos (—  ff  +  2A  —  srL 

sin  (—  ff  +  2A  —  Ä  +  2xv7t\  —  sin  (-^  a  +  2A  ~  äJ 

kein  neuer  Werth  für  y  (cos  ff  +  »  sin  ff)*  hervorgehen. 

Damit  ist  erwiesen^  dass  die  m^  Wurgel  aus  (cos  ff  -|-  ^  sin  «)  die 
m  Werthe  hesitgt,  welche  in 

«<«'te  +  ^)  +  --(^  +  ^)        (*-0,l,2,...(m-l)) 

niedei^elegt  sind. 
Da 

1  —  cos  0  +  i  sin  0,     —  1  =  cos  ä  +  i  sin  ä 

ZU  setzen  ist^  weiss  man  nunmehr  je  m  Werthe  für  yl    beziehungs- 

weise  für  y —  1  anzugeben,  d.  L  je  m  Werthe,  die  die  Gleichungen 

af»— 1  =  0,    ic«+l  —  0 
erfüllen.     Sie  lauten: 

cos  ^  +  i  sin  -^        (*  =  0, 1,  2,  •  •  •  (m  —  1)) 

oder 

S* 
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•   -'-^±»-'-^"        (*'-0,1.2,...((f))) 
beziehungsweise : 

cos  ^ — ^—  +  *  ^^- — ^—        (Ä  =  0, 1,  2,  •••(♦»  —  D) 
oder 

eos  ^^^  ±  i  sin^^i^        (*'-  0, 1, 2, . . .  ((^))), 

wobei  unter   ((y))  iind  (( — i~))  <^iö  grSssten  in  (yj  oder  ( — ^^j 

enthaltenen  ganzen  Zahlen  verstanden  sind. 

Damach  sind  die  Werthe  von  ar,  welche  die  Gleichung  x*  — 1=0 
erfüllen: 

1;    c^«-8"i**^T    ^^^^    ^'    2        9     2 

8.    Unter  den  fn**"*  Wurzeln  der  Einheit: 
£j^  BS  cos  -^  +  i  sin  -^        (Ä  —  0, 1,  2,  •  •  •  (m  —  1)) 

heissen  diejenigen  primüiv,  die  zu  keiner  niedrigeren  Potenz  als  der 

«n*^  erhoben  1  geben. 

nk 
Soll  (fjfc)*  «»  1  sein,  so  muss  —  eine  ganze  Zahl^  also  n  ein  Viel- 
faches von  m  sein,  wofern  k  gegenüber  m  relativ  prim  ist.  Daraus 
sieht  maU;  dass  nur  diejenigen  m*^  Einheitswurzeln  Sk  primitiv  sind, 
für  die  h  gegenüber  m  relativ  prim  ist.  —  Ist  aber  e  eine  solche 
Wurzel,  so  sind  die  m^^  Wurzeln  der  Einheit  «*  (i  =  0,  1,  •••  (m  —  D)  in: 

enthalten,  weil  ja  £"*  >»  1  und  a^^  »»  1  ist,  aber  niemals  eine  dieser 
Grossen  £^  einer  anderen  s*  unter  ihnen  gleich  sein  kann,  da  sonst 

6^-"  •=-  1 

wäre,  obwohl  doch  erst  die  m**  Potenz  von  c  gleich  1  sein  sollte.  — 
4.    Indem  man  eine  Grösse  a  '^^  a^-}-  a^i  in  der  Form  darstellt 

I  a  I  (cos  ff  -f- 1  sin  a), 

kann  man  auch  m  Werthe  angeben,  welche  die  „binomische'^  Gleichung 

af*  —  a  «=  0 

befriedigen,  und  zwar  sind  diese  Werthe: 

j^  (- (; + ^) + •  -  (^ + ^)) 

oder 
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y\a\  (coB  ~  +  i  sin  ~)  (cos  ^  +  i  sin  ^)  (k~0, 1, 2, ...  (m~l)), 

wo   v'l  a  I  die  positive  reelle  m**  Wurzel  aus  |  a  \  bedeutet. 
Die  dem  Werihe  h  ^=>  0  entsprechende  Grösse 

j/|a|(co8^  +  isin^) 

heisst  der  Hauptwerth  der  w*^  WurBel  aus  a.  Diesen  Werth  bezeichnen 

wir  mit  ^a,  i.  h.  unter  dem  Zeichen  y^  verstehen  wir  —  wenn  nichts 
anderes  gesagt  ist  —  nicht  eine  mehrdeutige  Grösse,  sondern  den 
Hauptwerth  der  Wurzel. 

Beispiel:  Ist  a  =  —  (l  +  *  V^  "^  2  (cos -^  +  ^süi'j");  so 
wird  die  Gleichung 

iC*  +  (l  +  iVf)  — 0 
durch  die  Werthe  befriedigt: 

JA  (cos  if  +  *  8in^)  (cos  ~  ±  i  8in~)        (k  —  0,  1,  2) 
oder  —  was  dasselbe  bedeutet  —  durch 

V^  (cos  f,  +  .•  8in^)  (coB  ^»*±i)^  ±  ,•  Bin<«*±i>^)    (*  -  0,  1,  2). 

6.  Es  ist  bekanntlich  y^*  ■**  r  ^"*  >  ^-  ^«  ^®  ♦>•**  Wurzel  aus 
a"  ist  auch  die  (mh)*^  Wurzel  aus  a^K  Damit  aber  eine  Lösung  der 
Gleichung  af"*  —  a"*  =  0,  d,  h,  einer  der  Werthe: 


a?-y|a|«(cos^  +  »sm^j(cos^  +  *8m^; 

A  —  0, 1,  2  ...  («ni  —  1) 

unter  den  Lösungen  der  Gleichung  a?"*  —  a*  —  0  vorkomme,  ist  offen- 
bar nothwendig  und  hinreichend,  dass  X  durch  h  theilbar  sei.  — 
Es  ist  immer 

(Va  )"  —  V^; 
damit  aber 


iV  .        iVi     ü/        na  +  2X«    ,     .    .    n«  +  2X«\ 

^ a*  —  ^  |ö r  \^<^fi  — ^ h  *  8U1 5, )  — 


/l/~\        i/i     .    /        n«  +  8w*«    I     .    •    na  +  2nkn\ 

-.(j/aj-j/|a|»(co8-^t_ +  .  Bin  — :?l;j— j 

werde,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  A  von  der  Form  sei: 

A  — nft  -f  wx, 
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and   demnach  ist  X  durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  n 
und  m  theilbar. 

Wir  haben  damit  die  rationalen  Potengen  complexer  Grössen 

a  s»  I  a  I  (cos  a  -\-  isixia) 

besprochen.  — 

6.    Ist  der  Potenzexponent  n  eine  zu  der  Fundamentalreihe 

rationaler  Grossen  gehörende  Grösse,  so  versteht  man  unter  a*  die  zu 
der  Fundamentalreihe 

a""  —  I  a  r''(cos  M, (a  +  2*«)  +  t  sin  n^  (a  +  2k%))        (v  —  1,  2,  3  •  •  •) 

gehörende  Grösse.   —  Da  cos  x  und  sin  x  stetige  Functionen  des  Ar- 
gumentes sind,  wird  bei  bestimmten  Werthen  h: 

lim  cos  Wy  (a  +  2^;«)  «=»  cos  n{a-{'  2kx)j 


r=  OB 


lim  sin  n^  (a  +  2*«)  «=  sin  n  (a  +  2Ä;3r), 

res« 

und 

lim  I  a  p"  •  (lim  cos  n^  (a  +  2Jcx)  -{-  i  lim  sia  w^  («  +  21cn)\ 

hat  einen  bestimmten  Werth.    Dieser  Werth  definirt  a\ 

Entsprechend  den  unendlich  vielen  ganzzahligen  Werthen  f&r  h 
und  den  unendlich  vielen  Werthen  von  n(a  -{-  2k7t),  die  nicht  blos 
um  ganzzahlige  Vielfache  von  2jc  von  einander  verschieden  sind,  hcd 
aber  die  irrationale  Potenz  unendlich  viele  Werthe.  — 

An  dieser  Stelle  bleibt  die  complexe  Potenz  einer  Grösse  a  nocli 
unerklärt.  — 

(Siehe  Cauchy,  Analyse  Algebrique.) 

7.  Aus  der  Jlfoit^re'schen  Formel 

(cos  a  +  ♦  ßi^i  «)™  =  cos  ma  +  i  sin  m«, 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  sei,   entnehmen  wir  durch  Entwick- 
lung von 

(cosa+*sina)'"a=cos"»a+M?)cos"*"~*aBina  —  (^jcos'»~'asin'a 

und   durch   Yergleichung   mit   cos  m  tt  -f  i  sin  m  a   die  Darstellungen 
von  cos  ma  und  sin  ma  in  der  Form: 

cosma=co8"*a — (^jco8"*"~*a8in*a  +  l^)cos'"~*asin*a , 

sinma«='(^jcos'"~*asina-— (^jcos™~^asin'a+(?)  

Die  Ausdrücke  für  cos  ma    und   sinma  sind  somit  gange  Functionen 
von  cosa   und   sina.    Insbesondere  gilt 
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cos  2«  «s  cos*  «  —  sin*  a , 

cos  3a  «*  cos'  a  —  3cos  a  sin*  «, 

cos  4a  =■  cos*  a  —  6  cos*  a  sin* a  +  sin*  a , 

cos  5a  ^  cos*^  a  —  10 cos'  a  sin*  a  +  5cos  a  sin*  a , 


sin  2a  =  2cos  a  sin  a , 

sin  3a  «»  3cos*  a  sin  a  —  sin'  a , 

sin  4a  «»  4cos'  a  sin  a  —  4cos  a  sin'  a , 

sin  5a  =  5co8*  a  sin  a  —  10  cos*  a  sin'  a  +  sin'  a, 

und  wegen  cos*  a  -}-  sin*  a  =»  1  kann  man 

cos  ma^s^^  cos  2na  =  cos*"a  —  (  **)  cos*"~*  a  (1  —  cos*  a)  +  •  •  • 

als  ganze  rationale  Function  von  cos  a  darstellen^  und  auch  als  ganze 
rationale  Function  von  sin  a.  —  Ebenso  ist ^  in  eine  ganze 

8in  a  COB  a  ^ 

rationale  Function   von   cos  a   oder  sin  a   entwickelbar;   und  bei  un- 

-1  ck       I    4   •  1    C08  m  a  1    sin  m  a  1 1      i  .  • 

seradem  m  =  2n  +  1  ist  und  — : sowohl  als  iranze  ratio- 

o  *  C08  of  8in  a  ° 

nale.  Function  von  cos  a  als  auch  von  sin  a  darstellbar.  — 
So  erhält  man  insbesondere  die  Formeln 

cos  a  =  cos  a ,      cos  2a  *=«  2co8*  a  —  1 , 

cos  3a  =  4 cos'  a  —  3cos  a ,    cos  4a  «=  8 cos*  a  —  8 cos*  a  +  1 , 
cos5a«=»  16cos'  a  —  20cos'a  -j-  5cosa,     cos 6a«:» 32 cos' a  —  48co8*a+ 

+  18cos*a  —  1 
usw.,  aus  denen  man  ablesen  kann,  dass 

cos  ma  «»  2cos  a  •  cos  (m  —  1)  a  —  cos  (w  —  2)a 
ist,  wie  es  auch  die  Relation 

cos  (oTj  +  x^)  =  2cos  Xi  •  cos  x^  —  cos  {x^  —  x^ 

vorschreibt. 

Man  kann  umgekehrt  die  ganzzahligen  Potenzen  von   cos  a   und 
sin  a  durch  die  cosinuse  und  sinuse  der  vielfachen  Argumente  ausdrücken. 

In  der  That,  setzt  man 

cos  a  +  i  sin  a  =  a,     cos  a  —  ♦  sin  a  «»  a', 
also 

2  cos  a  '^  a  -{•  a'f    2  i  sin  a  =  a  —  a', 
so  wird 
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Art    vorkommen.     Die    zusammengesetzte    Yorstellung    der   Systeme 
gleichartiger  Elemente  ist  die  Zahlengrösse. 

3.  Wir  bezeichnen  mit  a,  b,  c,  . . .  Zahlen^  die  aus  einem  und 
demselben  unbestimmt  gelassenen  Grundelemente  e  oder  der  abstracten 
Einheit  1  zusammengesetzt  sind.  Wenn  jedoch  das  Grundelement  e, 
aus  dem  Zahlen  a,  by  c  .,.  zusammengesetzt  sind^  besonders  kenntlich 
gemacht  werden  soll,  schreiben  wir  statt  a  ae,  statt  b  be  usw. 

2koei  aus  demselben  Grundelemente  zusammengesetzte  Zahlen  a 
und  b  heissen  gleich  (a  =^b),  wenn  sich  zu  jedem  Elemente  der  einen 
Zahl  ein  Element  der  anderen  zuordnen  lässt^  und  ungleich,  wenn  bei 
dem  Vergleich  der  einander  gegenübergestellten  Elementenreihen  in 
der  einen  Elemente  vorkommen,  denen  in  der  anderen  keine  ent- 
sprechen. Die  Zahl,  die  mehr  Elemente  enthält,  heisst  die  grössere, 
die  andere  die  Jcleinere  und  zwar  schreibt  man  a>b,  b  <ia,  wenn  a 
die  grössere  Zahl  ist. 

Ist  a  ^^by  so  gilt  auch  b  =  a. 

Ist  a  =  6,  6  «s  c,  so  folgt  a  =  c. 

Ist  a>b,  &  >  c,  so  folgt  a  >  c. 

4.  Mit  den  aus  gleichen  Elementen  gebildeten  ganzen  Zahlen 
nimmt  man  Verknüpfungen  vor,  zu  denen  ursprünglich  durch  Er- 
fahrung festgestellte  Eigenschaften  von  Gegenständen  der  Sinnenwelt 
die  Veranlassung  gegeben  haben  werden. 

Man  bildet  erster^  aus  zwei  Zahlen  a  und  b  eine  dritte  c,  welche  die 
in  a  und  b  vorkommenden  Elemente  und  nur  diese  enthalt 

Diese  stets  ausführbare  Operation  heisst  Addition^  die  neue  Zahl  c, 
die  man  mit  a  +  &  (lies:  a  plus  b)  bezeichnet,  heisst  die  Summe  der 
„Summanden'^  a  und  b, 

a)  In  der  Summe  kann  man  jeden  Summanden  durch  eine  ihm 
gleiche  Zahl  ersetzen. 

ß)  Es  ist 

a  +  &  —  &  +  « 
und  ebenso 

d.  h.  die  Summe  ist  unabhängig  von  der  Folge,  in  der  die  Summanden 
verbunden  werden. 

y)  Verwendet  man  bei  einer  Addition  das  Ergebnis  der  Addition 
zweier  Zahlen  a  und  b,  so  schliesst  man  a  -\'  b  in  Klammem  ein: 
(a  -{-  b).    Nach  dieser  Erklärung  bemerken  wir,  dass  auch 

a  +  (b  +  c)^{a  +  b)  +  c 
ist,   dass  also  die  Summe   von   der  Vereinigung  der  Summanden  in 
Theilsummen  unabhängig  ist. 


§  1.  Begriff  d.  ganzen  Zahl  u.  d.  directen  Reohnungsoperat.  m.  ganzen  Zahlen.  Nr.  8, 4, 5.  3 

Die  letzten  zwei  Ädditionsgesetise  ganzer  Zahlen  heissen  das  commu- 
UMve  beziehungsweise  das  associative, 

6.  Setzt  man  an  Stelle  jedes  der  Elemente  einer  Zahl  b  die  Zahl  a, 
so  entsteht  die  Summe 

a  +  ö  +  •  •  •  +  <*  (6mal), 

die  man  mit  axb  oder  a •  b  oder  ab  bezeichnet.  Diese  Operation,  durch 
die  ab  (sprich  a  mal  b)  gebildet  ist,  heisst  Mültiplication.  ab  heisst  das 
Product  der  Factaren  a  und  b,  a  der  MuUiplicand,  b  der  Multiplicaior. 
Man  setzt  fest;  dass  a  •  1  »»  a,    1  •  1  =»  1 ;    ae-e^^^  ae,   ee  ^^  e  ist. 

Das  Froduct  a&  ist  aus  a  ebenso  zusammengesetzt  wie  b  aus  dem 
Grundelemente,  daher  kann  man  sagen: 

Eine  Zahl  a  mit  einer  andern  b  muUifliciren,  heisst  eine  driUe 
c^aab  so  aus  dem  Multiplicand  a  bilden j  wie  der  MuUiplicator  b  aus  dem 
Orundelemente  gebildet  ist\  (doch  weil  hier  die  Mültiplication  aus  der 
wiederholten  Addition  hervorging,  ist  sie  an  dieser  Stelle  nicht  als 
selbständige  Rechnungsart  aufzufassen). 

Weil  man  in 

a  +  «  + h  ö  (6mal) 

aus  jeder  Gruppe  von  a  Elementen  eines  herausnehmen  und  diese  zu 
b  vereinigen  kann,  dieser  Vorgang  aber  amal  möglich  ist,  und  die 
Vereinigung  all  dieser  Verknüpfungsergebnisse 

6  +  6  +  •  •  •  +  6  (amal) 
gibt,  so  ist 

ab  =  ba. 
Ebenso  ist 

(ca)b  —  (cb)a  =  {ab)c. 

Denn,  wenn  wir  das  Zahlzeichen  c  (a&)mal  niederschreiben  und  zwar 
in  b  Zeilen  und  a  Colonnen,  so  dass  die  Summe  der  Zahlen,  die  in 
einer  Zeile  angezeigt  sind,  (ca)  ist,  die  der  Zahlen  in  einer  Colonne 
(cb)  ist,  so  erhalten  wir  die  Summe  aller  Zahlen  c  also  c(ah)  auch 
dadurch,  dass  wir  die  Summe  (ca)  brnzl  oder  die  Summe  (cb)  amal 
nehmen. 

Daher  ist  das  Ergebnis  der  Mültiplication  sowohl  unabhängig  von 
der  Folge  der  Factoren  cds  auch  unabhängig  von  der  Zusammenfassung 
der  Factoren  in  Theüproducte. 

Neben  diesen  zwei  Multiplicationsgesetzen,  dem  commutativen  besfw. 
associativen  besteht  das  in  der  Gleichung: 

(a  +  6)c  =  (a  +  6)  +  (a  +  6)  H h  («  +  6)  (^mal)  = 

=  a  +  «  +  •'•  +  «(cmal)  +  6  +  6  H +  6(cmal)  «» 

=  ac  +  6c 

1* 
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aasgesprochene  y  sog.  distributive  Gesetz  ^  ans  dem  im  Verein  mit  den 
früheren  die  Formel  folgt: 

(«1  +  ö«  H h  öt»)  (61  +  6»  +  •  •  •  +  &m)  = 

s=  üibi  -|-  a^bt  -f-  •  •  •  H"  fl»6i  -f- 
+  «i&i  +  ü%b%  + h  <^nb%  + 


'm» 


Das  Produd  von  n  einander  gleichen  Zahlen  a  nennt  man  die 
n^  Poten»  von  a  nnd  bezeichnet 

a-a  *  "  a  (n  mal)  mit  a^^ 

(lies  a  zur  n^^  Potenz  oder  a  hoch  n).  Die  Zahl  n  heisst  der  Ex- 
ponent der  Potenz  und  a  deren  Basis. 

Ans  der  Definition  folgen  die  Rechnnngsgesetze: 

Gelegentlich  der  Erwähnung  des  Begriffs  der  ganzzahligen  Potenz 
fahren  wir  an,  dass  im  Falle  n  >  1,  (1  +  na)  <  (1  +  a)"  ist;  eine  Un- 
gleichung, die  wir  später  benützen  werden.  — 

§  2.    Die  indireoten  Beohnungsoperationen  mit  ganaen  Zahlen. 

1.  Wir  wenden  uns  zu  den  der  Addition  und  Multiplication  y,m- 
versen^^  Rechnungsarten^  der  Suhtraction  und  Division. 

Eine  Zahl  b  von  einer  Zahl  a  subtrahiren,  heisst:  diejenige  Zahl 
bestimmen,  die  zu  b  addirt  oder  die  um  b  vermehrt  a  ergibt  Die  Zahl 
a  heisst  der  Minuend,  b  der  Subtrahend  und  die  gesuchte  Zahl,  wenn 
eine  solche  existirt,  die  Differenz  von  a  und  b.  Man  bezeichnet  sie  mit 
a —  b  (lies:  a  minus  6). 

Zufolge  der  Definition  ist: 

6  +  (a  —  6)  «  (a  —  6)  +  6  =  a. 

Die  neue  Operation,  die  Subtraction,  ist  eindeutig,  denn  aus  der 
Annahme,  dass  sowohl 

«  +  i  =  a    als  auch    j3  +  6  =  « 
sei,  folgte 

a  +  &  =  j3  +  6    iMid    cc  =  ß. 

Die  Subtraction  ist  aber  nur  ausfuhrbar,  u^enn  der  Minuend  grösser  ist 

als  der  Subtrahend.  — 

Die  Eigenschaften  der  Differenz  folgen  aus  der  Definition: 

Es  ist 

a  +  (6  —  c)  +  c  =  fl  +  ^; 

Ah.  a  +  (6  —  c)  ist  die  Zahl,-  die  zu  c  addirt  a  +  6  gibt,  also  wird 

flf  -j-  (J  —  C)  aas  öP  +  6  —  c. 


§  2.   Die  indiiecten  Eechnangsoperationen  mit  ganzen  Zahlen.   Nr.  1,  2.     5 

Setzt  man  c  =>  6,  so  ist 

a  +  (^  ~  6)  *="«  +  &  —  ^) 
da  aber  ,  . 

((a_6)  +  6)  +  6_a  +  6, 
(a  —  6)  +  6  =  o  +  6  —  h 

ist,   80  folgt  „+(J_J)_(„_J)^.J„«^ 

{2.  A.  (&  —  6)  ist  tfin6  Grösse,  die  0u  a  hinsugefägt  a  ungtandert  lässL 
Wir  bezeichnen  sie  mit  dem  Zeichen  0  und  dem  Ausdrucke  NuU.  Be- 
sagt üy  dass  das  Grundelement  amal  vorkommt,  so  sagt  das  Zeichen  0, 
dass  das  Element  nicht  vorkommt. 

Man  findet  leicht  auch  die  in  den  folgenden  Gleichungen  nieder- 
gelegten Eigenschaften  der  DijBferenz  bestätigt: 

a  —  (6  —  c)  «=  a  +  c  —  6, 
(a  +  <?)  —  (6  +  c)  «a  a  —  6, 
(a  —  c)  —  Q)  ^  c)^=^a  —  6.  — 

2,  Eine  Zahl  a  durch  eine  Zahl  b  dividiren,  heisst  diejenige  Zahl  c 
hesümmmy  die  mit  b  muitiplicirt  a  gibt,  oder  die  Zahl  c  suchen,  mit 
der  b  muUiplicirt  a  gibt. 

Man  nennt  c  den  Quotienten  aus  dem  „Dividend'^  a  und  dem 
yyDivisor^^  b  und  bezeichnet: 

c  —  y  =  a :  6. 

Nach  der  Definition  ist 

(|).»_i.(|)_a. 

Die  neue  Operation,  Division  genannt,  ist  nur  lösbar^  wenn  der 

Dividend  a  ein  Froduct  aus  dem  Divisor  b  und  einer  zweiten  Zahl  n  ist, 

denn  im  Falle  a>6>l  ist  entweder  a  =^nb  oder  a^^nb-^r  (r<&), 

weil  a  unter  den  Zahlen  b,  2b,  3&,  •  •  •  vorkommt  oder  nicht,  und  im 

zweiten  Falle  eine  Zahl  n  besteht  (n  ^  1  d.  h.  grösser  oder  gleich  1), 

so  dass 

nb<a<(n-\'  1)6 

ist.  —   Ist  die  Division  ausfahrbar,  so  ist  sie  es  nur  in  eindeutiger 
Weise,  denn  aus  der  Annahme 

a  =as  n&  SS  mb 

folgt 

n  »^^m. 

Für  den  Quotienten  gelten  zufolge  der  Definition  die  Eigenschaften: 

a 

ap  a  p  a         a  ap        p 

P 
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und  femer  bleibt  die  aus  dem  Grundelemente  e  gebildete  Zahl  ae  bei 
der  Division  durch  e  ungeändert.  — 

3.  Ist  a  das  Frodud  von  b  und  n^  so  heisst  a  ein  Vielfaches  oder 
ein  Multiplum  von  b  und  b  ein  Theiler  von  a,  —  Aus  dieser  Definition 
gehen  die  Sätze  hervor: 

1)  Ist  a  ein  Vielfaches  von  b,  b  ein  Vielfaches  von  c,  so  ist  auch 
a  ein  Multiplum  von  c. 

2)  Ist  in  einer  Reihe  von  Zahlen  jede  ein  Vielfaches  der  nächst- 
folgenden, so  ist  jede  frühere  ein  Vielfaches  jeder  späteren. 

3)  Ist  sowohl  a  als  auch  b  ein  Vielfaches  von  c,  so  ist  auch 
(a  -f-  b)  ein  Vielfaches  von  o;  und  umgekehrt  lässt  sich  eine  durch  c 
theilbare  Zahl  nur  derart  in  eine  Summe  zweier  Summanden,  deren 
einer  durch  c  theilbar  ist,  zerlegen,  dass  auch  der  zweite  den 
Theiler  c  hat. 

Wir  können  hier  die  Frage  nach  den  gemeinsamen  Theilem  eweier 
Zahlen  a  und  &,  von  denen  a>b  gelte,  aufwerfen  und  besonders  nach 
dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  fragen. 

Zerlegt    man   a   in   &  +  ^  +  ''"  +  ^  +  ^>    ^o   c<6   sei,    dann 

b   in   c  +  c  +  *''  +  ^H"^>wo   d <Zc   sei  usw., 

so  erhält  man  eine  Folge  von  Gleichungen: 

a  =  nib  -{-  c,  (p<V) 

b  =  n^c  +  d,  (d  <  c) 


f  =  n„i^ig  +  h,      (h<g) 

g  =  ntnh, 

in  denen  %,  n^,  -  -  -  nm  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Gleichungen  sind 
dadurch  ausgezeichnet,  dass  man  endlich  eine  Zahl  f  in  ein  Vielfaches 
einer  Zahl  g  und  einen  „Best^  h  zu  zerlegen  hat,  der  Theiler  von  g 
ist  Die  Zahl  h  ist  offenbar  Theiler  von  /*,  aber  auch  Theiler  von  b 
und  a;  und  weil  umgekehrt  jeder  gemeinsame  Theiler  von  a  und  b 
auch  Theiler  von  c,  d  usw.  und  h  ist  (nach  3),  so  ist  h  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  a  und  b.  Man  findet  ihn  nach  einer  Anzahl 
von  Schritten,  die  höchstens  gleich  (b  —  1)  ist,  indem  6  >  c,  c  >  rf,  •  •  • 
g>  h  ist. 

Ist  %  =  1,  d.  h.  haben  die  Zahlen  a  und  b  nur  den  selbstverständ- 
lichen gemeinsamen  Theiler  Eins,  von  dem  man  absieht,  so  nennt 
man  a  und  b  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  oder  relative  Prim- 
zahlen, Weil  für  solche  Zahlen  das  obige  Gleichungensystem  nach 
Multiplication  der  einander  gleichen  Zahlen  zu  beiden  Seiten  der 
Gleichheitszeichen  mit  einer  beliebigen  Zahl  k  lautet: 


§  S.    Die  indirecten  BechnungBOperaiionen  mit  ganzen  Zahlen.   Nr.  8. 

ak  =  n^bk  +  ck, 
bk  =  n^ck  +  dk, 


gk  =  n^k, 

(und  man  darf  ja  mit  A^^JB  auch  Ak  —  £i  setzen^  oder  man  darf, 
wie  wir  sagen  werden ,  eine  Gleichung  mit  einer  Zahl  k  multipliciren), 
so  ersieht  man  die  Richtigkeit  der  Sätze: 

4)  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen,  und  ist  k  eine  beliebige 
dritte  Zahl,  so  ist  jeder  gemeinsame  Theiler  von  ak  und  b  auch  Theiler 
Yon  k  und  b, 

5)  Sind  die  Factoren  eines  Productes  ak  relative  Primzahlen 
gegenüber  &,  so  sind  auch  ak  und  b  relativ  prim. 

6)  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen,  hat  aber  ak  den  Theiler  6, 
so  ist  k  theilbar  durch  b* 

T)  Ist  jede  Zahl  einer  Reihe  von  Zahlen  relativ  prim  gegenüber 
jeder  Zahl  einer  zweiten  Reihe  von  Zahlen,  so  ist  auch  das  Product 
aller  Zahlen  der  ersten  Reihe  relativ  prim  gegenüber  dem  Product  der 
Zahlen  der  zweiten  Reihe;  und  insbesondere  sind  die  Potenzen  a*",  &** 
relativ  prim,  wenn  a  und  b  es  sind.  — 

Wir  können  an  dieser  Stelle  auch  von  den  gemeinsamen  Vielfachen 
zweier  Zahlen  a  <»  ma'  und  b  »>  mV  sprechen,  wo  a  und  V  relativ 
prim  seien,  und  insbesondere  von  dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen. 
Dieses  erkennen  wir  in  dem  Producte 

m-  aby 

während  jedes  andere  Vielfache  die  Gestalt  n-ma'V  besitzt. 

Führt  man  den  Begriff  der  Primgahl  ein,  df.  i.  einer  Zahl,  die  ausser 
der  Einheit  und  sich  seihst  keinen  Theiler  besitzt^  so  kann  man  eine 
Zahl  a  in  einer  und  nur  in  einer  Weise  durch  Producte  von  Prim- 
zahlen darstellen: 

denn  wäre  auch  a  =  «i'«j*  •  •  •  ^**y  so  müsste  das  erste  Product  durch 

das  zweite  und  ein  Factor  z.  B.  p"^  durch  tc^  theilbar  sein;  doch  weil 

p^  eine  Primzahl  ist,   wird  p^  =  «^   ebenso  etwa  p^  —  %^  usw.,   aber 
auch  f»  «»  f*,  »ti  =  Vi,  Wj  =»  Vj  usw.  sein. 

Offenbar    ist    das    kleinste    gemeinsame    Vielfache    von   a    und 

b  «»  jj  jj  '••?**  ^^^  Product  der  in  a  und  der  in  b  vorkommenden 
Primzahlen  p  und  g,  jede  in  der  hoher  auftretenden  Potenz  genommen. 
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§  3.   Die  gebrochenen  nnd  die  negativen  Zahlengrttssen. 

1.  So  vorbereitet  wenden  wir  uns  zu  dem  auffallenden  umstände, 
dass  die  der  Addition  und  Multiplication  inversen  Rechnungsoperationen 
nur  in  beschränktem  Masse  ausführbar  sind;  die  Division  nur  dann, 
wenn  der  Dividend  ein  Vielfaches  des  Divisors  ist,  und  die  Subtraction 
nur  dami,  wenn  der  Minuend  grösser  ist  als  der  Subtrahend.  — 

Stellt  man  die  Aufgabe,  die  Division  und  Subtraction  auch  durch- 
zuführen, wenn  die  eben  genannten  Beziehungen  nicht  bestehen,  so  hat 
man  jedesmal  ein  neues  mit  Hilfe  der  ganzen  Zahlen  zu  definirendes 
Ding,  eine  neue  Grosse  in  die  Rechnung  aufzunehmen.  Die  Be- 
schränktheit in  der  AusßhrbarJceü  der  Division  sowie  der  SubtracHon 
verursacht  jedesmal  einen  Schöpfungsact. 

Soll  die  Division  unabhängig  davon,  ob  der  Dividend  a  ein  Viel- 
faches des  Divisors  i  ist  oder  nicht,  ausfährbar  sein,  so  bedürfen  mr 
neben  jedem  Elemente  (jeder  Einheit)  neuer,  so  dass  0wei,  drei  neue  Eier- 
mente  usw.  das  Grundelement  (oder  die  Einheit)  vertreten. 

Bezeichnet  man  ein  Element,  deren  n  das  Orundelement  e  ver- 
treten, mit  Bn  oder  — ,  ein  Element,  deren  n  die  Einheit  1  vertreten, 
'  n  ^ 

mit  — ,  so  ist 
—  +  ~  + h  ---  (w  mal)  =  c, 1 (- 1 (n  mal)  =  1 . 

Die  Grösse,  deren  n  die  Zahl  ae  vertreten,  sei  mit  asn  oder  —  be- 

zeichnet,  dann  ist 

ae    t    ae    ,  ,    ae  /         t\ 

r  •  •  •  T (w  mal)  =  ae. 

Bevor  wir  untersuchen,  wie  sich  die  Bechnungsoperationen  für  die 
neuen  aus  dem  Grundelemente  e  und  dessen  „Bruchtheüm^  6^7  ^n^t  "'  ^»^ 
zusammengesetzten  Grössen 

a^e  +  aiSn,  +  ^^n,  +  •  •  •  +  ^m«»^ 

gestalten,  setzen  mr  fest,  dass  die  neuen  Grössen  den  für  die  ganzen 
Zahlen  giltigen  Verknüpfungsregeln  Folge  leisten  sollen;  was  gewiss  er- 
laubt ist,   sofern   sich  bei  Anwendung   dieser  Regeln   auf  die  neuen 
Grössen  kein  Widerspruch  ergibt. 
Da  der  Definition  zufolge 

mnemn  =  «mi.  +  «mn  H h  «m«  (w mal) 

+  Sfnn+  Srnn-i h  «m»  (pl  mal) 

(n  mal) 
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ist,  so  wird  bei  Anwendung  der  Additionsgesetze  ganzer  Zahlen: 
(fnenn)n~e    oder    m£„„  =  £„,        (^•^'^y) 

(n£mn)fn  =  e    oder     nsmn  =  «m,        (^  •  12  ~  t)  ■ 

Damach  aber  lässt  sich  jede  Zahlengrösse  a=— aoc+ ai€„j  +  '"  +  am£m„ 
so  umformen,  dass  sie  nur  Elemente  Bn  einer  Art  enthalt. 
In  der  That,  ist 

niVi «—  n%v%  as«  . . .  a=  n^Vm  «=  n, 
also  n  ein  gemeinsames  Vielfache  der  Zahlen  tti;  n%^  •  •  •  fim,  so  wird 

und  wenn  man  fQr  oo«    Oon^n  schreibt, 

wobei  das  dritte  Mnltiplicationsgesetz  verwendet  wurde  und 

Oon  +  aiVi  H [-  a„,Vm 

mit  a  bezeichnet  ist. 

{3  +  T  +  T  +  T"=(312  +  6  +  2.4+-3.3)^  =  g). 

2.  JZ«;^  ZaMengrSssen  der  neuen  Art,  die  den  Namen  „gebrochene 
ZüJUengrössen^^  oder  „Brüchef^  fähren,  sind  gleich,  wenn  sie  so  umgestaltet 
werden  können,  dass  beide  dieselben  Elemente  und  diese  in  gleicher  Anzahl 
enthalten.  Yon  zwei  nicht  gleichen  Zahlengrossen,  die  durch  Ele- 
mente Sn  einer  Art  dargestellt  sind,  heisst  diejenige  die  grossere,  die 
mehr  Elemente  Sn  enthält,  die  andere  die  kleinere. 

Ist  a^='b,  so  gilt  auch  &  »»  a; 

Ist  a^^b  und  &  <»  c,  so  gilt  auch  a  =»  c; 

Ist  a  >  &,   &  >  c,  so  gilt  auch  a  >  c. 

Im  Bruche  -^  heisst  a  der  Zahler,  ß  der  Nenner,  und  der  Bruch 

heisst  echt  oder  unecht,  je  nachdem  a  ^  j3  ist. 

3*  2)i6  Addition  der  neuen  ^hlengrössen  besteht  darin,  dass  man 
sämmtliche  Elemente  der  Summanden  zu  einer  Zahlengrösse  vereinigt. 
In  der  Summe  kann  man  die  Summanden  durch  gleichwerthige  Zahlen- 
grossen ersetzen  und  somit  in  demselben  Elemente  £«  darstellen  und 
die  Anzahl  dieser  vereinigen. 

Das  Product  zweier  Zahlengrössen  a  und  b  soll  den  Multiplications- 
gesetzen  ganzer  Zahlen  genügen,  daher  muss 

{fm  +  s„,-\ h  «„(mmal))  {sn  +  Sn-] h  6n(nmal)  = 

=»  mem  '  nsn  «=  ö  «=  mne  Sn  "=  fnn^mn 
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und  somit 

und  ,-      2        ^  . 

ah'^  aiam  •  ii^n  =  «i&i«»!»     (y  *  y  =*  gl) 

sein.  Das  Product  von  a  und  b  ist  also  eine  ZaMengrösse  der  neuen  Art, 
die  aus  a  und  dessen  Bruchtheilen  so  gebildet  ist,  wie  b  aus  dem  Qrund- 
elemente  und  dessen  Bruchtheilen,  —  (Hier  erscheint  die  Mnltiplication 
bereits  als  selbständige  Rechnungsart.) 

Der  Quotient  -^  ganzer  Zahlen  a  und  b,  von  denen  a  kein  Viel- 
faches von  b  ist,  lässt  sich  durch  die  neuen  Zahlengrössen  darstellen. 
In  der  That,  ist  a  =  n6  +  r,  so  ist  w  -f-  y   diejenige  Zahlengrösse, 

die  mit  b  multiplicirt  a  gibt. 

Der  Quotient  zweier  g^ochener  2kiklengrö$sen  aiSm  und  &i£»  ist 
wieder  eine  Zahlengrosse  derselben  Art,  und  zwar  ist  sie  gleich 
naiCfnbif  denn  es  ist 

(nai€mO 'bi€n  =  aiBjn •  61  «6, •  nsn  '^^aiSyn.       (12 •  T  ~  ^  '  ^  1^77  ~  21)  * 

Die  Subtraction  neuer  Zahlengrössen  ist  so  wie  früher  zu  definiren, 
doch  ist  sie  nur  ausführbar,  wenn  der  Minuend  grösser  ist  als  der 
Subtrahend. 

4.  Soll  auch  in  dem  Fälle,  wo  der  Minuend  a  Meiner  ist  als  der 
Subtrahend  b,  eine  Zahlengrösse  a  —  b  existiren,  die  eu  b  addirt  a  gibt, 
so  müssen  wir  neben  den  aus  dem  Grundelemente  und  dessen  Bruch- 
theilen zusammengesetzten  Zahlengrössen  unederum  neue  Grössen  auf 
Grund  von  Definitionen  aufnehmen,  doch  steUen  wir  auch  an  diese  die 
frühere  allgemeine  Forderung,  dass  sie  den  für  die  ganzen  Zahlen  gü- 
tigen Verhnüpfungsregeln  Folge  leisten  sollen. 

Wir  definiren  erstens  neben  dem  Grundelemente  e  als  „entgegen- 
gesetzes^  e'  die  Grösse,  welche  die  Gleichung 

a  -{•  e  -{•  e'  '^  a 

erfüllt,  worin  a  nur  aus  e  und  dessen  Bruchtheilen  £»  zusammengesetzt 
ist.  Das  Element  e  heisse  das  positive^  e  das  negative,  —  Die  Summe 
dieser  zwei  Elemente  zu  a  addirt  gibt  wieder  a,  darum  ist  auch 

Zweitens  definiren  wir  neben  dem  Bruchtheik  £»  von  e  den  „nega- 
tiven BruchtheiV'  Sn  durch  die  Gleichung: 

Da 

«  +  {(^n  +  «;)  +  {sn  +  b:)  +  ...  +  (£„  +  enjinmü))  = 

—  a  +  ^^n  +  W6«  —  a  +  e  +  n£n 
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ist,  so  wird 


W6,  —  c  , 


d.  h.  Bn   ist  die  Grosse^  deren  n  das  negative  Element  e'  vertreten,  also 

nach  der  früheren  Bezeichnung  — 
Weil  auch 

ist,  kann  man  jede  aus  e  und  ^  und  deren  Bruchtheilen  zusammen- 
gesetzte Zahlengrösse  a  auf  die  Form  bringen: 

worin  a^  und  o,  nur  aus  e  zusammengesetzt  sind.  Ist  hierin  a^'>  a^^ 
etwa  «1  "»  «>  +  «;  so  wird 

Ist  a^<:ia^  und  zwar  a^  ■«  a^  +  j3,  so  wird 

und  wenn  a^^^^  a^  ist,  so  wird  a  ■«  0. 

6.  Zu^ei  Zahlengrössen  a  und  b  der  neuen  Art  sind  gleich,  wenn 
sie  sich  so  umformen  lassen,  dass  sie  die  positiven  und  negativen 
Elemente  e  und  e'  sowie  Sn  und  Sn   i^  gleicher  Anzahl  enthalten. 

Angenommen,  dass  die  Grössen  in  der  Form 

a  -=  «1  +  öjc'    und     &  ■»  6^  +  b^e' 

gegeben  seien,  wo  aj,  Oj,  b^»  ^i  ^^^  ^^^  ^  ^^^  ^«  zusammengesetzt 
sind,  so  sind  dieselben  gleich,  wenn 

a^  +  6,  =  oj  +  ftj 

ist,  denn  mit  a^b  muss 

«1  +  «»«'  +  öj  +  &8  —  ^  +  &«€'  +  ö'j  +  6« 
und  somit 

«1  +  6»  —  «2  +  6i 

sein,  umgekehrt  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  die  Gleichheit  von 
a  und  b.  Darum  kann  man  sagen:  damit  a  und  b  gleich  seien,  muss 
die  Summe  aus  den  positiven  Elementen  von  a  und  den  entgegengesetzt 
genommenen  negativen  Elementen  von  b  gleich  sein  der  Summe  aus 
den  positiven  Elementen  von  b  und  den  entgegengesetzt  genommenen 
negativen  Elementen  von  a. 

6.  Die  Addition  der  neuen  Zahlengrössen  besteht  in  der  Vereinigung 
derselben  zu  einer  Grösse.  Dabei  kann  man  die  aus  den  positiven 
Elementen  und  die  aus  den  negativen  Elementen  zusammengesetzten 
Theile  gesondert  vereinigen  und  die  hervorgehenden  Summen  zusammen- 
ziehen oder  man  vollfOhrt  die  Verbindung  in  beliebig  anderer  Folge. 
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Die  Midtiplication  etceier  atis  e  und  e    wnd  €«  vmd  e/  gebildeten 

ZahUngrössen  wird  ausfuhrbar  sein,  wenn  man  die  Produäe  der  Grrund- 

elemente  ,     ,      ,  , 

ee,  ee ,  e  e^  ee 

anzugeben  weiss,   wobei   wieder  ee^^  e  und  bei   der  Permanenz   der 
früheren  Multiplicationsgesetze  ee^  s»  ee  zn  setzen  ist. 

Zum   Beweise   unserer   Behauptung   haben   wir   zu   zeigen,   dass 
neben  Sm^n  '^  ^mn  anch 

e   t  ee'         ee'         e      e'      «'  e  ee' 


e 
e  — 


n  ' 


m  n         mn         nm         n     m^    m  n         mn 
ist.'  Es  ist  aber 

♦>*  (:^  — )  =  (—  ~  +  ~  ~  H h  -^  ~  (w  mal) ) 

=  (—  +  —  +  •••  -| (w  mal) )  —  " 

***^  (^  ^)  "  ^  fe  +  t  "• !■  i  (nmal))  —  ee  —  ee, 

also  ist  die  erste  der  aufgestellten  Beziehungen  richtig;   ebenso  aber 
auch  die  zweite^  und  wir  bedürfen  thatsächlich  nur  mehr  der  Multi* 
plicationsregeln  für  die  Grundelemente. 
Wegen  0  +  e'  -«  0  ist 

ae  =  ac  +  c  +  e'    und    aee   =  ace    +ß  +  c', 
ae'=  ac'+  e  +  ^'    ^^^     ae'e'=^  ae'e'  +  ^  +  ^% 

femer  aber  auch 

aee  «=  aee  +  cc  +  e'e    und  ac'e'  =  ae'e  +  ^c'  +  ß'^' ; 

und  nun  gibt  der  Vergleich  der  Ausdrücke  für  aee  beziehungsweise 

ae'e'  die  Formeln: 

ee  ^^  ee  =  e  , 


/  / 


e  e  =^  e, 

und    insbesondere    (1)  (—  1)  =  (—  1)  (1)  —  —  1 ,   (—  1)  (—  1)  =  1, 
wenn  die  der  Einheiii  1  entgegengesetzte  mit  ( —  1)  bezeichnet  wird. 

I^nd  nun  a  und  b  ewei  aus  den  Elementen  e  und  e'  und  deren 
Bruchtheilen  ausammengesetgte  Grössen,  so  besteht  die  Multiplication 
von  a  mit  b  darin,  dass  man  eine  dritte  ZaMengrösse  aus  a  und  ae' 
und  den  Bruchtiieilen  beider  so  bildet,  wie  b  aus  den  Grundelementen 
e  und  e'  und  deren  Bruchtheilen  zusammengesetzt  ist. 

Die  Subtraction  positiver  d.  h.  aus  e  und  den  Bruchtheilen  £» 
gebildeter  Grössen  ae  und  be  ist  mit  Hilfe  der  aus  e'  und  Sn  gebildeten 
Zahlengrössen  stets  ausfuhrbar,  denn  die  Zahlengrosse,  die  zu  &e  addirt 
ae  gibt,  ist  offenbar  ae  +  ^^''  —  Diese  Grosse  war  früher  mit  ae  —  be 
bezeichnet,  daher  schreiben  wir 
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ae  +  6c' =—  ae  —  be 
und  darauf  für  be  einfacli  —  be  (lies:  minus  be),  für  e'  —  e,  und  nennen 
e'  «B  —  e  das  negative  Grundelementy  e'  ■»  —  1  die  negative  Einheit 

Die  der  positiven  Grosse  b  oder  6^  entgegengesetzte  ist  dann 
—  b  oder  —  6e «»  bc'^  und  hier  heisst  b  oder  6^  der  absolute  Betrag 
von  —  b  oder  —  6e.  —  Will  man  anzeigen,  dass  eine  Grösse  (nach 
gehöriger  Transformation)  nur  positive  Elemente  enthält,  so  setzt 
man  ihr  das  Zeichen  ^  (plus)  voraus.    Ist  aber  c  aus  —  e  oder  —  1 

und  deasen  Bruchtheüen  -  e»  oder  -  1  zusammengesetzt,  so  nennt 

man  c  eine  negative  Crrösse]  ihren  absoluten  Betrag  bezeichnet  man 
mit  \c\)  die  negative  Grösse  c  heisst  eine  negative  ganze  Zahl,  wenn 
c  nur  aus  —  e  zusammengesetzt  ist. 

V(m  gwei  negativen  Grössen  heisst  di^enige  die  kleinere,  die  den 
grösseren  äbsdtUen  Betrag  besitzt. 

Der  absolute  Betrag  der  Summe  von  zwei  Grössen  a  und  b  kann 
nicht  grösser  sein  als  die  Summe  ihrer  absoluten  Beträge: 

Derselbe  Satz  gilt  von  der  Summe  mehrerer  Grössen  a,  b,  c,  "  - . 

Die  Subtraction  einer  negativen  Grösse  ist  durch  Addition 
der  entgegei^esetzten  positiven  Grösse  zu  ersetzen. 

Der  absolute  Betrag  der  Differenz  zweier  Grössen  a  und  b  ist 
daher  nicht  grösser  als  die  Summe  der  Beträge  der  Grössen: 

\a-b\^\a\  +  \b\. 

Die  Division  von  a  durch  b  besteht  wieder  in  der  Ermittelung 
derjenigen  Grösse  c,  welche  mit  b  multiplicirt  a  gibt.  Die  Rechnungs- 
regeln folgen  aus  der  Definition  der  Rechnungsart. 

7.  Die  Mulitiplication  einer  ZaJUengrösse  a  mit  NuU  gibt  Null,  denn 
es  ist 

a  (m  +  (—  ♦»))  "=  ö w  +  ^  ( —  w)  =  a  (w  —  w)  —  am  —  am  =  0 , 
und  umgekehrt   folgt   aus   ab  ^^  0,  dass   ein  Factor   des   Froductes 
Null  ist,  — 

Ein  Froduct  ab  =^  c  ändert  sich,  sobald  b  andere  und  andere 
Zahlenwerthe  annimmt,  ausser  wenn  a  »»  0  ist.    Ist  neben  a  auch  c 

gleich  Null,  so  kann  man  b  beliebig  wählen,  darum  ist  -^  keine 
bestimmte  Zahlengrösse.  Ebensowenig  hat  -r-  einen  bestimmten  Werth, 

denn  wäre  ^  die  bestimmte  Grösse^  die  mit  Null  multiplicirt  c  gäbe, 

so  müsste 

c     ^  0 
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sein^  d.  h.  die  bestimmte  Grösse  c  wäre  unbestimmt.    Dieser  Wider- 
spruch erweist  die  Behauptung,  und  die  Unbestimmtheit  der  Werthe 

der  Quotienten  -g-  und  —  nöthigt  uns,  die  Division  durch  Null  ais  un- 

zulässig  ausssusdüiessen. 

8«  Nun  ist  gezeigt^  dass  die  für  die  positiven  ganzen  Zahlen  auf- 
gestellten Rechnungsarten  mit  den  positiven  und  negativen,  ganzen 
und  gebrochenen  Zahlengrossen,  die  wir  unter  dem  Namen  der  ratio- 
nalen Zahlengrössen  zusammenfassen,  mit  Ausnahme  der  Division  durch 
Null  auszuführen  sind,  ohne  dass  wir  auf  einen  Widerspruch  gerathen. 
Wir  konnten  die  Rechnungsregeln  ableiten,  und  darum  sind  wir  — 
wie  gleich  erklärt  werden  soll  —  berechtigt,  die  neuen  Grössen  in 
die  Rechnung  aufzunehmen.  — 

Wenn  wir  fernerhin  eine  Aufgabe  in  den  rationalen  Zahlen- 
grössen nicht  lösen  können  (wie  die  Subtraction  und  Division  ganzer 
Zahlen  nicht  in  ganzen  Zahlen  lösbar  war,  sobald  der  Minuend  grösser 
als  der  Subtrahend  und  der  Divisor  kein  Vielfaches  des  Divisors 
war),  so  werden  wir  stets  neue  Grössen  durch  eine  Definition  ein- 
zuführen und  den  Vergleich  dieser  untereinander  und  mit  den  schon 
in  der  Rechnung  aufgenommenen  Grössen  vorzunehmen  haben.  Doch 
werden  wir  dabei  fordern,  dass  sie  denselben  Verknüpfungsregeln 
folgen  wie  die  ganzen  Zahlen,  und  daraufhin  ihre  Rechnungsregeln 
suchen,  wie  ee'  =  e'  eine  war;  oder  besser,  wir  werden  fragen,  ob  und 
wie  man  für  die  neuen  Grössen  a,  &,  c,  •  •  •  die  arithmetischen  Grund- 
operationen, die  Addition,  Multiplication,  Subtraction  und  Division  zu 
definiren  hat,  damit  a  -f-  &,  ab,  a  —  b,  aib  Grössen  derselben  Art 
bleiben  wie  a  und  b  selbst,  und  damit  die  in  den  folgenden  Glei- 
chungen ausgesprochenen  Gesetze  gelten: 

a  +  6s=6-fa;     (a  +  &)  +  c«=(a-{-c)  +  ^; 
ab'^ba]    (a6)c  =  (ac)6;    (a -|- 6)c=a  ac -|- ftc, 

(a  —  6)  -|-  6  «=  a , 

Die  Existenzberechtigung  der  neuen  Grössen  in  der  Rechnung 
werden  wir  blos  darin  suchen,  dass  sich  mit  ihnen  die  Rechnungs- 
operationen in  der  nun  angegebenen  Weise  widerspruchslos  aus- 
führen lassen. 

Das  Grössensystem  für  die  Rechnung  ist  und  wird  somit  auf 
einer  —  soweit  wir  hier  sehen  —  wohl  bestimmten  aber  nur  for- 
malen   Grundlage    aufgebaut.     Von    vornherein    besteht    zwar    kein 
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zwingender  Grond^  von  neu  definirten  Grossen  za  yerlangen,  dass  sie 
den  Rechnungsregeln  ganzer  Zahlen  gehorchen,  aber  diese  (willküriicke) 
Forderung^  die  so  lange  erlaubt  ist,  als  keine  Widersprüche  daraus 
erwachsen,  hat  eine  unentbehrliche  Harmonie  in  der  Mathematik  zur 
Folge.  Es  bedarf  also  keiner  weiteren  Rechtfertigung^  wenn  wir 
gerade  die  Permaneng  der  formalen  Gesetze  zum  Pritwip  erheben,  denn  die 
Existenzberechtigung  neuer  Grossen  in  der  Rechnung  ist  unanfechtbar, 
wenn  die  Forderungen  mit  den  getroffenen  Definitionen  nicht  in  Wider- 
spruch kommen. 

Andrerseits  wird  man  auch  die  Definition  eines  Begriffs  dem 
Princip  der  Permanenz  der  formalen  Gesetze  anpassen.  Bei  der  Ein- 
führung eines  neuen  Begriffs  ist  es  öfter  gewissermassen  willkürlich; 
in  welcher  Weise  man  die  auf  frühere  Grössen  angewandten  Opera- 
tionen auf  die  neuen  überträgt.  Ist  z.  B.  die  Definition  der  (n^ 
positiven  ganzzahligen  Potenz  einer  rationalen  Zahlengrosse  a  durch 

a  ,a» '  *  a(n  mal)  ■=  a^ 

gegeben^  so  zwingt  uns  von  Yomherein  nichts  ^  dass  wir  unter  der 
negativen  ganzzahligen  Potenz  etwas  Bestimmtes  verstehen.  Unter- 
werfen wir  aber  die  positive  ganzzahlige  Potenz  den  früheren  Opera- 
tionen und  lassen  wir  die  Rechnungsregel 

— -  »  a"»-"         (w  >  n) 

auch  dann  gelten^  wenn  m  —  n  negativ  oder  Null  ist^  so  folgt 

1  1 


fl—  («  —  "»)    SS 


als  Definition  der  negativen  Potenz  und 

als  Definition  der  nullten  Potenz"^). 

§  4.    Die  irrationalen  Zahlengröseen. 

1.  Wir  wollen  nun  eine  Aufgabe  behandeln ,  die  nicht  inmier  in 
den  rationalen  Zahlengrossen  losbar  ist,  um  die  Veranlassung  zu  einer 
Erweiterung  des  in  der  Rechnung  benutzbaren  Systems  von  Grössen  zu 
gewinnen. 

*)  Litteratnrangaben :    WeientrasB  (siehe:  Kossak,  die  Elemente  der  Arith- 
metik 1872); 
Schröder:  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  1878; 
Dirichlet-Dedekind:  Vorlesungen  über  Zahlentheorie. 
Stolz:  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik  1886. 
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Wir  fragen  nach  einer  Grosse,  die  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre 
positive,  ganzzahlige  m^  Potenz  der  positiven  rationalen  ^hlengrösse  Ä 
gleich  ist.  Wenn  A  nicht  die  m^  Potenz  einer  positiven  rationalen 
Grösse  ist^  gibt  es  keine  rationale  Zahlengrosse,  welche  die  Aufgabe  löst. 

Gibt  es  aber  eine  rationale  Grösse  -^  derart,  dass 


ii) 


q/  b 


ist,  wo  wir  a  und  b  und  ebenso  p  und  q  als  relativ  prim  voraus- 
setzen können,  worauf  auch  p^  und  g/^  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben,  so  ist 

doch  weil  nun  p*^  und  a,  q"^  und  b  wechselweise  durch  einander  theilbar 
sein  müssen,  zerfallt  die  letzte  Gleichung  in  die  folgenden: 

und  darnach  hat  man  nur  Grössen  p  und  q  zu  suchen,  deren  m^  Po- 
tenzen den  ganzen  Zahlen  a  und  b  gleichkommen*). 

2.  Für  die  ganze  Zahl  a  wollen  wir  fürs  erste  eine  besondere 
Darstellung  ableiten.  Ist  a  eine  bestimmte  ganze  Zahl  ^  2,  so  wird 
a,  das  nicht  kleiner  sei  als  a,  mit  einer  der  Potenzen 


a,  «*,  «^,  •  •  •  «»",  «"»  +  *, 


übereinstimmen  (a  «■  «*")   oder  zwischen  zwei   aufeinander  folgenden 
liegen  (a^  <  a  <  a'"+^).     Im  letzteren  Falle  ist  nothwendig 

a  =  a"^CQ     oder    a  =  a^c^  +  r, 

wo  die  ganze  Zahl  Cq  <  a  und  r  <  «*"  ist. 
Ist  y  ^  «;  so  muss 

r^sc^a*"»     oder    r  «=  Ci«*"»  +  r^ 

sein,  wo  m^  <  m  ist   und   für   die  ganzen  Zahlen  Cj    und  r^  die  Un- 
gleichungen gelten: 

1  ^  Ci  <  a,    rj  <  a»^* . 

Im  Falle  r^^a  erhält  man 

rj  «=  Cj«*"*     oder    r^  —  c^a^*  +  r,, 

wo  m,  <  m^  ist  und  für  die  ganzen  Zahlen  Cg  und  r,  die  Ungleichungen 

1  ^  Cg  <  a,      r,  <  a*^ 

gelten  sollen.     So  fortfahrend  wird  man  höchstens  nach  m  Schritten 
zu  einem  Reste  r^— i  <  a  gelangen  und  dann  kann  man 

a  =  Co«*"  4- Ci««-!  H h  Cm-i«  +  rm-i 

*)  Hat  man  eine  positive  GrOsse  p  gefunden,  für  die  p*p  ^"^  a  ist,  so  ist 
auch  —  p  eine  Grösse,  die  mit  sich  selbst  maltiplioirt  a  gibt. 
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setzen^  wo  die  Zahlen  Cq,  c j ,  •  •  •  {^n—i  alle  der  Gr'össenreilie  0, 1, 2,  •  •  •  (a  —  1) 
angehören.  Das  ist  die  yerlangte,  sog.  systematische  Darstellung  der 
Zahl  a  als  Summe  von  Vielfachen  aufeinander  folgender  positiver  Po- 
tenzen einer  ^Basis^'  a.  Man  sagt,  a  sei  im  Alphasystem  dargestellt.  — 
Im  Decimalsystem  ist  a  «»  10^  im  Duodecimalsystem  a  <=  12.   Die  Zahl 

1  .  10*  +  7  .  10  +  6 

(die  man  in  den  Ziffern  0^  1^  2,  •••  9  in  der  Form  schreibt  176)  er- 
fahrt im  Duodecimalsystem  die  Darstellung 

1  .  12«  +  2  •  12  +  8. 

Die  Darstellimg  der  Zahl  a  im  Alphasystem  ist  nur  auf  eine  Art 
möglich;  denn  wäre  auch 

a  =doa"  +  ^ia*""*H h  *t-i«  +  *., 

so  müsste  wegen 

«"»  ^  a  <  a"»+^    und     a'^-^aK.  a'»+  * 

sein,  was  nur  im  Falle  n=  tn  angeht;  femer  müsste 

Coa'"<a<(Co+ 1)«^      d^a'^<.a<{dQ  +  \)a'^, 
also 

c^<d^  +  l    nnd    d^Kc^  +  l 

sein,  woraus  d^^^c^  folgt;  ebenso  ergibt  sich  dfi  =  Ci;  •••,  ein— i  =  Cm—i 

und   dm  ««  »"m— 1  "=»  Cm- 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  gehen  wir  wieder  zu  unserer 
früheren  Aufgabe. 

3.  Das  Verfahren  zur  Ermittlung  einer  ganzen  Zahl  Py  die  die 
Gleichung  jp«=sa  =  Coa™+  •  — |-  Cw-i«  +  Cm  erfüllt;  besteht  darin, 
dass  man  zunächst  die  grösste  Zahl  a^  der  Form  ß^  a^  (Pq  <  cc)  sucht;  für  die 

a  —  «0*"  >  0 

ist,  dann  die  grösste  Zahl  «^  der  Form  ß^a^^^  (fii  <  cc)  sucht,  so  dass 

a  -  («0  +  «i)"*  >  0 
wird  usw. 

Wenn  es  keine  ganze  Zahl 

1>  =  («0  +  «1  H h  «/*)  =  /»o«'*  +  ßictf"-^  H \-  ßf, 

der  verlangten  Art  gibt,  oder  —  wie  man  sagt  —  keine  rationale 
m^  Wurßd  aus  a  gibt,  so  lässt  sich  das  begonnene  Bechnungsverfahren 
unbegrenzt  fortsetzen,  d.  h.  man  kann  die  grössten  positiven  rationalen 
Grössen  der  Form: 

/»oa^  +  /»i«'*'-'  +  ---  +  /»A*  +  5^    (yi<«), 

A,aM  +  /J,«^-i  +  ...  +  ^^  +  ^+J^    {y^<:a\ 

Biermann,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  2 
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usw.  angeben,  deren  m^  Potenzen  kleiner  sind  als  a.  Die  so  schritt- 
weise gewonnenen  Grössen: 

J>o  =  «0,  i>i  =  «0  +  «1,  •  •  •  JP/*  =  ao  +  «1  H h  «/*; 

l>/<  +  l  =  «0  +  «1  +  •  •  •  +  «Ai  +  1>   •  • " 

haben  die  Eigenschaft,  die  von  p  geforderte  Beschaffenheit  immer  ge- 
nauer und  genauer  zu  erfüllen^  indem  die  Differenzen 

ö-J>?>  «— l>r>  •••;  «— l>n^  '•• 
immer  kleiner  und  kleiner  werden;  ja  diese  positiven  Differenzen  werden 
von  einem  bestimmten  ,,Index''  n^W  ab  kleiner  als  eine  beliebig 
kleine  positive  Grosse  8^  d.  h.  zu  einer  Grösse  8  gehört  eine  ganze 
Zahl  n  derart;  dass  a  —  p^<8  wird,  wenn  nur  n^n  ist;  und 
einer  beliebig  kleinen  Grösse  £  kann  auch  eine  Zahl  n '  derart  zu- 
geordnet werden,  dass  die  positiven  Differenzen 

Pn+.-P.  - ^^^  (—^;—  +  — ijr-+  •  ••  +  —;^)r 

die  ja  kleiner  sind  als    ^""^"^i..— •  und  kleiner  sind  als  — — -,  fOr  jedes 

angebbare  ganzzahlige  v  und  jedes  n  ^  n '  auch  kleiner  werden  als 
die  Grösse  £• 

4.  Wir  haben  also  hier  eine  Grössenreihe  von  vorzüglichen  Eigen- 
schaften gegenüber  a.  Wir  betrachten  allgemeiner  eine  unbeschränkte 
Menge    durch  irgend  ein  Gesetz  bestimmter  rationaler  Zahlengrössen 

«0;    öl;    ö«,    •  •  •    ö»;     "   *  * 

von  denen  bekannt  sei,  dass  zu  jeder  beliebig  klein  gewählten  posi- 
tiven rationalen  Grösse  8  eine  angebbare  Zahl  m  der  Beschaffenheit 
gehört,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Differenzen  (in-{-v  —  (ht  d.  i. 

I  CLn+v  —  ««  I 

für  jedes  n'^m  und  jedes  (ganzzahlige)  v  kleiner  als  8  sind. 

Eine  solche  Reihe  von  Grössen  heisst  eine  Elementarreihe,  wenn 
ausserdem  noch  die  absoluten  Beträge  |an|  mit  wachsendem  „Index^^  n 
unter  jedes  noch  so  kleine  positive  Element  Sy  herabsinken.  Tritt 
dieser  Fall  nicht  ein,  so  heisst  die  Reihe  eine  Fundamentalreihe.  — 

Die  absoluten  Beträge  der  Glieder  einer  Fundamentalreihe  bleiben 
nach  der  Definition  stets  kleiner  als  eine  angebbare  (positive)  Grösse 
und  grösser  als  eine  von  Null  verschiedene  Grösse. 

Eine  Beihe  von  Grössen  a,,  deren  absolute  Beträge  Meiner  bleiben 
als  eine  anggebbare  Zahl  und  von  einem  bestimmten  Index  v  ab  niemals 
abnahmen,  bildet  eine  Fundamentalreihe. 
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Wäre  nämlich  die  Eigenschaft 

nicht  erfüllt^  so  müssten  die  Beträge  |ay|  mit  wachsendem  Index 
grösser  werden  als  jede  angebbare^  jede  noch  so  grosse  positive  Grösse^ 
xmd  das  widerspräche  der  Voraussetzung.  — 

Eine  Beihe  von  Grössen  a^,  deren  Beträge  nickt  allein  grösser  hleiben 
als  eine  angMare  Zahl,  sondern  a/uch  von  einem  bestimmten  Index  v  ab 
niemals  smnekmen,  hUdä  d)enfalls  eine  Fundamentalreihe. 

2kigleich  mit  ewei  Beihen 

Oo;  ai,  a^,  ' '  •  Onj  •  •  • 

6o,  6ii  &8,  •  •  •  6«,  •  •  • 
sind  auch  die  folgenden  Beihen 

flo  —  Jo,  «1  —  fci,  Ot  —  bi,  •  •  •,  an  —  bnf  •  •  • 

«0^0,         ölfcl,  ^b%,         •••,        Onbnf 

aoibo,     aiibi,      a^ibt,     •••,    a«:&»,     ••• 
Fundamentalreihen,  denn  es  ist 

I  (a«+,  +  bn+y)  —  (an  +  hn)\  —  \  (an+y  —  On)  +  (&„+y  —  K)  \, 

I  («n+y  —  &n+y)  —  (^  —  &«)  I  =  I  (fln+r  —  ön)  —  (&n+r 6n)  i , 

I  On-j-y&Ä+y  —  anbn  I  =  I  bn4.y(an^v  —  «»)  +  ««(^H+r  —  6«)  | , 


d  a 
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und  hier  lassen  sich  die  rechts  stehenden  Ausdrücke  beliebig  klein  machen 
ausser  in  der  letzten  Gleichung  dann,  wenn  die  Grössen  bv  eine  Ele- 
mentarreihe bilden,  was  aber  gegen  die  Festsetzung  wäre.  Man  hätte 
in  dem  letzten  Falle  beliebig  kleine  Grössen  durch  Grössen  zu  divi- 
diren,  die  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse  herabsinken,  und  von  dem 
Quotienten  könnten  wir  nicht  sagen,  dass  sein  Betrag  kleiner  als  d  wird. 
Die  ßwei  frtlher  yorgegebenen  Fundamental/reihen  aus  den  Grössen 
a,  beziehungsweise  br  heissen  gleich,  wenn  die  Beihe 

eine  Flementarreihe  ist. 

Damach  sind  zwei  Elementarreihen  immer  gleich,  und  niemals 
kann  eine  Elementarreihe  einer  Fundamentalreihe  gleich  sein,  weil 
die  aus  beiden  Beihen  gebildete  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 
Oy  —  br  keine  Elementarreihe  sein  kann. 

6.  Jeder  Fundamentalreihe  ordnen  wir  eine  durch  sie  zu  definirende 
Grrösse  eu,  d.  h.  toir  denken  durch  die  Beihe  ein  neues  Ding  gesetet  und 


Q* 
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suchen  den  Vergleich  desselben  mit  rationalen  Zahlengrossen  auf  Grund 
von  Definitionen  zu  bewerkstelligen. 

Wir  nennen  das  neue  Ding  schon  jetzt  Grösse  und  definiren: 

Die  gleichen  Fundamentalreihen  zugeordneten  Grössen  heissen  gleuA; 
die  m  ungleichen  Beihen  (gq,  aj,  •  •  •);  (Pof  hy  '  •  0  gehörenden  Grössen 
a  und  h  heissen  ungleich  und  zwar  heisst  a  grösser  oder  kleiner  als  b, 
je  nachdem  Ton  einem  augebbaren  n  ab  d.  h.  für  jedes  v'^n  ent- 
weder (h  —  6y  >  0  oder  o»  —  6»  <  0  ist. 

Zu  Fundamentälreihen,  deren  Glieder  a^  alle  gleich  a  sind,  ordne 
man  a  selbst.  Zu  jeder  Elementarreihe  ordne  man  die  Grösse  Null,  in- 
dem jeder  Elementarreihe  dieselbe  Grösse  zuzuordnen  ist  wie  der  be- 
sondem  Reihe  (0,  0,  •  •  •),  der  Null  zugeordnet  ist. 

Unter  dem  absoluten  Betrag  der  einer  Fundamentalreihe  (a^,  a^,  •  ••) 
zugeordneten  Grösse  verstehe  man  die  zu  der  Beihe  (  |  Oq  |,  |  a^  |,  •  •  •) 
0ujsuordnende  Grösse. 

Der  absolute  Betrag  der  einer  Reihe  (Oq,  <h}  '*  ')  zugeordneten 
Grösse  a  heisst  grösser  oder  kleiner  als  der  Betrag  der  einer  Reihe 
(^o>  ^i>  '  • ')  zugeordneten  Grösse  b,  je  nachdem  die  Differenzen 
\(h\  —  \bv\  von  einem  angebbaren  v  ab  stets  positiv  oder  stets  nega- 
tiv bleiben. 

Lässt  man  in  einer  Fundamentalreihe  (a^,  a^y  •  •  •)  eine  beliebige 
aber  beschränkte  Anzahl  von  Gliedern  fort;  so  ist  die  der  entstehenden 
Reihe  (a^',  a^  •  •  •)  zuzuordnende  Grösse  gleich  der  der  ursprüng- 
lichen Reihe  zugeordneten  Grösse,   denn  die  Reihen  sind  gleich ,  weil 


^0  —  ^0  1    «1  —  öj     •  • 


'1  y 


eine  Elementarreihe  ist. 

Demnach  ist  die  einer  Fundamentalreihe  {a^,  a^,  -  -  •)  zugeordnete 
Grösse  auch  dann  a,  wenn  von  einem  anggebbaren  Gliede  ab  alle 
Glieder  gleich  a  sind. 

Nun  können  wir  auch  sagen:  Eine  Grösse  a,  deren  Betrag  Meiner 
ist  als  jede  positive  Grösse  d,  ist  NuU;  und  die  zvoeien  Fundamental- 
reihen  zugeordneten  Grössen  a  und  b  sind  gleich^  wenn  \a  —  b\  Meiner 
ist  als  jede  positive  Grösse  d. 

Durch  diese  Definitionen  und  Sätze  ist  die  neue  Grösse  fixirt, 
d.  h.  sie  hat  vermöge  der  ihr  durch  die  Definitionen  gegebenen  Be- 
schaffenheit eine  bestimmte  Realität  in  unserem  Geiste  erlai^t,  und 
tüir  Jcönnen  jetzt  untersuchen,  ob  und  wie  sich  für  diese  Grössen  die  vier 
arithmetischen  Bechnungsoperationen  definiren  lassen,  damit  die  früher 
gestdUen  Forderungen  erfüUt  werden. 

Man  definire  die  Rechnungsoperationen  mit  Hilfe  der  Fundamental- 
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reihen  und  verstehe,  wenn  a  nnd  h  die  den  Fundamentalreihen  (a^,  a^,  -  •  •), 
(Poj  ^i;  * ' ')  zugeordneten  Grössen  sind,  unter 

a  +  6,  a  —  b,  ah,  a  :  h 

diejenigen  Grössen,  die  beziehungsweise  zu  den  Reihen 

K  +  ^o>  ^  +  *n  •  • ')}    («0  —  *oi  «4  —  &i>  •  • ')} 
Mo;   «1^,  •••)!     (^^  ^>  •••) 
gehören;  doch  gut  die  Definition  von  y  nur  unter  der  Voraussetzung, 

dass  die  Reihe  {b^j  b^,  •  •  •)  keine  Elementarreihe  ist. 
Jetzt  haben  die  Gleichungen 

a  -f-  &  =  c,    a  —  b^^c,    ab  ^^e,    a:b  *^c 

die  Bedeutung:  die  Fundamentalreihen,  zu  denen  die  Grössen  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichheitszeichen  gehören,  sind  gleich. 

Die  Giltigkeit  der  arithmetischen  Grundgesetze  ist  jetzt  leicht  zu 
beweisen  imd  ebenso  die  Richtigkeit  der  aus  den  letzten  Gleichungen 
herrorgehenden  Beziehimgen : 

6.  Wenngleich  wir  schon  zu  beurtheilen  wissen,  ob  eine  rationale 
Zahlengrösse  gleich,  grösser  oder  kleiner  ist  als  die  einer  gegebenen 
Fundamentalreihe  zugeordnete  Grösse,  müssen  wir  das  Verhalten  der 
neuen  Grösse  eu  den  rationalen  Zahlengrössen  noch  genauer  untersuchen. 

Wir  schicken  eine  Definition  voraus:  Kann  man  einer  unbe- 
schrankten Menge  rationaler  Zahlengrössen  Coy  Ci,  •••  c»,  •••  eine 
rationale  Zahlengrösse  y  der  Beschaffenheit  zuordnen,  dass  der  abso- 
lute Betrag  \y  —  Cn\  bei  unbeschränkt  wachsendem  n  kleiner  wird 
als  jede  noch  so  kleine  vorgegebene  positive  rationale  Grösse  d,  d.  h. 
kann  man  eine  rationale  Grösse  y  und  eine  ganze  Zahl  m  von  der 
Art  angeben,  dass  fQr  jedes  n'^m 

wird,   so  heisst  y  der  Oren^n^^erth,  die  Grenee  oder  limes  der  Grössen 
Cq,  Ci  '  • '.    Man  bezeichnet  y  mit  lim  Cv,  wo  oo  das  Zeichen  dafür  ist, 

y  SSS!» 

dass  man  sich  v  unbeschränkt  wachsend  zu  denken  hat. 

Gesetfst,  die  Glieder  einer  Fundamentalreihe  (a^,  a^,  •  •  •)  aus  ratio- 
nalen Grössen  besitzen  eine  rationale  Grenze  a,  dann  ist  a  gleich  der 
d^rch  die  Fundamentalreihe  gesetzten  Grösse  a: 

a  s^  a,     a  —  a  «-=  0, 
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denn  die  die  Grösse  cc  ^  a  definirende  Beihe 

a  —  üo,    cc  —  ai,  •  •  •,    a  —  On»  *  •  • 
ist  offenbar  eine  Elementarreihe;  es  gilt  also  lim  a,  =»  a  und 


y  =  ao 


Wir  finden:    Die   unsere   Fundamentalreihe    constituirende 
Menge  rationaler  Grössen  Oy  besitet  eine  Orenee  lim  a,,   denn  a 


y  =  ao 


besteht;  der  Werth  dieser  Orenee  ist  gleich  der  der  Beihe  eu- 
geordneten  Grösse  a. 

Diese  Betrachtung  haben  wir  noch  zu  erweitem,  denn  jetzt  war  a  noch 
als  rational  vorausgesetzt,  doch  bedürfen  wir  wieder  einer  Definition: 

Man  sagt:  Die  Glieder  einer  unbeschränkten  Menge  von  Grössen 

6o>   617  •  •  •  &y,  •  •  •; 

die  der  Reihe  nach  den  Fundamentalreihen 

(Jg.),  &(»),  ...6W...)    („  =  0,1,2...) 

zugeordnet  sein  mögen,  sinken  mit  wachsendem  v  unter  jeden  an- 
gebaren Werth  herab,  wenn  zu  einer  beliebig  kleinen  von  Null  ver- 
schiedenen positiven  Grösse  d  ein  v  ^=  m  so  zu  bestimmen  ist,  dass 
die  absoluten  Beträge  |  &n  +v'  I  ^^  jedes  v'  und  für  jedes  n'^m  kleiner 
werden  als  d. 

Hierbei  kann  die  Grösse  d  eine  rationale  Zahlengrösse  sein  oder 
zu  einer  Fundamentalreihe  rationaler  Grössen  (do,  Si,  •••  J^,  •  •  •) 
gehören.  Die  Fundamentalreihen  zugeordneten  Grössen  umfassen  näm- 
lich die  rationalen,  und  wenn  die  Grössenmenge  (b^,  b^,  b^  •  -  *)  gegen- 
über all  den  rationalen  Grössen  d^  die  genannte  Eigenschaft  besitzt,  be- 
steht sie  auch  gegenüber  d.  In  der  That:  es  gibt  eine  positive  rationale 
Zahlengrösse  £,  die  kleiner  ist  als  die  Grössen  dn+v  (f'  =  0,  1,2  •  •  •) 
wenn  n  nur  hinlänglich  gross  gewählt  ist,  denn  die  Grössen  d^  sinken 
nicht  unter  jeden  Werth  hinab.  Werden  demnach  die  Grössen  |  6»+y  j 
und     6<*»+*)  I  <  £,  so  bleiben  auch 

r*  I 

£_|  j(»+o|  tmd  d  — |6(f+^>| 

gleichzeitig  positiv,  w.  z.  b.  w. 

Lässt  sich  den  Gliedern  einer  unbeschränkten  Menge  von  Grössen 
(poj  ^17  •  •  •)  ^^  sokJie  Grösse  y  euordnen^  dass 

y  —  Co,   y  —  Ci,  • .  •,  y  —  Cr,  • .  . 

mit  wachsendem  v  unter  jeden  angebbaren  Werth  6  herabsinken,  so  heisst  y 
wieder  die  Grenze  der  c^. 

Nach  dieser  Definition  folgt,  dass  die  Glieder  jeder  Fundamental- 
reihe (a^,  a^,  Og,  •  •  •)  eine  Grenze  besitzen,  denn  die  Glieder  der  Beihe 
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a  —  Oo^  ü  —  öl,  •  •  • ,  a  —  CLff  •  •  • 

sinken  unter  jeden  anggebbaren  Werth  hinab;  also 

lim  (Zy  existirt  und  ist  gleich  der   der  Fundamentalreihe 

rssoo 

(^o;  ^1  * ")  fi^g^ordneten  Grösse  a. 

Die  den  Fundamentalreilien  zugeordneten  Grossen  nennen  wir  — 
sofern  sie  nicht  rational  sind  —  irrationale  Zahlengrosseu.  Bei  Ein- 
führung derselben  begegneten  uns  dieselben  Aufgaben,  wie  bei  Auf- 
nahme der  gebrochenen  und  negativen  rationalen  Zahlengrössen.  In 
Folge  neuer  Anforderungen  wurden  neue  Grössen  definirt,  deren  Eigen- 
schaften untersucht  und  deren  besondere  Rechnungsregeln  ermittelt, 
hier  ist  die  besondere  Rechnungsregel  das  in  der  Gleichung  lim  a^  '^  a 


VBSBOO 


ausgesprochene  Gesetz.  —  Wir  haben  auf  Grund  von  Definitionen  die 
durch  die  Fundamentalreihe  gesetzte  Grösse  in  einen  derartigen  Zu- 
sammenhang mit  den  rationalen  Zahlengrössen  gebracht,  dass  wir  den 
Schluss  zogen,  es  besteht  ein  Grenzwerth  für  die  die  Fundamental- 
reihe constituirenden  Glieder,  und  dieser  ist  gleich  der  durch  die  Reihe 
gesetzten  Grösse. 

7.  Es  ist  nur  noch  die  Frage  zu  beantworten,  ob  mit  Hilfe  der 
rationalen  Grössen  a  und  der  neuen  (irrationalen)  Grössen  b  nicht 
wieder  neue  Grössen  zu  definiren  sind,  indem  man  Fundamentalreihen 
aus  Grössen  der  neuen  Art  herstellt  und  durch  diese  Fundamental- 
reihen gewisse  Grössen  c  setzt.  —  Da  man  aber  einer  Reihe 

^o;   *ii   ^i;  ••• 
offenbar  immer  eine  Fundamentalreihe  aus  rationalen  Grössen  a^ ,  a^ ,  Oj  •  •  • 
so  zuordnen  kann,  dass 

eine  Elementarreihe  wird  (indem  man  z.  B.  flir  o,  eine  rationale  Grösse 

wählt,  die  Yon  br  um  weniger  als  —  abweicht),  so  ist  die  der  ersten  Reihe 

zugeordnete  Grösse  &  gleich  der  der  zweiten  Reihe  zugeordneten  Grösse  a, 
und  darum  kann  man  durch  die  aus  irrationalen  Gliedern  gebildeten 
Fundamentalreihen  keine  neuen  Grössen  definiren.  —  Während  jede 
Grösse  a  unter  den  b  vorkommt,  aber  nicht  jedes  b  in  dem  Gebiete 
der  rationalen  Grössen  a  enthalten  ist,  wird  jedes  b  unter  den  c  und 
jedes  c  unter  den  b  vorkommen. 

Die  Gesammtheit  der  rationalen  \md  irrationalen  Zahlengrössen  bildet 

—  wie  man  sagt  —  das  in  sich  abgeschlossene  Gebiet  der  reellen 

Zahlengrössen;  abgeschlossen  ist  es  insofern,  als  die  Wiederholung 

der  vier  Rechnungsoperationen  mit  den  Grössen  desselben  keine  neuen 

Zahlengrössen  erzeugt  — 
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8.  Nun  stellen  wir  die  Eigenschaften  des  Systems  der  reellen  Zahlen" 
grossen  zuBammen. 

Irgend  zwei  Grössen  sind  entweder  gleich  oder  ungleich^  und  im 
zweiten  Fall  ist  die  eine  die  grössere^  die  andere  die  kleinere. 

Die  reellen  ZaJilengrössen  lassen  die  vier  Bechnungsoperatianen  nach 
den  für  die  ganeen  Zahlen  gütigen  Bechnungsregeln  eu, 

Ist  a  >  6,  so  gibt  es  immer  ein  ganezahliges  Vielfache  von  b,  das 
grösser  ist  als  a:  nb>  a.  —  In  der  That,  sind  zunächst  a^  und  b' 
rationale  Grössen  und  a'  >  b%  so  wird  gewiss  einmal  nb'  >  a',  Ist 
a'  >  a  >  &  >  6',  so  wird  um  so  mehr  nb  >  a. 

Ferner  lässt  sich  jede  irrationale  Grösse  a  zwischen  aufeinander- 
folgende ganze  Zahlen  n  und  n  -f-  I  einschälten,  und  jede  reelle  Grosse 
gestattet  die  Schreibweisen 

n  +  1/    und    n'  +  v  , 

wo  n  und  n'  ganze  Zahlen  und  0^v<l,    — y^i''<y  ist. 

Denkt  man  sich  die  zwischen  zwei  reellen  Grössen  a  und  b  (a  <  0^ 
b>0)  liegenden  reellen  Grössen  c  in  zwei  Gruppen  getheilt  und  zwar  so, 
dass  erstens  jede  Grösse  c  nur  einer  Gruppe  angehört,  dass  zweitens  — 
unter  der  Annahme  c^  sei  in  der  ersten,  c^  in  der  zweiten  Gruppe  ent- 
halten —  jede  Grösse  c  <  Cj  der  ersten  Gruppe  und  jede  Grösse  c  >  Cj 
der  zweiten  Gruppe  angehört,  und  dass  endlich  zur  ersten  Gruppe 
auch  eine  Grösse  >  c^  und  zur  zweiten  auch  eine  Grösse  <  c^  gehört, 
so  lässt  sich  zeigen,  man  könne  c^  und  o,  so  wählen,  dass  (c^  —  c^) 
kleiner  wird  als  jede  Grösse  des  zwischen  a  und  b  enthaltenen  Systems 
reeller  Zahlengrössen, 

In  der  That,  wäre  (c^  —^  c^)  stets  grösser  als  die  zwischen  a  und  b 
enthaltene  Grösse  d,  so  gehörten  die  zwischen  c^  und  c^  -|*  d  liegenden 
Grössen  und  c^  -f"  '  selbst  zur  ersten  Gruppe  so  wie  c^;  es  gehörten 
die  zwischen  Cj  +  d  und  Cj  +  2d  liegenden  Grössen  und  c,  +  2d 
selbst"  zur  ersten  Gruppe  usw.^  endlich  auch  c^  +  md,  wo  m  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.    Es  gibt  aber  ganze  Zahlen  n  derart,  dass 

nd>c^  —  Ci    und    Cg<Ci  +  wd 

isi^  und  c^  würde  somit  im  Widerspruch  zur  Voraussetzung  der  ersten 
Gruppe  angehören.  Demnach  lässt  sich  die  Theilung  der  reellen  Grössen 
in  zwei  Gruppen  wirklich  so  vornehmen,  dass  die  Differenz  aus  einer 
Grösse  Cg  der  zweiten  Gruppe  und  einer  Grösse  c^  der  ersten  Gruppe 
kleiner  wird  als  irgend  eine  Grösse  des  Systems. 

Ist  s  irgend  eine  reelle  Grösse,  so  zerfallen  die  reeUen  Grössen  durch 
s  in  zwei  Gruppen,  in  eine  erste,  deren  Grössen  c^  <s  sind,  und  in 
eine  zweite^  deren  Grössen  Cs  >  s  sind;  und  immer  ist  C|  <  Cj. 
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Legt  man  zwei  Gruppen  G^  und  G^  des  zwischen  a  und  b 
(a  <  0;  b>0)  befindlichen  Systems  reeller  Grossen  vor^  so  dass  jede 
Grosse  c^  yon  Gi  kleiner  ist  als  jede  Grosse  c^  von  G^,  so  gibt  es 
nur  eine  reeUe  Grösse,  die  diese  TheHung  hervorruft. 

Beweis:  Bestimmen  wir  zwei  ganze  Zahlen  ^  <0  und  £>  0  so,  dass 

Ä£a<A  +  l,    B  —  Kb^B 

sind,  so  sind  entweder  zwischen 

Ä  und  ^  +  1     oder  zwischen    J.  +  1  und  J.  +  2 ,  •  •  • 

oder  zwischen   B  —  1  und  B 

beiderlei  Grossen   Ci   und   c^   enthalten;   sagen  wir    zwischen  a^  und 
€Cq-\-1.   Ist  n  eine  ganze  Zahl  ^  2,  so  werden  femer  entweder  zwischen 

a^  und  «Q  -| oder  zwischen  «^  +  —  nnd  «o  + "~ ;  *  * ' 

fi  —  1 
oder  zwischen  a^  -( —  und  «j  +  1 

Grössen  C|  und  c^  enthalten  sein.  Gesetzt  man  fönde  beiderlei  Grössen 
zwischen 

femer  zwischen 

«o  +  ?  +  g.=  .,     und     „.  +  ^  +  ^^-.,  +  1. 
USW.;  endlich  zwischen 

«o  +  ?  +  5  +  ---  +  ^-«r     nnd     5,  +  ^, 

WO  fii,  fta  •  •  •  j»y  ganze  Zahlen  kleiner  als  n  sind;  so  bilden  die  Grössen 

(«0  ■=*  So,  Si,  Sj;  •  •  •  5y;  •  •  •) 

eine   Fundamentalreihe   (vergl.  §  4,  Nr.  4)   und  die   ihr   zugehörende 
Grösse  s  ruft  die  Theilung  hervor,  denn  es  ist  5  >  Cj  und  ^  <  (^. 

Würde  nämlich  z.  B.  vorausgesetzt,  dass  ein  c^^  s  sei,  so  kämen 
wir  auf  einen  Widerspruch;  Ct  müsste  dann  auch  zwischen 

Sr  und  5y  +  —     (v  ==  0, 1,  2,  •  •  •) 

n 

enthalten  sein  imd  die  Reihe 

^  — «o>  ^1  —  ^11  ^1  — «i;  •- 
wäre  eine  Elementarreihe,  also  Ci  =  s. 

Es  gibt  aber  auch  keine  zweite  Grösse  s\  die  die  Theilung  her- 
Yormfen  kann.     Denn  auch  von  dieser  hätten  wir  zu  sagen,  dass  sie 

zwischen  s^  und  s^  -\ — ;  (v  «»  0, 1,  2,  •  •  •)  liegt  und  durch  eine  Funda- 
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mentalreihe  (Sq,  Si\  s^\  •  •  •)  zu  erklären  ist;  diese  ist  aber  der  Reihe 
(«o;  «11  ^i)  •••)  gleich,  weil 

eine  Elementarreihe  iat^). 

§  5.    Potensen  und  Logarithmen« 

1.  Wir  gehen  nochmals  auf  die  Bestimmung  einer  Zahlengrosse 
p  zurück,  deren  positive,  ganzzahlige  m^  Potenz  gleich  der  positiven 
ganzen  Zahl  a  ist.  Das  früher  angewandte  Verfahren  lieferte  eine 
Folge  von  rationalen  Grossen  jp^,  p^,  p^,  •  •  • ,  die  die  Eigenschaft  der 
verlangten  Grösse  immer  genauer  und  genauer  erfüllten.  Da  aber  die 
Grössen  Pq,  Pi,  jPs;  *  *  *  eine  Fundamentalreihe  constituiren,  indem  die 
Ungleichungen  jp«+y  —  J>i»  <  *  (♦*  ^  '^;  v  -=  1,  2,  3  •  •  •)  bestehen,  so 
haben  die  Grössen  p^y  Pu  •  -  *  eine  Grenze,  und  es  ist  limj>y  ^^Py  weil 
die  Grössen  ''~*    • 

«— JP?;  «— i^T»  ••• 

eine  Elementarreihe  bilden.     Man   bezeichnet  p  symbolisch  mit  ya 
und  nennt  p  die  m^  Wurzel  aus  a. 

Da  pn  als  Summe  von  (n  -|-  1)  rationalen  Grössen  «o,  «i,  *  *  *  ccn 
erklärt  war,  so  ist  zu  vermuthen,  dass  Umjp.  als  additive  Vereinigung 


hbsoo 


einer  unbeschränkten  Anzahl  von  Elementen  aufzufassen  sei,  und  wir 
werden  somit  aufmerksam,  dass  wir  der  durch  Summation  unbeschränkt 
vieler  Grössen  o^of  ^if  ^f  ' '  '  begrijBPlich  bestimmten  Grösse  möglicher 
Weise  eine  Bedeutung  zuzuschreiben  haben.  Wir  werden  später  dar- 
auf eingehen  (§  7). 

Hier  heben  wir  zunächst  die  aus  der  Bestimmung  der  Grösse  p 
fliessende  Bemerkung  hervor:  SoU  eine  Grösse  von  bestimmten  Eigen- 
schaften berechnet  u^erden,  so  hat  man  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Er- 


*)  Litteratnr:  G.  Cantor  (siehe  Heiners  Abhandlung:   Die  Elemente  der  Fonc- 

tionenlehre  in  Grelle^s  Jonmal  Bd.  74,  p.  172). 
Weierstrasa  (siehe  Pincherle :  Saggio  di  una  introdnzione  alla  teoria  delle 

fnnzioni  analitiche  secondo  i  principii  del  Prof.  W.  in  Battaglini  giomale 

t.  18). 
Dedekind:  Stetigkeit  nnd  irrationale  Zahlen  1872. 

„  Was  sind  nnd  was  sollen  die  Zahlen?  1888. 

Bertrand  (siehe  J.  Tannery:  Introdnction  a  la  th^orie  des  fonotions  d'une 

variable  1886). 
6.  Cantor:  Grandlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre  1888. 
Lipsohitz:  Grundlagen  der  Analysis  1877. 
Stolz:  Vorlesungen  über  allg.  Arithmetik  1886. 
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mittlung  eines  Verfahrens  zn  richten,  durch  das  eine  Grössenreihe 
bestimmt  wird,  die  eine  Fundamentalreihe  bildet,  und  deren  Glieder 
die  Eigenschaften  der  yerlangten  Grösse  mit  immer  grösserer  An- 
näherung erfallen.  Die  Grenze  der  Glieder  der  Reihe  ist  die  ge- 
suchte Grösse. 

2.  Wir  geben  hierf&r  alsbald  ein  Beispiel,  doch  schicken  wir 
voraus,  was  wir  unter  der  ganeeahligen,  w***  Potem  einer  irrationalen 
Grösse  a,  also  unter  a^  zu  yerstehen  haben,  was  unter  einer  ge- 
brochenen und  einer  irrationalen  Potenz  einer  positiven  Grösse  zu  ver- 
stehen ist,  und  wollen  auch  einige  nothwendige  Ungleichungen  ableiten. 

Wird  die  irrationale  Grösse  a  durch  die  Fundamentalreihe  ratio- 
naler Grössen  a^,  a^,  o,,  •  •  •  definirt,  ist  a^  als  Grenze  der  Grössenreihe 

/»m     /»m     Qtn     .  .  . 

hinzustellen,  deifti  diese  bildet  eine  Fundamentalreihe.  Zum  Beweise 
nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  m  >  0  und  a  >  0  sei  und  die  Reihe  der  o,  von 
einem  angebbaren  Index  v  ab  nur  (positive  und)  zunehmende  Grössen 
besitze.   Dann  wird  wegen  der  die  Fundamentalreihe  (a^,  a^,  •  •  •)  cha- 


a. 


rakterisirenden  Eigenschaft  der  Quotient  — ^    ftLr    genügend    grosse 

n 

Werthe  von  n  und  jedes  v  von  Eins  um  weniger  abweichen,  als  eine 

beliebig  kleine  positive  (rationale)  Grösse  a  anzeigt:     ""^^  <  1  -(-  a. 
Ist  o  <  1,  SO  wird 

1  —  a«— (l+a)(l -a)<l     und    l  +  a<j7:^, 


also 
und 


d™  .        —  O"»  aas  a"* 


i^T>  (i  -  ")■ 


Gedenken  wir  nun  noch  der  auf  S.  4  vorkommenden  Ungleichung 
(1  +  &)">  1  +  w6,  die  offenbar  nicht  blos  für  ganze,  sondern  auch 
ftir  rationale  Zahlengrössen  b  gilt,  so  lange  nur  1  -|-  6  >  0  ist  (indem  ja 

+  ((l  +  6)'»-»+(l+6)"-«-| (-(i+6)  +  i)  ((1  +  6)  _  1)>  1  +  mb 

ist),  80  wird  ferner 

«:+,  -«?  <  «:+,  (l  -  (1  -  »»«))  -  «H-.»»«' 

Diese  Grösse  kann  bei  hinlänglich  kleinem  a  also  bei  hinlänglich 
grossem  n  kleiner  gemacht  werden  als  jede  beliebig  kleine  positire 


m 
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Grosse  d,  und   darum   ist  die  Beihe   der    a^  eine  Fundamentalreihe 

w.  z.  z.  w.  —  Ist  die  Reihe  der  Grossen  Oy  ein^  abnehmende  Reihe 
oder  a  <  0;  m  <  0,  so  ist  der  Beweis  ganz  ähnlich. 

Die  gebrochene  Potenz  einer  positiven  Grösse  erJUärt  man  nach  dem 
Princip  der  Permanenz  der  formalen  Rechnungsgesetze  auf  Grund  der 
fQr  ganzzahlige  Exponenten  geltenden  Gleichung 

und  zwar  a"^  jcüs  digenige  Grösse^  deren  n^  Potentf  a  ist  (d.  i.  also  nach 
der  frttheren  Bezeichnung  Ya)  so  dass 

Va"/  —  yyaf  "=»  a""  t^a  und  \a»/  =  Kyol  =  a' 

ist.  Sind  n^  und  w,  rationale  Grossen,  so  gilt  d"*  •  a"*  =  a**+"*.  — 
Für  ganzzahlige  Exponenten  ft  >  1  ist  (1  +  a)'*  >  1  +  (*a,  wenn 
1  +  a  >  0  und  |  a  |  >  0  ist.  Wir  wollen  diese  Ungleichung  f&r  jeden 
rationalen  Exponenten  fi  >  1  beweisen  und  zeigen,  dass  unter  den- 
selben Yoraussetzimgen   über  a  im  Falle  eines  positiven   rationalen 

Exponenten  fi  <  1 

(1  +  a>*  <  1  +  (*a 
isi 

Ist  n  eine  ganze  Zahl  >  1,  so  wird  zufolge  der  Beziehung: 
c»—  cp»«s  (c  —  ei)  (ö*""^+  c»""*(Z-{-  •  — f- (?(?•""*+  d*~*) 
—  gleichgiltig  ob  c^d  ist  — 

Setzt  man  hier  c  «=  1  +  a  >  0,  |  a  |  >  0,  d  —  1,  so  folgt 

oder 

^^  >(1  +  a)"  >  1  +  na . 

Der  erste  Theil  dieser  Ungleichung  gilt  nur  so  lange,  als 

ist  (denn  andernfalls  wäre  die  positive  Grösse   (1  -f-  a)^  kleiner   als 
eine  negative  Grosse  gesetzt). 

Setzt  man  statt  c   (1  -j"  a)**  >  0,  statt  d  wieder  1,  so  folgt  ebenso 

\      <(l-|-a)^<l  +  -i-a, 

*       n(l+a) 
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und  wieder  muss  1 ,     ^  >  0  sein,  wenn  die  erste  Ungleichung 

zulassig  sein  solL    Dann  aber  ist  offenbar 

La  ~  a 
>  1  H 77-1 — r  ^^d  somit  auch  (1  +  a)"  >  1  +  -rr-. — ^.  • 

«(1  +  a) 
Erhebt  man  beide   Theile   dieser  Ungleichung   unter   der  Annahme, 

dass  1  -| .     .  >  0   sei,    zur  ganzzahligen  m^  Potenz,    so   wird 

umsomehr 


1  — 


m 

m      a 


(l  +  o)«>l  +  -^'^. 

Wenn  l  +  a>0,  |a|>0,  1-j . /\       < 0  ist,  sagt  diese  Unglei- 
chung nur  etwas  Selbstverständliches  aus.  — 
Nim  aber  ist  im  Falle  u  ■=  —  >  1 

(l  +  ay^il  +  a)(l  +  ay-^>(l  +  a)(l  +  (ji-l)j^^l  +  lia, 
und  auf  Grund  dieser  Formel  ist  im  Falle  1*«=— <1,  — >1 

(l+>a)Ä^>l+^      und      (1 +  a)^<l +  (*a,     w.  z.  z.  w. 

Gehört  die  irrationale  Grösse  n  ssu  der  Fundamentälreihe  rationaler 
Crossen  (y^,  v^f  v^y  * ' '),  so  ist  entsprechend  den  bisherigen  Principien 
die  irrationale  n^  Potem  der  positiven  Grösse  a  als  die  m  der  Beihe 

a"»,  a*'>,  a^*,  •  •  • 

auguordnende  Grösse  aufmfassen.  Diese  Beihe  ist  nämlich  eine  Fun- 
damentalreihe, denn  die  Differenzen 

aV+^  -  aV  —  aV  (aV+^  "V  —  1)    (ft  ^  m,  A  —  1, 2  •  -  •) 

lassen  sich  dem  Betrage  nach  kleiner  machen  als  jede  yorgegebene 
Grösse.  In  der  That,  ist  a  =  1  +  «  >  1,  « >  0,  und  ist  (vq^  Vi,  •  •  •)  eine 
Beihe  zunehmender  Grössen,  so  dass  v^t^x  —  Vf^*^  (f>0  aber  schliess- 
lich kleiner  wird  als  jede  vorgegebene  Grösse,  so  wird 

((l  +  a)«-l)<(»a 

und  Qa  auch  beliebig  klein.  —  Ist  aber  a  «=  1  —  «  <  1,  also 

i— !  +  /»>!, 

und  denken  wir  n  durch  eine  Fundamentalreihe  {vq,  t/|,  •  •  •)  definirt, 
deren  Glieder  schliesslich,  d.  h.  von  einem  angebbaren  Gliede  ab,  ab- 
nehmen, auf  dass  t/^  —  Vf^^x>0  ist,  so  wird 
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und  diese  Grosse  lässt  sich  selbst  wieder  beliebig  klein  machen;  usw. 
Ist  a  >  0  und  sind  n^;  n^  positive  Grössen  und  ^  >  n,,  so  wird 
a«i  >  a"«.     Sind  a  und  b  positive  Grössen,  und  n  und  m  irgend  ein 
Paar  reeller  Grössen^  so  gilt 

an  'är^=^  a*+« ,  (a")*"  =  a*«     und    (a6)*  —  a"6» . 

3.  Sind  in  der  Gleichung  &<^  &&=  a  die  positiven  Grossen  a  und  h 
gegeben,  h  aber  von  1  verschieden,  so  nennt  man  den  Exponenten  e 
den  Logarithmtis  von  a  in  JSeßug  auf  die  ,fJBasisf^  b  und  schreibt 

c  -a  logft  a. 

Wir  frageu,  wie  man  c  durch  eine  Fundamentalreihe  bestimmen  kann. 
Denken  wir  z.  B.  b>  1  und  bilden  die  Folge  von  Grössen 

. . .  6-«,  6-S  b\  b\  &%  . . . 

so  ist  entweder  a  gleich  einer  dieser  Grössen  V'  und  A  =  log^  a  oder 
a  liegt  zwischen  zwei  dieser  Grössen: 

b^<a<V+K 
Dann  schalte  man  zwischen  A  und  A  -j-  1  Brüche  ein,  so  wird  etwa 

b     ^<,a<b        •  («^2,fii<n). 

Wenn  A  -{-       nicht  der  Logarithmus  von  a  ist,  bilde  man 

6     "     "*  ^  a  <  6  "^  »  "*" "  »*  (f4  <  n) 

usw.  Gelangt  man  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
dieser  Art  nicht  zum  Logarithmus  von  a,  so  bestimmen  die  Funda- 
mentalreihen: 


A,A  +  ?^,  A  +  ^  +  ?^ 


i;  ••• 


A  +  l,A  +  ??i+l,     A  +  ^  +  M^,... 

eine  und  dieselbe  Grösse  c,  welche  die  Eigenschaft  des  Logarithmus 
von  a  erfüllt.  —  Es  ist  c  >  0,  wenn  a  >  1  ist;  und  c  <  0,  wenn  a  <  1 
ist;  doch  wird  logj  1=0,  log*  6  =  1. 

Ist  b>  1,  so  gehört  zu  der  grösseren  von  zwei  Zahlengrössen  a^ 
und  Os  der  grössere  Logarithmus,  d.  h.  im  Falle  a^  >  a^  kann  nicht 

Ci  =  logft  ai  ^  logft  03  =  02 

sein,  sonst  wäre  auch 

und  wir  wären  bei  einem  Widerspruch. 
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Indem 

ist,  bestehen  die  Bechnnngsgesetze: 

Ci  +  Cs  =  logft  Gl  +  logA  Os  =  log  (aias) 

Ci  —  c«  —  logft  Gl  —  logi  a2  =»  log  (^) ; 
indem  aber  auch 

a*  =  (&«)*  =  (yogfta)*  „  Jtlog^a 

ist^  so  folgt 

k  logft  a  =  log*  (a*) . 

Zugleich  mit  V^^b^  »s  a  ist  auch 

logB  (V^^ ")  —  logB  a    oder    log*  a  •  log^  6  ««=  log^  a , 
und  zugleich  mit  B^^b^  m  a  gilt 

log*  (B*<*^Ä«)  aa  log*  a    oder    log^  a  •  log*  JB  =»  log*  a. 
Die  zweite  Relation  geht  für  den  Fall  a  »»  &  in  die  Beziehung  über: 

log^ft  •  log* B  =  log*6  =^  1 , 
und  darnach  ist 

log6  a  =-  j^^  =  logÄ  a  .  log*  B 

und 

log^  a 
logB  a  —  j^^  —  log*  a  •  logÄ  6. 

Wenn  man  somit  den  Logarithmus  irgend  einer  positiren  Grosse  a 
in  Bezug  auf  eine  Basis  h  gefunden  hat  und  den  Logarithmus  dieser 
Basis  h  in  Bezug  auf  eine  neue  B  kennt^  so  ist  durch  das  Product  dieser 
Logarithmen  der  Logarithmus  von  a  in  Bezug  auf  die  neue  Basis  B 
gegeben. 

§  6.    Beeile,  Yerftnderliohe  Grössen. 

!•  Mit  den  bisher  in  die  Rechnung  eingeführten  reellen  Zahlen- 
grossen haben  wir  zu  operiren.  Ist  eine  beschränkte  Anzahl  reeller 
Grössen  ai^  Os;  •  •  •  a»  y^gelegt  und  verknüpffc  man  diese  eine  be- 
schränkte Anzahl  Male  durch  die  vier  Rechnungsoperationen,  wobei 
die  Division  durch  Null  auszuschliessen  ist,  so  erhalt  man  Ausdrücke, 
deren  Untersuchung  den  Gegenstand  der  Algebra  bildet. 

Schliesst  man  zunächst  die  Division  ganz  aus,  so  entstehen  Aus- 
drücke der  Form: 


X«il 


32  !•  Abschnitt.    Grandlagen  der  Arithmetik. 

k 

WO  ^   das  Zeichen  daftlr  ist^  dass  man  die  Summe  der  Grossen  zu 

nehmen  hat,  die  ans  der  nach  (oder  ^^unter^^  diesem  Zeichen  stehen- 
den Grösse  Axa^"^   a?*     •  •  •  oT"     hervorgehen,  wenn  man  x  der  Reihe 

nach  die  Werthe  1,  2,  -  - '  Je  gibt.  Unter  wi*\  •  •  •  tn^^  sind  positive 
ganze  Zahlen  (die  Null  mit  eingeschlossen)  zn  verstehen;  und  Aiy 
Ai,  •  •  •  Ak  sind  positive  oder  negative  ganze  Zahlen;  sie  heissen 
Coefficienten  in  dem  ffilgebraischen,  rationalen  und  ganeen  Ausdrucket. 

Wendet  man  bei  der  Yerbindimg  der  gegebenen  Grössen  a  auch 
die  Division  an,  so  entstehen  Quotienten  ^^ganzer''  Ausdrücke.  Indem 
man  die  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  zu  verbin- 
denden Quotienten  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  bringt,  erscheint 
die  Verknüpfung  unserer  Grössen  in  der  Form  des  Quotienten  swder 
ganzer  Ausdrücke;  sie  heisst  ein  algebraischer^  rationaler  und  ge- 
brochener Ausdruck. 

2.  Bei  der  Bildung  der  beschriebenen  algebraischen  Ausdrücke 
wollen  vnr  einigen  Elementen  a^  einmal  fixirte  Werthe  unveränderlich 
zuschreiben,  andere  Elemente  a^  sollen  nach  und  nach  andere  Zahlen- 
werthe  aus  dem  System  reeller  Zahlengrössen  annehmen.  Die  ersteren 
Grössen  heissen  unveränderliche  oder  constante  Grössen,  die  letzteren 
veränderliche  oder  variable  Grössen. 

Ein  algebraischer  Ausdruck  ist  von  den  jeweiligen  Werthen  der 
Variablen  abhängig;  sein  Werth  ändert  sich  mit  denen  der  Variablen. 

Eine  Variable  rr,  von  der  nur  bekannt  ist,  dass  sie  verschiedene 
Werthe  annehmen  kann,  ist  im  Allgemeinen  nicht  in  der  Rechnung 
zu  verwerthen;  man  fuhrt  darum  erstens  die  unbeschränkt  veränderliche 
Grösse  ein,  und  versteht  darunter  eine  Grösse,  die  jeden  Werth  unseres 
Systems  von  reellen  Zahlengrössen  annehmen  kann  \mi  auch  grösser 
werden  darf,  als  jede  vorgegebene  positive  Grösse  und  kleiner  als  jede 
vorgegebene  negative  Grösse  (wobei  von  zwei  negativen  Grössen  die- 
jenige die  kleinere  heisst,  die  den  grösseren  Betrag  hat).  Indem  die 
Variable  das  darf,  sagt  man^  sie  habe  die  obere  Grenze  +  c»  (unendlich), 
und  die  untere  Grenze  —  oo;  sie  wird  unendlkh.  Das  „Unendlich^  hat 
somit  die  Bedeutung  einer  über  jede  angebbare  positive  Grrösse  hinaus 
wachsenden  oder  Ober  jede  angebbare  negative  Grösse  hinaus  abnehmenden 
Grosse,  aber  nicht  die  Bedeutung  einer  bestimmten  Grösse,  und  darum 
sagt  man  auch  nicht,  x  sei  unendlich,  sondern  es  u^erde  unendlich,  die 
Variable  wachse  über  jede  angebbare  Grösse.  Gantor  nennt  dieses 
Unendliche  das  „UneigenÜich-Unendlichef^  im  Gegensatz  zu  einem  an- 
deren Unendlich,  das  wir  erst  kennen  lernen  werden. 
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Zweitens  führt  man  die  jjstetig^^  veränderliche  Grösse  ein  und  ver- 
steht unter  dieser  eine  solche  Variable  Xy  die  ausser  einem  ersten 
Werthe  Xq  alle  Werthe  annimmt,  für  die  der  absolute  Betrag  \x  —  Xq\ 
kleiner  ist  als  eine  beliebig  vorgegebene  positive  Grösse  d. 

Die  unbeschränkt  veränderliche  Grösse  ist  also  stetig  veränderlich. 

Liegen  die  absoluten  Beträge  der  Werthe  einer  stetig  veränder- 
lichen Grösse  alle  unter  einer  angebbaren  positiven  Grösse,  so  heisst 
die  Variable  endlich]  werden  die  absoluten  Beträge  grösser  als  jede 
beliebige  vorgegebene  positive  Grösse,  dann  hat  sie  die  Grenze  -|-  cx) 
oder  —  CX),  sie  wird  unendlidi]  und  sie  ist  die  unbeschränkte  Variable, 
wenn  sie  alle  endlichen  Werthe  annehmen  kann. 

Wenn  eine  Veränderliche  nur  alle  ganzzahligen  oder  alle  ratio- 
nalen Werthe  des  Zahlensystems  annehmen  kann,  ist  sie  nicht  stetig, 
wohl  aber  wird  sie  unendlich. 

3.  Die  Gesammfheit  der  Werthe  Xy  die  die  Bedingung  \x  —  a^^  |  <  r 
erfüllen  y  wo  r  eine  positive  Grösse  hejseichndy  bildet  y  wie  man  sagt,  die 
Umgehung  r  von  Xq.  Das  ist  eine  Bezeichnung,  deren  Ursprung  in 
der  gleich  zu  besprechenden  Repräsentation  der  Variablenwerthe  zu 
suchen  ist. 

Zu  dem  Begriff  der  Zahl  gelangten  wir  durch  Betrachtung  realer 
Objecto  mit  gemeinsamen  Merkmalen.  Darum  liegt  es  nahe  zu  fragen, 
ob  wir  nicht  von  den  rationalen  und  irrationalen  Zahlengrössen  ein 
Abbild  schaffen  können,  an  dem  uns  das  formale  Denken  zuversicht- 
lich erleichtert  wird,  da  unser  Denken  ohnehin  in  letzter  Linie  an 
Dinge  der  Sinnenwelt  anknüpft  und  auf  Erfahrungen  über  Vorgänge 
an  Dingen  der  Sinnenwelt  gestützt  ist. 

Auf  einer  geraden  Linie  lassen  sich  die  Punkte  dadurch  begriff- 
lich fixiren,  dass  man  nach  Annahme  einer  Maasseinheit  e  ihre  Entfer- 
nungen von  einem  festen  Punkte  0  der  Geraden  in  dieser  Maasseinheit 
angibt.  Dem  Punkte  0  ordnen  wir  die  Zahl  Null  «zu  und  fassen  ihn 
als  „Träger'*  der  Null  auf.  Tragen  wir  von  0  aus  die  Strecke,  die 
als  Maasseinheit  fixirt  ist,  ein-,  zwei-,  n-mal  auf  beiden  Theilen  der 
Geraden  auf,  so  sollen  die  Endpunkte  dieser  Vielfachen  der  Maassein- 
heit Träger  der  Zahlen  +6,  +  2c,  •  •  •  -j- nc  •  •  •  resp.  — e, 
—  2e,  •••  —  ne  '  "  sein,  je  nachdem  wir  uns  in  dem  vorher  fixirt 
gedachten  „positiven  oder  negativen"  Theile  der  geraden  Linie  be- 
finden.    Die  gleich  grossen  Strecken  zwischen  zwei  Punkten,   die  die 

Träger  von  +  ae  oder  —  ac  und  -j-  (a  +  1)^  ^^^^  —  (^  +  1)^ 
sind,  theile  man  in  n  gleiche  Theile  und  fasse  den  m*^  Theilungs- 
punkt,  den  man  bei  dem  Fortschreiten  von  dem  0  näher  liegenden 

Biermann,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  3 
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Punkte  erreicht,   als  Träger  von  +  ( «  H )  e  auf.   —    So  wird  die 

Entfernung  E  durch  eine  rationale  Zahlengrosse  fixirt,  wenn  sie  zur 
Maasseinheit  e  in  rationalem  Verhältnis  steht,  d.  h.  wenn  die  Entfer- 
nung durch  einen  endlichen  Process  der  genannten  Art  zu  durchmessen 
ist.  Wenn  dieses  Verhältnis  aber  nicht  rational  ist,  wird  man  eine 
unbeschränkte  Anzahl  rationaler  Grössen  (a^^e,  aie,  •  •  •  ünC,  •  •  •)  so 
angeben  können,  dass  die  denselben  zugehörigen  Punkte  dem  durch 
eine  Zahlengrösse  zu  fixirenden  Punkte  beliebig  nahe  kommen,  und 
man  sagt:  die  Entfernung  des  Punktes  ist  ae,  wenn  ae  die  der  Fun- 
damentalreihe (üQßy  a^e,  '  •  •)  zugehörige  Zahlengrösse  ist. 

Nach  diesen  Festsetzungen  leuchtet  ein,  dass  die  Entfernungen 
zweier  Punkte  von  0  verschieden  sind,  wenn  die  dieselben  fixirenden 
Zahlengrössen  verschieden  sind. 

So  kann  die  Lage  eines  Punktes  auf  einer  Geraden  durch  eine 
reelle  Zahlengrösse  bestimmt  werden;  und  da  sich  umgekehrt  jeder 
Zahlengrösse  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  zuordnen  lässt  (ein  Satz, 
der  als  Axiom  zu  bezeichnen  ist),  so  haben  die  reellen  Zahlengrössen 
in  den  Punkten  der  Geraden,  der  sog.  ZcMenlinie ,  ein  Abbild;  und  wir 
können  leicht  die  geometrische  Deutung  der  in  §  4,  8  ausgesprochenen 
Eigenschaften  des  Systems  reeller  Grössen  angeben.  Wir  führen  nur 
an,  dass  ein  und  nur  ein  Punkt  die  Theilung  des  zwischen  zwei 
Punkten  P^  und  P^  liegenden  Systems  von  Punkten  in  zwei  solche 
Gruppen  hervorruft,  dass  jeder  Punkt  der  einen  Gruppe  in  der  an  P^, 
jeder  Punkt  der  andern  Gruppe  in  der  an  Pg  angrenzenden  Folge  von 
Punkten  liegt;  andrerseits  lesen  wir  noch  aus  der  Lage  der  Träger 
zweier  Grössen  a  und  b  die  Ungleichungen  ab: 

a  +  6|^||a|-16||,    |a  — 6|^||a|  — :6| 

Der  Träger  eines  besonderen  Werthes  Xq  einer  stetig  veränder- 
lichen Grösse  x  ist  ein  bestimmter  Punkt  oder  eine  yßteU^f^  auf  der 
Geraden,  und  die  der  Bedingung  \x  —  oJq  |  <  r  unterworfenen  rc-Werthe 
liegen  innerhalb  der  Strecke,  deren  Enden  durch  die  Grössen     • 

Xq  —  r    und    aj^  +  r 
fixirt  sind.      Die   Gesammtheit    der   Werthe    zwischen   X^  =  a^^  —  r 
und    Xj  Bs=  0^0  -{-  ^  nennt  man  das  von  X^  bis  X^  erstreckte  IniervaU. 

§  7.    Ueber  tmendliohe  Beilien. 

1.  Wenngleich  wir  hier  noch  manche  später  nothwendige  Defini- 
tion anreihen  könnten,  wollen  wir  lieber  nach  der  eben  vorgebrachten 
Aufstellung  des  Begriffs  „unendlich'^  wesentlich  andere  Betrachtungen 


§  7.    üeber  anendliche  Reihen.    Nr.  1.  35 

Tornehmen^  die  nicht  allein  dazu  dienen  sollen;  die  bisher  vorgetragenen 
Lehren  zu  verwenden ,  sondern  auch  einen  wesentlichen  Fortschritt 
enthalten. 

Es  sei  eine  unbeschränkte  Menge  von  endlichen  reellen  (positiven 
und  negativen)  Zahlengrössen 

ÖO;     öl,    aj,   •  -  •   Or;   •  •  • 

gegeben,  und  wir  fragen,  ob  die  durch  Summation  zusammengesetzte 
„unendliche  BeOKf^ 

eine  Bedeutung  haben  kann.  Begrifflich  ist  durch  die  „unendliche 
Beiheft  eine  bestimmte  „Grösse'^  gesetzt,  wenn  man  angeben  kann, 
welche  Elemente  und  wie  oft  jedes  in  der  Reihe  auftritt.  Zur  Beur- 
theilung  dieser  Grosse  brauchen  wir  den  Vergleich  derselben  mit 
den  rationalen  und  irrationalen  Zahlengrössen.  .  Indessen  die  Fest- 
stellung der  Gleichheit  rationaler  Grossen  auf  der  Transformation  in 
gleiche  Elemente  £,  beruhte,  können  wir  hier  den  Vergleich  nicht  auf 
dieses  Princip  stützen,  denn  eine  unbeschränkte  Anzahl  von  Trans* 
formationen  ist  nicht  ausfuhrbar;  wir  müssen  vielmehr  den  neuen 
Gleichheitsbegriff  heranziehen,  nach  dem  zwei  reelle  Grössen  a  und  b 
gleich  sind,  wenn  ihre  Differenz  dem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  jede 
positive  Grösse  d,  und  eine  Grösse  Null  ist,  wenn  ihr  Betrag  kleiner 
ist  als  jede  positive  Grösse  d  (8.  20). 

Wir  nehmen  noch  einen  neuen  Begriff  auf,  mit  Hilfe  dessen  wir 
nicht  allein  den  Vergleich  der  durch  die  unendliche  Reihe  gesetzten 
„Grösse'^  mit  unseren  reellen  Zahlengrössen  bewerkstelligen  werden, 
sondern  auch  entscheiden  können,  ob  imd  wann  die  durch  die  Beihe 
gesetzk  Grösse  cUs  Summe  der  in  ihr  vorkommenden  Elemente  a,  auftfu- 
fassen  ist^  was  von  vornherein  darum  nicht  feststeht,  weil  die  additive 
Vereinigung  einer  imendlichen  Anzahl  von  Elementen  nach  dem  Princip 
der  Permanenz  der  Rechnungsgesetze  erst  dann  als  Summe  anzusehen 
ist,  wenn  sie  die  Eigenschaften  der  Summe  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  Grössen  besitzt,  also  wenn  sie  unabhängig  von  der  Anord- 
nung der  Summanden,  unabhängig  von  der  Bildung  von  Theilsummen 
ist,  und  ihr  Werth  nicht  geändert  wird,  wenn  man  die  Sunmianden 
durch  gleichwerthige  Grössen  ersetzt. 

Wir  setzen  neben  die  unendliche  Reihe  die  sogenannten  „Pa/rtial- 
summeitf^ 

«it  —  Oo  +  «1  +  •  •  •  +  a»-i  +  ön    (n  =  0, 1,  2  • .  •) 
und  definiren: 

Wenn  der  unendUchen  Folge  von  Grössen 

8* 
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SOf    Si,    S2y    '  "    Sny    "  ' 

eine  bestimmte,  endliche  Grösse  s  als  Grenee  jsmfuordnen  ist  {s  =  lim  s«), 

«•=sao 
CO 

SO  heisst  die  unendliche  Beule  ^Op  convergent  und  s  ihr  Gremwerth;  wenn 

aber  die  Grössen  \  Sy  \  Ober  jede  positive  Grösse  G  anwachsen,  oder  wenn 
sich  die  Grössen  Sy  keiner  bestimmten  Grenze  nähenty  wenn  also  —  wie 
man  sagt  —  lim  Sn  imendlicli  oder  unbestimmt  wird,  so  heisst  die  Beihe 


^.ay  divergent*). 


v=0 


2.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 


00 


BeUie  ^.a,  convergirt,   besteht  darin,   dass  man  einer  beliebig  kleinen 

positiven  Grösse  d   eine  solche  ganee  Zahl  m   zuordnen  kann,  dass  für 
jedes  n^m  und  jedes  ganzzahlige  v 

1  Sn+v  —  5it  I  *=  I  öfi+l  +  ön+2  H •  +  ö«+y  I  <  S 

unrd. 

In  der  That,  nach  der  Definition  der  Grenze  s  einer  unendlichen 
Folge  von  Grössen  Sq,  s^,  s^,  •  •  •  d.  i.  der  Partialsummen  der  conver- 
genten  Beihe,  kann  man  eine  ganze  Zahl  m  der  Art  angeben,  dass 
für  jedes  n'^m 

\Sn  —  s\<^ 

ist;   dann  aber  ist  zufolge  der  Beziehung  \a  —  ^l^l^l  +  l^l   der 
Betrag: 

I  Sn+v  —  Sn\  =  \  (Sn  +  v  —  s)  —  (Sn  —  s)  \  ^\  5„+r  —  5  |  +  j  5«  —  5  |  <  d, 

also  die  genannte  Bedingung  ist  erfüllt. 

Wenn  umgekehrt  |  Sn^v  —  5«  |  <  d  ist,  für  ein  w  ^  w*  und  jedes 
ganzzahlige  v,  so  bilden  die  Grossen  5»,  ^n+i;  ^»+8;  '  * '  ^^^^  Funda- 
mentalreihe, der  eine  bestimmte,  endliche  Grosse  zuzuordnen  ist; 
d.  h.  die  unendliche  Beihe  ist  convergent. 

Weil  auch 

I  Sn  +  l  5n  I  =  I  a„-f  1  1  <  d 

* 

sein  soll,  ist  ersichtlich,  dass  eine  Beihe  ^.a^  nur  convergent  sein  kann, 

wenn  die  absoluten  Beträge  der  „Glieder^^  a^  schliesslich,  d.  h.  mit  wach- 
sendem Index  V,  unter  jeden  Werth  herabsinken,  wenn  also 

lim  Oy  ««=»  0 


r=oo 


*)  Wieso  lim  s„  unbestimmt  sein  kano,  werden  wir  alsbald  sehen. 
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ist    Diese  Bedingung  ist  für  die  Canvergene  der  Reihe  zwar  noÜitvendig 
aber  nicht  hinreichend. 

Dies   zeigen   wir,  indem  wir   nachweisen^   dass  die   sog.  harmo- 
nische Beihe 

^  +  T  +  i  +  '-'+i+-- 

das  endliche  Element  —  oder  den  Bestandtheil  -s-  unendlich  oft  ent- 
hält;  80  dass  lim  s»  unendlich  wird.     In  der  That  ist  in  der  Beihe : 


nssaco 


^n  ™^+  2  ^"2  +  l+2  +  2"'"2«+l"^"2"+2^"2*+3"^"2*+4"' 
»=i  ■■•III 

jede  einzelne  Theilsumme  Ton  der  Form: 

2^+1^2''+2^  ^  2^+2^ ''^        2.2"  2       ^'' ^  V  • 

3.  Sorgsamer  werden  wir  den  Beweis  fiir  die  Divergenz  der  har- 
monischen Reihe  führen,   indem  wir   einige  Erwägungen  über  Reihen 

CO 

^,fly  mit  ausschliesslich  positiven  Gliedern  auf  die  harmonische  Reihe 

anwenden. 

Für  diese  Reihen  ist  Sn+v>  Sn  und  die  Bedingung  für  die  Con- 
yergenz  lautet:  Es  muss  sich  eine  endliche  Grösse  s  so  ausfindig 
machen  lassen,  dass  s  —  5«  <  #  wird,  wenn  n'^m  ist,  —  Die  Reihe 

OD 

^jtty  ist  divergent,  wenn  lim  s«  —  +  ^^  wird. 

Man  kann  aber  beweisen,  dass  die  Beihe  atis  positiven  Grössen  con- 
vergirt,  wenn  man  eine  Grösse  g  angeben  Jcanh,  so  dass  für  jedes  n 
Sn<g  ist.  In  der  That,  wenn  g^Sn  ist,  wie  gross  auch  n  gewählt 
sein  mag,  so  enthält  g  Elemente,  Bestandtheile,  die  5»  und  schliesslich 
auch  lim  s»  nicht  enthält;  doch  dann  ist  lim  Sn^=  s  endlich,  denn  die 

NssoO  nsaco 

endliche  positive  Grosse  s  unterscheidet  sich  von  der  unendlich  wer- 
denden Grosse  dadurch,  dass  diese  jedes  positive  Element  als  Bestand- 
theil enthält,  indessen  der  ersten  Grösse  s  andere  gegenüberzustellen 
sind,  die  Elemente  enthalten,  welche  der  endlichen  Grösse  s  nicht  als 
Bestandtheile  zukommen. 

Umgekehrt  kann  man  einer  convergenten  Beihe  aus  positiven  Grössen 
stets  eine  solche  positive  Grösse  G  euardnen,  dass  die  Summe  von  beliebig 
vielen  Gliedern  der  Beihe  kleiner  ist  als  G, 

Bedeutet   Sm   die    Summe   irgend   einer   (endlichen)   Anzahl    von 


38  I*  Abschnitt.    Grundlagen  der  Arithmetik. 

Gliedern^  so  kann  man  in  der  Reihe  der  Glieder  Oq,  a^^  o,,  •  •  *  eines 
ün  so  bestimmen,  dass 


8m  <  ^a 


n  St 


ist.  Wäre  hierauf  G  <  Sm,  wo  O  irgend  eine  angebbare  Grosse  be- 
zeichnet, so  besässe  Sn  Bestandtheile,  die  in  G  nicht  vorkommen,  nnd 
um  so  mehr  müsste  lim  Sn  diese  besitzen.    Doch  weil  G  beliebig  gross 


It^OD 


gewählt  werden  kann,   wäre  lim  Sn  nicht   endlich,   was   der  Voraus- 
setzung widerspäche.  ""** 

Beachtet  man  nun,  dass  in  der  harmonischen  Reihe 

ist,  wo  V  eine  ganze  Zahl  ^  2  bezeichnet,  so  wird  für  w  ^  2* 

und  Sn^i  wird   mit  n  und  k  grösser   als  jede   noch   so   grosse   vor- 
gegebene positive  Grösse  g^  d.  h.  die  Jiarmonische  Reihe  divergirt, 

4.  Wir  geben  auch  ein  Beispiel  einer  convergenten  BeOie.    Die  so- 
genannte geometrische  Reihe: 

i  +  ^  +  ^*  +  '''  +  fl?*  +  ''' 
convergirt,   wenn  x  eine  reelle  Crrösse  von  kleinerem  Beirage  ist  als  1, 

und  zwar  ist  ihr  Grenstoerth  z 

1  —X 

Beweis:     Setzt  man  |  a:  |  =  5  «=      .     ,  wo  ij  eine  positive  Grösse 
bezeichnet,  so  dass  S  <  1  ist,  so  gilt 

5n  =  l+ir  +  rc'  +  -"+^"=  — 1 (a) 

und 

1  i-a:«+i 


= 

i—x 

V! 

indem    1  +  nij  <  (1  +  ij)»«   ist;    hier   kann     .    , — r   für    hinlänglich 

grosse  n  kleiner  gemacht  werden  als  die  beliebig  kleine  vorgegebene 
Grösse  d,  w.  z.  z.  w. 

Die  Betrachtung  des  Ausdruckes  für  5«  lehrt,  dass  der  Grenzwerth 
der  geometrischen  Reihe  f&r  positive  Werthe  von  x  (kleiner  als  1) 
grösser  ist  als  s»,  femer  dass  die  Reihe  für  positive  Werthe  von  x 
grösser  als  1  divergirt,  da  lim  ä„  =  +  ^  wird.    Setzt  man  a;  =«  1,  so 


yss» 
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enthält  die  Reihe  das  Element  1  unendlich  oft^  und  es  wird  lim^ns»-]-^^- 


nai  00 


Setzt  man  x  «^  —  1  und  beachtet,  dass  Stm  *»  1;    ^m+i  »"  0  ist,   so 
sieht  man  den  Werth  Ton  lim  5.  zwischen  1  und  0  schwanken.    Für 


ein  negatiyes  Xy   dessen  Betrag  >  1  ist,  ergeben  sich  aus  dem  Aus- 
drucke (a)  die  Grenzwerthe  —  oo  oder  +  oo . 

An  diesem  Beispiele  nehmen  wir  somit  wahr^   dass  sich  für  lim  Sn 

verschiedene  Werthe  ergeben  können,  indem  lim  s^m  tmd  lim  5sm+i  von 

einander  abweichen. 

Ist  IQ  der  Reihe  ^«r    Or  ««=  6y  —  *y+i;   so  wird 

Sy'^ho  K  +  iy 

und  darum  convergirt  die  Reihe 

oo 
^  (Jv  —  Jy  +  l) 

nur  dann,   wenn   lim  hp   endlich  und  bestimmt   ist,   und   zwar   nach 
bo  —  lim  br . 

Wenn    lim  bn  unendlich   wird   oder  lim  Z^^+i  und  lim  b%v  rer- 

CD 

schieden  sind,  so  divergirt  die  Reihe  ^  (b^  —  Sy+i). 

Setzt    man    bp  =■  — .--r,    also  O,  *=  — r-r r-z  =  ; — j-rr-T — TSn  >    SO 

folgl^  dass  die  Reihe 

2-8^3. 4»^  ^n(n+l)~ 

den  Grenzwerth  bo^^^  1  hat,  denn  es  ist  lim  by  =  0. 

Vehoo 

00 

Um   den  Grenzwerth   der   geometrischen   Reihe  ^x^  gleich  zu 
benutzen,  zeigen  wir  hier,  dass  die  Folge  von  Grossen 

ao=l,ai=l  +  j^,  as=l+fj+2!'  •••^=1 +  r!+2!  +  '"  + JH' "* 

-wo  n\  das  Symbol  für  das  Product  1-2-3--  n  sei,  eine  Fundamental- 
reihe constituirt. 
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Es  ist 

an+p  —  an^  (n+l)!  \}  +  AHM  "*  '"  (n  +  2)  (n  +  S)...(»  +  fr)/ 

doch    weil  die  in  der  Elammer  stehende  Grösse  kleiner  ist  als  der 


OD 


Grenz werth  der  geometrischen  Reihe  ^  (n  +  1)""'';  "^d  «^^ch 

n  +  l 

und  darnach  kann  man  bei  hinlänglich  grossen  Werthen  n  und  jedem  v 
I  On+y  —  On  I  kleiner  machen  als  jede  noch  so  kleine  Grösse^  w.  z.  z.  w. 
Man  bezeichnet  die  zu  unserer  Fundamentalreihe 

.  ^  5  8  65  163 

«0  =  1;   «1  =  2,   «2  =  y,  «8  =  y,  »4  '='  24>  ^8  *"  W^  *  " 

zugeordnete  Grösse  mit  e;  und  dieses  Zeichen  werden  wir  fortwährend 
beibehalten^  denn  diese  Grösse  spielt  späterhin  eine  grosse  Bolle.  — 

6.  a)  Stimmen  die  Glieder  0t4?eier  convergenter  Beihen  ^  üy  und  ^  br 

aus  reellen  Grössen  paarweise  tiberein,  ist  also  Oy  «»  &,.;  oder  ist  durchaus 
(^v^bty  so  stehen  die  Grenm/oerthe  der  Reihen  Sa  und  s&  der  Reihe  nach 
in  den  Beziehungen: 

5a  =  S6,  Sa>Sb,  Sa<Sö. 

Damach  lehrt  die  Vergleichung  der  Glieder  der  Reihe 

-l  +  1  +  ...  +  i-   .   ... 

2«  T-  3«  "T  T  ^t  -T 

mit  denen  der  convergenten  Reihe 

+  ^75H f-Tr— TT-r  H , 


12    '    23    '  '    (n  — l).n 

dass  die  erste  Reihe  convergirt. 

b)  Lässt  man  aus  einer  convergenten  Reihe  (mit  reellen  Gliedern) 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  fort,  so  convergirt  auch  die  7ieu  gebUdeie 
unendliche  Reihe  und  umgekehrt.  Darum  hmn  man  statt  einer  Reihe 
mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern  eines  Zeichens  und  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  mit  entgegengesetztem  Zeichen  diejenige  unend- 
liche Reihe  mit  Gliedern  einerlei  Zeichens  betrachten,  die  durch  Fort- 
schaffen der  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  des  andern  Zeichens  entsteht, 
wenn  die  Frage  nach  der  Convergenz  oder  Divergenz  aufgeworfen  ist. 


y 


§  7.    Ueber  unendliche  Beihen.    Nr.  4,  5,  6.  41 

c)  Da  die  beiden  Reihen  aus  reellen  Gliedern 

OP  OP 

^1  (h    nnd    2ii  ^^} 

WO  c  eine  von  Null  Terschiedene^  feste  Grosse  bezeichnen  soll^  gleich- 
zeitig conyergent  sind^  und  die  zweite  den  Grenzwerth  es  besitzt^  wenn 
die  erste  den  Grenzwerth  s  aufweist  ^  so  reicht  es  bei  Betrachtung  von 
Heiken  aus  Gliedern  einerlei  Zeichens  offenbar  hin,  nur  Beihen  aus  posi- 
tiven oder  nur  Reihen  aus  negativen  Gliedern  eu  untersuchen. 

d)  Bildet  man  aus  den  Gliedern  a^  und  b/^  sweier  convergenter 

Beihen  ^  Or  und  ^  bf^  mit  Gremwerthen  Sa  und  St  die  Beihen 

^(a^  +  b^)    und    ^(ay  —  by), 
so  sind  diese  auch  convergent,  und  die  Gremwerthe  sind: 

Sa  +  St      und      Sa  —  Sft . 

Die  neuen  Reihen  werden  als  Summe  und  Differenz  der  gegebenen 
Beihen  bezeichnet.  Ist  eine  der  gegebenen  Reihen  divergent^  so  divergiren 
auch  die  neuen  Reihen. 

Dieselben  Erwägungen  und  Sätze  lassen  sich  auch  an  eine  end- 
liche Anzahl  von  Reihen  anknüpfen. 

CO 

6.   a)  Wenn  man  in  einer  convergenten  Beihe  ^  ay  (aus  reellen 

Grossen)  die  Glieder  ohne  eine  Stellungsänderung  in  der  Anordnung  grup- 
penu^eise  eu  Theilsummen  Äft  vereinigt,  so  convergirt  auch  die  neue  Beihe 


€0 


^,  Afi  und  hat  denselben  Grenzwerth  wie  die  erste  Beihe,  denn 

Sn  =  A,  +  Ät  +  '''+An 

ist  gewiss  gleich  einer  Partialsumme  Sn-\-v 


00 


Setzt  man  umgekehrt  in  der  convergenten  Reihe  ^,  Af^     Afi  aus 

/*  =  ! 

positiven  und  negativen  Grössen  z.  B.  in  der  Gestalt  -4^  =  (a,<_i  —  a^) 
zusammen^  so  braucht  die  Reihe  »o"~%"f"^~^a"f"^  —  <h'\'  * ' ' 

nicht  zu  convergiren,  wenn  auch  ^^  (a^—i  —  «/*)  convergirt.    In  der 

That^  die  letzte  Reihe  ist  convergent^   falls   lim  o»  endlich  und  be- 
stimmt  ist)  doch  die  erste  Reihe  convergirt  nur,  wenn  lim  Or  »»  0  ist, 


n  =  «o  nssstn  nssoo 
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Ist  die  neue  Reihe,  die  aus  ^  Af^  entsteht,  wenn  man  ftbr  Afi 

die   Summe   aus   positiven   und  negativen   Grossen  a  setzt   und   die 
Klammem  fortlasst,  convergent,  so  hat  sie  denselben  Grenzwerth  wie 

die   Reihe  ^^  Afi . 

Bei  BeiJien  ^  Afi  aus  lauter  positiven  Gliedern  Af^   kann  man 

ohne  Bedenken  ßr  A^  eine  Summe  wiederum  positiver  Grössen  seteen. 
b)  Die  convergente  Beihe  ^  o,  aus  lauter  positiven  Gliedern  cot^ 

vergirt  auch  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  stets  nach  dem- 
selben Greniswerthe  s. 

In  der  That:  die  durch  eine  Aenderung  der  Stellung  der  Glieder 

OP 

hervorgehende  Reihe  ^^'  hat  die  Eigenschaft,   dass  jede  Partial- 

summe  Sn  <s  ist,  darum  convergirt  die  neue  Reihe.  Ihr  Grenzwerth 
s'  ist  von  s  nicht  verschieden,  denn  man  kann  zeigen,  dass  die  Grossen: 

So  —  5o,   s'i  —  5i,  •  •  •  s»  —  s«,  •  •  • 

eine   Elementarreihe   constituiren.     Es   ist   nämlich   für  jedes  n^m 
zunächst  : 

5«+r  —  Sn<dy      Sn^v  —  ^n  <  *$ 

die  Partialsummen  Sn   und  Sn  werden   einige  Glieder   gemein   haben 
können,  und  deren  Summe  heisse  Sn*    Dann  hat  Sn  noch  Glieder,  die  in 

vorkommen,  und  Sn  hat  noch  Glieder,  die  iu  der  Reihe 
stehen.     Setzt  man 

Sn  =  Äi  +  Äl,  Sn  =  Äi  +  Bny 

so  Mrird 

I  «n  —  Sil  I  =  I  Äi  —  Äi  I , 

und  weil  Bn  und  JB«  mit  s  —  s«  und  s'  —  Sn  für  ein  n  ^  w  kleiner 
werden  als  eine  beliebig  kleine  Grosse  d,  so  gilt  auch 

oder  \s:-s.\<28 

lim  {Sn  —  Sn)  =  0, 

n»co 
W.  Z.   D.  W. 

Man  kann  daher  in  einer  convergenten  Beihe  aus  positiven  Glie- 
dern die  Glieder  gewiss  in  eine  endliche  AnzcM  von  unendlichen  Beihen 
anordnen*  Diese  Reihen  werden  nach  Grenzwerthen  convergiren,  deren 
Summe  gleich  dem  Grenzwerthe  der  gegebenen  Reihe  ist. 
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c)  Ja  man  Jcann  die  Glieder  in  eine  unendliche  Anzahl  von  unend- 
lühen  Beihen  anordnen*),  und  auch  dann  besteht  der  Satz:  Jede  Theilr 
reihe  ist  eonvergent,  und  die  attö  den  Gren0u?erthen  der  Theüreihen  ge- 
bildete Reihe  convergirt  nach  dem  Grenjfwerthe  der  ursprünglichen  Beihe. 


OB 


Ordnet  man  nämlich  die  Glieder  der  Beihe    ^;  a»,  die  den  end- 


y»l 


liehen  Grenzwerth  8  besitze^  in  unendlich  viele  Reihen: 

öoo  +  flfoi  +  ^0«  +  •  •  •  +  flo»  +  •  • '  > 

«10  +  öii  +  048  H h  öl»  +  •  •  •  > 

«so  +  ö«i  +  Ojs  +  •  •  •  +  a%n  +  •  •  •  > 


so  bemerke  man  zunächst^  dass  die  durch  neue  Anordnung  der  Glieder 
aus  ^  o,  entstehende  Beihe 

aoo+(«io+aoi)+(ö8o+öu  +  öo«)+-'-  +  (a»,o+flii— i,iH h^,»)  +  '" 

conyergent  ist  und  den  Grenzwerth  s  hat;  dann  convergirt  auch  jede 


einzelne  Eleihe    y,  a^^i    (x  »=  0,  1,  2  •  •  •);  <leMi  es  ist: 

öx,2  <  (flx+1,0  +  ftx+2— 1,1  +  •  •  •  +  Äx,  i  +  *  •  •  +  öo,«+Jl). 

OD 

Heisst  der  Grenzwerth  der  Beihe  ^  a^^i  s^*\  so  ist  der  Grenzwerth  der 

Reihe  ^.  sf^^  endlich  und  gleich  8,     Zum  Beweise  dieser  Behauptung 
bilde  man 

5(0)  -|-  S(l)  -| [.  s(»)  «=s  5f^  c=B  Ooo  +  («10  +  «Ol)  H 

OP 

+  (a»io+a»-i,i+*"+aon)+^(a«,^+an-i,A4+iH t-«o,/i+«) 

und  beachte,  dass  der  Grenzwerth  der  Beihe 

qp 

/4=1 


*)  indem  man  z.  B.  diejenigen  Glieder  a,  in  eine  Beihe  zasammenfasst,  deren 

Index  gerade  d.  h.  durch  die  kleinste  Primzahl  2  theilbar  ist,  unter  den  übrigen 
die  Glieder  in  eine  Beihe  anordnet,  deren  Index  durch  die  nächste  Primzahl  8 
theilbar  ist  nsf.    Man  erhält  da  ein  Gesetz  zur  Anordnung  der  Grössen  a^  in  nn- 

endlich  viele  Reihen,  denn  es  gibt  unendlich  viele  Primzahlen.  In  der  That,  gäbe 
es  nur  n:  2,  8,  5,  •  •  •  p,  so  könnte  die  Grösse  (2  •  8  -  5  •  •  •  p) -f  1  keine  Primzahl 
sein;  sie  wäre  aber  eine  Primzahl,  weil  sie  nur  durch  1  imd  durch  sich  selbst 
theilbar  ist.    Dieser  Widerspruch  beweist  die  Behauptung. 
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der  kleiner  ist  als  der  von 


oo 


für  n  =  +  oo  Null  ist;  darnach  wird 

lim  Sn  =  s. 

Auf  Grund  der  bisherigen  Sätze  erkennt  man^  dass  der  Orenetverth 
einer  convergenkn  Beihe  mit  unendlich  vielen  positiven  oder  mit  unendUck 
vielen  negativen  Gliedern  als  Summe  der  unendlich  vielen  Glieder  der 
Beihe  aufeufassen  ist,  indem  sich  der  Grenzwerth  gegenüber  den  Glie- 
dern ebenso  verhält,  wie  die  Summe  aus  einer  endlichen  ATi7.ft>il  von 
Gliedern  gegenüber  den  Summanden. 

Wir  bezeichnen  darnach  den  Grenzwerth  der  convergenten  Beihe  aus 
Gliedern  einerlei  Zeichens  als  Summe  der  Beihe  und  verstehen  unter 
der  durch  die  Beihe  gesetzten  Grösse  die  Summe  der  Beihe;  geradeso 
wie  früher  die  durch  eine  Fundamentalreihe  gesetzte  Grösse  als  Grenze 
der  Glieder  zu  bezeichnen  war.  Die  Glieder  einer  Fundamentalreihe 
haben  eine  Grenze,  die  convergente  Beihe  hat  eine  Summe. 

Aus  der  Definition  des  Grenzwerthes  geht  weiter  hervor,  dass 
durch  die  Summation  unendlich  vieler  positiver  oder  unendlich  vieler 
negativer  Zahlengrössen  von  den  Eigenschaften,  die  für  das  Bestehen 
eines  endlichen  Grenzwerthes  nöthig  waren,  keine  Grössen  definirt 
werden,  die  wir  nicht  schon  durch  frühere  Definitionen  in  die  Bech- 
nung  aufgenommen  haben. 

Diese  Sätze  sind  von  grosser  Wichtigkeit,  denn  wenn  wir  be- 
achten, dass  zur  Berechnung  einer  Grösse  von  bestimmter  Eigenschaft 
eine  Vorschrift  anzugeben  ist,  nach  der  die  in  der  Aufgabe  vorkom- 
menden Constanten  Grössen  durch  die  vier  Bechnungsoperationen  zu 
verknüpfen  sind,  und  wenn  wir  erwägen,  dass  die  Anzahl  dieser  Ope- 
rationen im  allgemeinen  nicht  endlich  sein  wird,  weil  wir  doch  sonst 
nicht  über  die  Bildung  von  algebraischen  Ausdrücken  hinauskämen, 
so  liegt  die  Frage  nahe,  ob  wir  die  verlangte  Grösse  nicht  als  Summe 
unendlich  vieler  positiver  oder  unendlich  vieler  negativer  Grössen  dar- 
stellen können,  die  in  bestimmter  Art  aus  den  Constanten  der  Auf- 
gabe zusammengesetzt  sind.  —  Doch  diese  Frage  soll  dem  Leser  hier 
nur  einen  geringen  Ausblick  gewähren;  wir  verbleiben  noch  bei  den 
Beihen  selbst. 


OD 


?•  Ist  ^  ay  wieder  eine  convergente  Beihe  aus  lauter  positiven 
Gliedern  und  sind 
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Co,  Ci,  Cj,  •  •  •  Cr;  •  •  • 

positive  Grössen;  aUe  kleiner  als  die  endliche  Grösse  c,  so  convergirt 

auch  die  Reihe 

QaCo  +  öiCi  -|-  .  . .  -|-  UpCv  +  • '  •; 
denn  es  ist 

n 
^a^Cr<CSn.      — 

Sind   ^^  a^   und   ^^  b^  Reihen   aus  positiven  Gliedern  von  den 
endlichen  Summen  Sa  und  Sf,,  so  convergirt  auch  die  Reihe 

^,  (Or&O  +  «r— l&l  +  ' h  Oo&r) 

und  zwar  nach  dem  Grenzwerthe  SaSt,  so  dass  sie  als  dcLS  Prodtict 
der  gegd>enen  Seihen  bezeichnet  wird.  In  der  That;  die  neue  Reihe 
convergirt  zugleich  mit  der  Reihe 

öo^o  "I"  flo&i  "t"  •  •  •  4"  öfo&v  -!-••• 
"t"  c^iho  -j-  Äi&i  "f"  •  •  •  "f*  ciibv  -[-••• 
+  02^0  "{■  o^bi  -[-...  -|-  agfty  -]-••• 


nach  einem  und  demselben  Grenzwerthe;  aber  die  Horizontalreihen 
convergiren  nach  Oo^t,  öiSö,  •  •  •,  und  die  aus  diesen  Grenzwertheu  zu- 
sammengesetzte Reihe  ^^  a^St  convergirt  nach  SaSb,  w.  z.  z.  w. 

8.   Um  die  unendlichen  Reihen   zu  verwerthen,   verallgemeinern 
wir  hier  eine  frühere  Aufgabe^  und  zwar  wollen  wir  eine  systematische 

Darstellung  einer  rationalen  Grösse  y  herstellen,  oder  wie  man  sagt,  y 

durch  eroe  Theübruchreihe  darstellen,  während  in  §  4  Nr.  2  nur  ganze 
Zahlen  systematisch  dargestellt  wurden.;  (a  und  h  seien  theilerfremde 
Zahlen.) 

Es  ist  entweder 

a  —  c^b    oder  a^^  c^b  '\-  r^,, 

wo  von  den  ganzen  Zahlen  Cq  und  r^    rQ<b  sei;  darum  gilt 

y  =  Co     oder    Co<y<Co  +  l. 

Bildet  man  im  zweiten  Falle 

ar^j  =  Cjft    oder    ar^  ^=^  c^b -\- r^^ 

wo  die  willkürlich  gewählte  ganze  Zahl  a  ^  2,  c^  eine  ganze  Zahl 
aus  der  Reihe  0,  1,  2  •  •  •  (a  —  1)  und  1  <  r^  <  6  sei,  so  wird 
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|  =  c„  +  ^     oder    c,  +  ^<|-<Co  +  ^- 

Indem  man  die  Bildung  von  Gleichungen  a'^CQb'{'  Tq,    arQ  -^  Cjft  +  fi 
fortsetzt: 

ari  =  Cib  +  rj,     ar^  —  db  +  rs,  •  •  •,  arn  =  C1.+1&  +  r«+i,  •  •  •, 
folgt  för  -r-  dann^  wenn  r«  «»  0  ist^  eine  Darstellung: 

^  jt    i_  ^  _i    ^«    i_        _i      "» 

y  =  ^o  +  -i-  +  -.  +  ---  +  ;;;s:- 

Doch  weil  mit  der  Gleichung  arro— 1  «=  Cm6 

wird^  so  ist  klar,  dass  die  genannte  Darstellung  nur  möglich  ist,  wenn 
b  allein  aus  den  Primfactoren  von  a  zusammengesetzt  ist;  in  diesem 

Falle  gibt  es  aber  ftir  den  Bruch  -j-  nur  eine  systematische  Darstellung. 

Sollte  niemals  ein  Rest  r^  Null  werden,  so  gibt  es  in  der  Reihe 
der  Reste  höchstens  {b  —  1)  verschiedene  Zahlen,  da  nur  (b  —  1)  po- 
sitive ganze  Zahlen  kleiner  als  b  bestehen,  und  in  der  Reihe  von  b 
Resten  ro,  ri,  •  •  •  r^.i  muss  mindestens  ein  Rest  zweimal  vorkommen. 
Ist  etwa 

so  wird  ^'"+*  "  ^'"' 

d.  h.  in  der  Reihe  der  Grössen  c^+i,  Cm+2,  •••  kehren  die  k^(b — 1) 
Grössen  Cm+i,  Cm+s;  •  •  •  Cm+t  ohne  Ende  wieder. 
Die  Zahl 

heisst  die  zu  y  bezüglich  der  Basis  a  gehörende  Periode. 

Tritt  eine  solche  Periode  in  Erscheinung,  so  ist  nicht  blos 

wie  aus  der  Bescha£fenheit  unmittelbar  aufeinanderfolgender  Grössen  c, 
folgt,  sondern  es  ist: 

e  C 


-C0  +  -  +  ...  +  — +  —  -f^, 


«"■    •    o"  a'— 1 


a 
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denn  umgekehrt  ist  y  der  Grenzwerth  der  convergenten  unendlichen 

Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens,  weil  man  jeder 
positiven  Grosse  d  eine  solche  ganze  Zahl  m  zuordnen  kann,  dass  fär 
jedes  n  ^  w 

-{co  +  ^  +  --  +  ^)<i 
wird.     In  der  That,  es  ist  ja  nicht  allein 

o<l-('^+^+-+5)<?. 

sondern  wegen  a"  =  (l  +  («  —  1))*  >  1  +  w(a  —  1)  ist  auch 

Wählt  man  mm  n  derart,  dass 

7-5- — 7 rz  <  d,    also    n  >  y,  "  ^. 

l-f  n(o  —  1)         '  tf(a  —  1) 

■* * 

ist,  so  ist  unsere  Forderung  für  jedes  n  ^  ^.   _  .  +  1  erfüllt. 

Damit  ist  z.  B.  die  Gleichheit  von 

-i  und  j^  +  j^  +  -- V  +  . . . 

nachgewiesen,  wo  a  =•  10   und   C=  3  ist. 

Setzt   man   in   der   systematischen  Darstellung   für  y     a  »=  10, 

so  sagt  man,  dass  y  durch  DedmaJhrüche  dargestellt  sei,  und  man  schreibt 

diesen  Decimalbruch  für  y ,  wo  &  zunächst  nur  durch  die  Primfactoren 
von  10  theilbar  sei,  in  der  Gestalt: 

Co  •  CtCiCz   "  '   Cmy 


z.  B. 


i  -  0,025; 


40 

und  wenn  b  auch  andere  Primfactoren  besitzt  und  die  Periode  C  auf- 
tritt, in  der  Form: 


also 


a 

y  =«  Co  •  Cid   •  •  •   CmCm-\.lCm+2   '  '  *   Cm  +  h, 


^  =  0,3,  ^  —  0,047619. 


8  ^'^'  21 

Damach  sind  die  Grossen 


a,-l  +  i,+^  +  ---  +  ^        (f=l,  2,  3,  ...), 
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deren  Grenze  e  genannt  war^ 

ai  =  2,    Oj  =  2,5,     a^  =  2,6,     a^  =  2,7083,  •  •  ■. 
Die  Grenze  e  ist  annähernd: 

e  =  2,718281828495  ... 
9.    Jetzt   gehen   wir   wieder    zu    den   aus   beliebigen,    endlichen 

OB 

Zahlengrössen  zusammengesetzten  Beüien  ^  a^  zurück,  in  denen  sowohl 

unbegrenzt  viele  positive  Grössen  üy    ah  auch  unbegrenzt  viele  negative 
Grössen  —  a/'  vorJcommen,  aber  lim  a„'  =  0,   lim  a/'  =  0  sei. 

a)  Convergiren  die  Reihen  ^  a/  und  ^  a/',  jede  für  sich,  nach 


00 


s  und  5",  so  ist  die  Reihe  ^  a^  ebenfalls  convergent  und  s'  —  s"  ihr 
Grenz  werth.  *=^ 

ß)  Divergirt  eine  der  Theilreihen^  so  ist  ^  a^  eine  divergente  Reihe, 

und  jenachdem   ^  a^     oder   ^  a/'  nach  +  00  divergirt,   wird  der 

Grenz  werth  +  00. 

y)  Divergiren  beide  Theilreihen,  so  kann  die  Reihe  ^  a^  sowohl  diver- 
giren  als  aueh  convergiren,  * 

Nehmen  wir  aus  der  Reihe  der  Elemente  ay  solange  Grössen,  bis 
deren  Summe  grosser  ist  als  eine  beliebig  vorgelegte  positive  Grösse  c^ 
fügen  dann  aus  der  Reihe  der  Grössen  —  a/'  solange  Elemente  hinzu, 
bis  die  Summe  kleiner  ist  als  c,  addiren  hierauf  positive  Elemente  a/, 
bis  die  neu  gebildete  Summe  grösser  ist  als  c  und  so  fort,  so  wird  die 
DijBferenz  der  Summe  und  der  Grösse  c  dem  Betrage  nach  nie  grösser 
sein  als  der  absolute  Betrag  des  vor  dem  letzten  Wechsel  verwen- 
deten letzten  Gliedes  a/  oder  —  a/'.    Da  aber  lim  a/  =  0,  lim  o^"  =  0 

ist,  so  werden  die  Abweichungen  der  in  der  beschriebenen  Art  gebildeten 
Summen  von  c  dem  Betrage  nach  beliebig  klein  zu  machen  sein,  und 
man  kann,  wenn  unter  den  Grössen  Oy",  a/'  keine  unendlich  grossen 
und  nicht  unendlich  oft  dieselben  vorkommen,  durch  passende  Anord- 
nung der  Summanden  solche  Partialsummen  Sq,  s^,  s,  -  •  •  bilden,  dass 
diese  c  zur  Grenze  haben.     (Riemann.) 

Ebenso  kann  man  die  Anordnung  der  Grössen  o,',  a^'  bei  der 
Vereinigung  so  wählen,  dass  die  Grenze  der  Partialsummen  eine  vor- 
gegebene negative  Grösse  —  c  wird.     Ja  man  kann  aus  den  Gliedern 

der  Reihe  ^^  a^  derartige  Partialsummen  herstellen,  dass  lim  Sy  =  +  cx> 


r=oo 
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wird  oder  dass  lim  $2^  und  lim  Sin-\-i  verschieden  sind;  die  Reihe  ^  a^ 

kann  also  auch  als  divergente  Reihe  gelten. 

Damach  sind  die  in  Rede  stehenden  Reihen  nnr  mit  Verzicht  auf 
die  Eigenthümlichkeiten  der  Summen  einer  endlichen  Anzahl  von 
Summanden  als  Summen  au&ufassen. 

10«  Darum  aber  haben  wir  nach  den  nothwendigm  %md  hin-- 
reichenden  Bedingungen  zu  £ragen,  unter  welchen  die  unendliche  Beihe 
mit  einer  unbeschränkten  Anzahl  positiver  und  einer  unendlichen  An- 
zahl negativer  Grossen  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  con- 
vergirt  und  stets  denselben  Grenzwerih  besitzL 

Diese  Bedingungen  liegen  einzig  in  der  Gonvergenz  der  Reihe  aus 
den  absoluten  Beträgen  der  Glieder  a^,  oder  —  wie  man  sagt  —  in 
der  absoluten  Convergene. 

Ist  nämlich  die  Reihe 

I  «0  I  +  I  «1  I  +  •  •  •  +  I  öv  I  +  •  •  • 

convei^ent^  so  convergiren  auch  die  Reihen  ^^  Or'  und  ^.  a4'  und 
somit  auch  die  Reihe  ^^  a,.  Aendert  man  die  Anordnung  der  Glieder 
der  Reihe  ^^  a»,  wobei  die  Reihe  ^V  ä^  entstehe,  so  treten  Reihen  ^^  ä/, 

Xt »/'  ^  Betracht,  und-  diese  haben  dieselben  Summen  wie  ^,  a4 

bezw.  ^^  a/'.     Darum  ist  auch  die  Reihe  ^^  ä„  convergent  und  ihr 

Grenzwerth  ist  gleich  dem  der  ursprünglichen  Reihe.     Die   absolute 

Gonvergenz  ist  somit  hinreichend  für  die  von  der  Anordnung  der  Glieder 

unabhängige  Gonvergenz  nach  einem  bestimmten  endlichen  Grenzwerthe. 

Die  absolute  Gonvergenz  ist  auch  nothwendig  zur  Erfüllung  der 

Forderung,  dass  die  Reihe  ^  a^  unabhängig  von  der  Anordnung  der 
Glieder  —  oder  wie  man  sagt  —  unbedingt  convergirt,  denn  wenn  die 

Reihe  ^  \  a^  \  nach  +  oo  divergirt,  aber  ^.  a,  convergirt,  so  kann  man 

die  Glieder  a,  so  anordnen,  dass  der  Grenzwerth  der  Reihe  ^  Ov 
einer  beliebigen  vorgegebenen  Grösse  c  gleichkommt. 

Wir  haben  somit  unter  den  Reihen  mit  unendlich  vielen  positiven 
und  unendlich  vielen  negativen  Gliedern  die  absolut  und  unbedingt  con- 
vergenten  Beihen  von  den  nicht  (ibsolut  und  nur  bedingt  convergenten 
Beihen  zu  unterscheiden;  die  ersteren  sind  als  Summen  ihrer  Glieder 

zu  betrachten,  die  zweiten,  bei  denen  ^^  \  a^  \  divergirt,  haben  einen 

von  der  Anordnung  der  Glieder  abhängigen  Grenzwerth.  (Dirichlet 
Ges.  Werke  Bd.  I,  p.  318.) 

Biermann,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  4 
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Diese  bedingt  convergenten  Reihen  wird  man  in  der  Rechnung 
nicht  gerne  verwenden.  Allerdings  kann  man  durch  die  Partialsummen 
einer  bedingt  convergenten  Reihe,  in  der  eine  bestimmte  Anordnong 
der  Glieder  festgesetzt  ist,  eine  Grosse  definiren  (nämlich  den  Grenz- 
werth  der  Partialsummen),  aber  weil  diese  Grosse  auch  durch  andere 
Fundamentalreihen  definirbar  ist,  kann  man  sie  auch  als  Summe 
einer  unbedingt  convergenten  Reihe  darzustellen  suchen;  und  wenn 
das  gelingt,  vermeidet  man  die  Einführung  von  Grössen,  deren  Be- 
schaffenheit die  durch  das  Princip  der  Permanenz  der'  formalen  Rech- 
nungsgesetze herbeigeführte  Harmonie  in  der  Mathematik  stört. 

11.    Eine  Reihe 

Oo  —  ai  -j-  «2  —  ..•-{-  ( —  1)  o»  -|-  * ' '; 
in  der  alle  Grössen  Oy  positiv  sind^  so  dass  also  die  Zeichen  der  Glieder 

der  Reihe  ^  ( —  ifa^  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  heisst 

eine  ctUemirende  Beihe. 

Diese  Reihe  kann  natürlich  absolut  convergent  sein  wie  z,  B.'  die 

Reihe  aus  Gliedern  von  der  Form  ^ — -^«     Setzt  man  aber  fest,  dass 
öy  >  Oy+i     {v  =  0,  1,2,  •  •  •)    und    lim  a^  ■=  0 


y:=flO 


ist,  so  convergirt  die  Beihe  bei  der  angegebenen  Summationsfolge  —  gleich- 
gültig, ob  sie  absolut  convergirt  oder  nicht  —  nach  einem  Crrene- 
werthe  s,  der  grösser  ist  als  jede  Particdsumme  s^n+i  &us  einer  geraden 
Anzahl  von  Gliedern  wid  kleiner  ist  als  jede  Partialsumme  Sin  aus 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern.  (Cauchy.) 
Beweis:  Es  ist 

also 

aber  auch 

52»  >  0,    weil    52fi— 1  >  0  isi 

Es  besteht  daher  ein  endlicher  Grenzwerth 

lim  52«  =  S  <  52n. 

Ebenso  ist  "=■* 

52n  +  l  —  Ss»  =  —  (hn-^l)      52»+l  52»— l  *=  («2»  —  «Sii  +  l)  >  0 

5i.<58<55<   ■.-, 

52n+l  <  52»  ^  5o  =  Oo, 

und  die  Partialsummen  52n+i  haben  einen  endlichen  Grenzwerth: 

lim  S2«4-i  =  5'  >  52»+! . 


Doch  weil 


«=» 


§  7.    üeber  unendliche  Reihen.    Nr.  10,  11, 12.  51 

lim  (sg,  —  Sjn-f-i)  =  lim  Ol,  =»  0 


»SS«  It^OO 


ist,  gilt 

s  ■=  s'    und  nun    Sj«  >  s  >  5s«+i        (n  —  0, 1,  2  •  •  •) . 
Zu  den  altemirenden  Reihen  der  genannten  Art  gehört  z.  B.  die  Reihe 

l-i  +  |-T+-    +(-l)'->v+--- 
Diese  Reihe  convergirt  nur  bedingt;  ihr  Grenzwerth  s  liegt  bei 
Einhaltung  der  angegebenen  Summationsfolge  zwischen  .,  =  |  und 

Sj  =  -r-  7  zwischen  ^  ™  —  und  —  usw. 

Bildet  man  aus  der  gegebenen  Reihe  die  neue  altemirende 
Reihe  unserer  Art: 

('+4)-4+a+T)-K-. 

80  liegt  deren  Grenzwerth  s'  zwischen  «^  =  -r-  und  «2  *==  ötä  5  ^^^  ^^ü 
s  <  -^*  und  s'>  y  iflt>  hat  die  neue  Reihe  .einen  von  s  verschiedenen 

Grenzwerth. 

12,  Von  den  absolut  convergenten  Reihen  gelten  Sätze^  die  denen 
über  Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern  entsprechen^  und  man  wird 
mit  den  absolut  convergenten  Reihen  operiren,  wie  mit  den  conver- 
genten Reihen  aus  positiven  Gliedern.  Wir  fähren  nur  die  den  Sätzen 
unter  Nr.  6,  c  und  Nr.  7  entsprechenden  Sätze  an. 

a)  Es  seien  unendlich  viele  Reihen  gegeben: 

00,0  +  ^,1  +  •  •  •  +  Oo,»  4"  '  •  • 
«1,0  +  Ol,l  -{-•••  +  «i^v  -[-... 

«2,0  +  a«.i  +  •  •  •  +  «2..  +  •  •  • 


Ersetzt  man  in  jeder  Reihe  jedes  Glied  durch  seinen  Betrag  und 
convergiren  die  entstehenden  Reihen 

I  a^,o  I  +  i  a^,i  IH h  I  ö/*,V  H (ft  =  0, 1,  2  •  •  ), 

80  convergirt  jede  der  gegebenen  Reihen  absolut^  und  der  Betrag  des 


00 


Grenzwerthes  cl^^  der  Reihe  ^dfi.v  ist  kleiner  oder  gleich  dem  Grenz- 

werthe  a^^  der  Reihe  ^  |  a^,^  | ,    weil  ja  |  «  +  6  |  $^  |  a  |  +  |  6  |   ist. 

Falls  die  Reihe 

affi)  -j-  «(1)  -j [-«(/«)  -|-  .. . 

4* 
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convergirt,  convergirt  die  Reihe 

absolut;  und  jetzt  convergirt  auch  die  Reihe 


OD 


2(\^f.o\  +  \  a^.-i,i  !  H h  I  ao.A*  I); 

d.  h.  die  Reihe 


V. 


convergirt  absolut;  ihr  Grenzwerth  a  ist  gleich  dem  der  Reihe    ^,aH 

Wenn  umgekehrt  die  Reihe  ^^(a//,o  +  a^— 1,1  +  "•  +  «o,/«)  ab- 

solut   convergirt   und   a   ihr   Grenzwerth   ist,   convergirt  jede   Reihe 
^^a^,y   absolut;  und  die  Reihe  ^.a^^   aus   den   Grenzwerthen   der- 

selben  besitzt  den  Grenzwerth  a. 

b)  Ferner  gilt  auch  der  Satz:    Wenn  die  Reihen    ^,a^,y  conver- 

giren  und  die  Reihe  ^.of^^  aus  deren  Grenzwerthen  nach  a  conver- 

girt,  wenn  femer  die  Reihen  ^  \^n,v\  convergiren  und   die  Reihe 

9 

y\a^^  aus  deren  Grenzwerthen  df*-^  eine  endliche  Summe  hat,  dann 
convergiren  auch  die  Reihen 

absolut;  und  die  Reihe  aus  deren  Summen  bildet  selbst  eine  absolut 
convergente  Reihe,  die  den  Grenzwerth  a  hat,  d.  h.  jetzt  ist: 

c)  Wir  hatten  den  Satz:  Wenn  Cq,  c^^  Cg,  •  •  •  eine  Folge  positiver 
Grössen  ist,  die  alle  kleiner  bleiben  als  eine  angebbare  Grosse,  so  con- 

vergirt  zugleich  mit  einer  Reihe  ^a^  aus  lauter  positiven  Grossen 

die  Reihe    ^,  c^Cy . 

Ist  jetzt  ^^dv  eine  absolut  convergente  Reihe,  so  convergirt  auch 

die  Reihe  ^^OyCy  absolut.     Neben  dieser  einfachen  Erweiterung  des 
ersten  Satzes  besteht  noch  die  folgende: 

Ist  ^^«r  eine  convergente  Reihe,  wird  also 


§  7.    Ueber  unendliche  Reihen.    Nr.  12,  13.  53 

Sn^t  —  8n\<8  (n  ^  W,   1/  =  1,  2  .  .  •) 

und  weiss  man  von  den  Grossen  c  dass  c^^i  ^Cy  (v  =«  0,  1,  2  •  •  •) 
ist  und  dass  die  Reihe 

I  <?o  I  +  ko  —  ^1 1  +  I  «i  -  ^  H —  (y) 

conyergirty  so  ist  auch  die  Reihe 

^0^0  +  ^«1  +  ^^  H 

conyergeni 

Wir  gründen  den  Beweis  auf  die  Identitäten 

CoOo  +  CiOi  +  •  •  •  +  Cm<hn  «*  (Co  —  Ci)So  +  (Ci  —  C%)Si  -| •  + 

und 

Cm^Co  —  {Co  —  Ci)  —  (Ci—Ct) ((V„-l  —  Cm). 

Die  unendliche  Reihe 

CO 

^(Cy  —  Ct  +  i)Sf 

convergirt  absolut^  weil  die  Reihe  (y)  convergirt,  |  Sv  \  unter  einer  an- 
gebbaren Grosse  bleibt  und  |  Cm  \  kleiner  ist  als  der  endliche  Grenz- 
werth  der  Reihe  (y);  —  und  nun  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

13,  Nach  diesen  Sätzen  über  unendliche  Reihen  beschäftigen  wir 
uns  zur  Anwendung  noch  mit  der  Division  zweier  irrationaler  Grössen 
a  und  b. 

Es  sei  &  >  0  und  p  ein  Bestandtheil  von  h^  derart  dass  b  —  p 
kleiner  ist  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  d  (und  es  bedarf  nur  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen^  um  einen  der  gestellten  Forderung 
genügenden  Bestandtheil  zu  finden).*)  Dann  ist  b^^p-^q  und 
i<d.     (p>q.) 

VoUfÜhrt  man  nun  die  Transformationen 

F+l ~ "p  "*" ^p+li ~ ~p'~p~ pip  +1) ' 

aq        aq        /       aq aq\  aq    ,  aq* 


P(P  +  i)  P*         ^P{P  +  Q)        P'f  P*    '    P^iP  +  q)' 


*)  Beweis:    In  der  Folge  Yon  rationalen  Grössen  ~  (ft  «a  i,  2,  •  •  •)  gibt  es 

n 

eine  erste,  die  ^  h  ist.    Es  sei 

— = —  ^  b ,   also  — ' —  S  5,  —  <  6,  <  ^1  •  •  • 

d.  h.  —  ein  Bestandtheil  von  b.    Setzt  man  p^  —  ,  so  wird  ft  —  p  <  —   und 

2 

indem  man  n  >>  -r-  wählt,  hat  man  der  Forderung  schon  genügt. 

0 
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ag'  ag"    ,    /      ag'  ag*\        ag"  ag' 


og"    I    /      tfg'       _  off^ 


P'(P  +  ff)         !>•  ^  V(l>  +2)        !>'  ^        P*        P*(P  +  a) ' 


80  erhält  man  ffir  — i —  die  Reihe: 

Diese  formell  gebildete  Reibe  hat  den  Grenzwertb 


P   14.1.      JP  +  ff 
P 

und  das  Product  dieses  Grenzwerthes  mit  b  ist  gleich  a.    So  sieht 

man,  dass  wir  den  Quotienten  y  oder       ,       als  Summe  der  gefun- 

deneU;   unbedingt  convergenten  Reihe  zu  erklaren  haben.    Die  Vor- 

Schrift  zur  Berechnung  von  y  ist  dadurch  gegeben ,   dass  die  Reihe 

formell  beschrieben  ist. 

Bei  der  Ermittlung  des  Quotienten  wird  man  mit  Vortheil  eine 
Zerlegung  von  b  yomehmen,  bei  der  p  gegenüber  q  recht  gross  ist, 
denn   dann  werden   in   der  Reihe  fiir  a:b  die  Glieder  mit   höheren 

Potenzen  von  -^  gegenüber  den  ersten  Gliedern  klein,  und  man  bedarf 

bei  der  Summirung  nicht  vieler  Glieder,  um  einen  Werth  zu  finden, 
der  bis  auf  einen  vorgegebenen  Bruchtheil  der  Einheit  genau  ist 
und  bei  Berechnung  einer  Grrosse  handelt  es  sich  immer  nur  um  die 
Bestimmimg  derselben  bis  auf  einen  gewünschten  Grad  von  Genauig- 
keit; doch  die  Vorschrift  zur  Berechnung  ist  nicht  vollständig,  wenn 
sie  die  Grösse  nicht  bis  auf  ein  beliebig  Kleines  zu  berechnen  ge- 
stattet*). 


*)  Litteratur:    Ganchy:    Cours   d'Analyse    I'^    partie.     Analyse    alg^briqae 
(deutsch  von  G.  Itzigsohn:  Algebraische  Analysis  1886). 

Abel:  Becherches  sur  la  sörie  1  +  -^  o?  H V.  "7 — ■>  o?"  +  •  •  •  (Oeuvres 

complätes  par  Sylow  et  Lie  1881  T.  I  p.  219). 

Remarques  sur  les  säries  infinis  et  leur  convergence  T.  I.  p.  899. 
Biemann^B  Werke  p.  221  (üeber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 

eine  trigonometrische  Reihe). 
Weierstrass  (vergl.  Pincherle). 
Dini:    Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali  1878 

(deutsch  von  Lüroth  und  Schepp,  Leipzig  1892). 
Ueber  bedingt  convergente  Reihen  siehe  die  Abhandlungen  von  Hertens 

(Grelle  J.  Bd.  79)  und  Pringsheim  (Math.  Annal.  Bd.  21  und  22). 


§  8.    üeber  unendliche  Prodncte.    Nr.  1.  55 

§  8.    Ueber  nneiidliidie  Prodnote, 

1«  Wir  brechen  hier  die  Untersuchmigen  über  die  durch  additive 
Vereinigtuig  nnendlich  vieler  Grossen  gesetzten  Grossen  ab  und  ziehen 
jetzt  auch  Grossen  in  Betracht^  die  aus  unendlich  vielen  gegebenen 
Grossen  durch  Multiplication  zu  bilden  sind. 

Ist 

Cl,    Cj,     •  •  •     Cy,    •  •   • 

eine  unbegrenzte  Folge  von  Grössen,  derart  dass  zu  jedem  endlichen 
Werthe  v  eine  bestimmte,  endliche,  von  Null  verschiedene  Grosse  Cr 
gehört,  wobei  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass 

lim  I  Ct 


über  jede  Grösse  wächst  oder  unter  jede  Grösse  herabsinkt,  und  be- 
zeichnet man 

n      . 

so  heisst  der  Grenzwerth  von  P-  /lim  Pn\  der  Werth  der  durch  mulr 


(lim  P,) 

\]|as  OD         / 

tiplicaHve  Vereinigung  der  Grössen  c^  gesettsten  Grösse: 

«o 

der  wir  den  Namen  „unendliches  Produdf*  geben. 

Sowie  aber  die  durch  eine  unendliche  Reihe  (oder  unendliche 
Summe)  gesetzte  Grösse  erst  in  der  Rechnung  zu  verwerthen  war, 
wenn  ihr  Grenzwerth  (oder  Werth)  endlich  und  bestimmt  war,  und 
wie  der  Grenzwerth  der  Reihe  erst  unter  gewissen  Bedingungen  als 
Summe  der  Reihe  aufzufassen  war,  ist  das  unendliche  Product  erst 
dann  in  der  Rechnung  zu  verwenden,  wenn  sein  Werth  nicht  unend- 
lich und  nicht  unbestimmt  ist;  und  als  „Product^'  wird  unsere  Grösse 
erst  dann  mit  Fug  und  Recht  zu  bezeichnen  sein,  wenn  sie  das  Pro- 
duct einer  endlichen  Anzahl  von  Factoren  umfasst,  d.  h.  wenn  bei  den 
durch  eine-  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe  von  Multiplicationen  ent^ 
stehenden  Grössen  die  Eigenschaften  des  Productes  einer  endlichen 
Anzahl  von  Factoren  erhalten  bleiben.  Das  „unendliche  Product^'  ist 
also  insbesondere  erst  dann  als  Product  der  Factoren  Cy,  von  denen 
(bei  endlichem  v)  keiner  verschwindet,  aufzufassen,  wenn  es  einen 
bestimmten,  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

Darum  definirt   man  (mit  Pringsheim):  Das  unendliche  Product 


56 
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heisst  cmvergenty  wenn  lim  P,  einen  bestimmten  endlichen  ^  von  Null  ver- 


y^« 


schiedenen  Werth  P  hat;  und  das  Produd  heisst  divergent,  wenn  lim  P. 
NUU,  wnendlich  oder  unbestimmt  wird.  "°^* 

Die  conyergenten  Producte  werden  fär  uns  von  Bedeutung  sein. 

Beispiel:    Das  unendliche  Product 


0» 


m  -  p) 


vs8 


ist  conyergent,  weil  die  Grenze  der  Grössenreihe  P»  (n  »>  2;  3  -  •  •)  den 
Werth  —  besitzt,  indem 


m  -  i) 


13    2-4  (n  —  1)  •  (n  +  1) 


•  .  • 


v=S 


2-2     8-8 

(n  —  1)1  8  •  4 


nl 


n! 


(n  +  1)  ^  1 

s 


'    2n 


zu  setzen  ist. 


2,  Ist  lim  Tn^=^  P  endlich,  bestimmt  und  von  Null  verschieden, 


MssQO 


SO  lässt  sich  offenbar  eine  positive,  endliche  Grosse  g  derart  angeben, 
dass 

|P,|>p        (v- 1,2,3,  ...)  (1) 

wird;  und  femer  kann  man  nach  Angabe  einer  beliebig  kleinen  po- 
sitiven Grösse  S  eine  positive  ganze  Zahl  m  so  bestimmen,  dass  bei 
jedem  n'^m 

|P„+,^Pn|<*        (i/-l,2,3..).  (2) 

Bestehen  diese  fwr  die  Convergenz  des  unendlichen  Productes  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungeti  (1  und  2),  so  ist  auch 


Pn+v  H 


<  ^  =  a        (n  ^  m,  1/  —  1,  2,  3  •  •  •) 


(3) 


d.  h.  man  kann  einer  beliebig  kleinen  Grösse  b  auch  stets  eine  end- 
liche ganze  Zahl  m  so  zuordnen,  dass  diese  neuen  Ungleichungen  be- 
stehen, die  wir  in  der  Form  schreiben  können: 

<s        (n  ^  m,  1/  =  1, 2,  •  •  •). 

Für  V  =«  1  folgt,  dass 

I  Cn+i  —  1  I  <  a         (w  ^  w) 

lim  I  c,  -  1 1  =  0 

yssoo 

sein  muss.    Daher  haben  in  dem  convergenten  unendlichen  Producte 


5^- 


und  dass 


$  8.    üeber  nnendliche  Prodacte.    Nr.  1,  2,  3. 
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17(1 + «,) 


r=il 


die  Grössen  Or  nofhtoendig  die  Eigenschaft^  dass  lim  |  o,  |  >»  0  ist. 


Vss  00 


Bestehen  die  Ungleichungen  (3)^  so  folgt;  dass  |  P»  |  (n  ^  m)  in- 
nerhalb gewisser  endlicher  Grössen  liegt.    In  der  That,  es  ist  ja 


und  somit 


—  1 

< 

P                 ^ 

m 

— 

-e< 

n 

-i<« 

<B 


oder 

(1  -  0  I  P.  |<  I  P.+.  \<(l  +  e)\Pm\, 

d.  L  es  bleibt  |  Pm+v  |  für  i;  >  1  zugleich  mit  dem  absoluten  Betrage 
von  Pm  endlich  und  von  Null  yerschieden;  |  Pm  \  aber  ist  bei  dem 
endlichen  Werthe  von  m  weder  Null  noch  unbestimmt  noch  unendlich. 
Wenn  aber  I  P«  |  (m  ^  m)  kleiner  bleibt  als  eine  angebbare  Grösse 
und  grösser  ist  als  eine  endliche  positive  Grösse^  so  wird  auch 

I  Pn+y  -Pn\<d. 

Somit  ist  gezeigt;  dass  die  Utigleichungen  (3)  ailein  die  nothtvendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Convergenz  des  unendlichen  Pro- 
ductes  hüden. 

3,   Bevor  wir  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 


OB 


für  die  Convergenz  eines  unendlichen  Productes   /  /  (1  +  ^y)  ^  we- 
sentlich  andere  Form  bringen,  leiten  wir  zunächst  einige  Beziehungen 

00 

zwischen  den  ,^artialproducten*'  Pn  »=»  /  /  (1  +  ^)  *b. 

y=sl 

Versteht  man  unter  Po  die  Einheit  (Po  ■=  1);  so  ist 
P,  =  1  +  a,  =  Po  +  a,Po, 

Pg  —  1  +  «1  +  «a  +  öi«2  =  -Pi  +  (hPu 

P3  =»  1  +  ai  +  a,  +  a^aa  +  as  +  Oi^  +  Oja,  +  aiOjOjj  =  Pj  +  a^P^, 


P»  =  1  +  «1  +  «2  +  (h(h  H h  ön  +  (h^n  + 

+  «lOi  •  •  •  a«)  ■=  P«-i  +  a^Pn-i, 
und  somit  Pn  die  Summe  der  (n  -|-  1)  Grössen 

1   =-Po, 


+  On^l  On  + 


a. 


«i-Po» 
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«8  +  «lO»  +  öjaj  +  a^flaa,  «•  (1  +  «i)  (1  +  02)03  =  o^P^, 

On  +  aia„  +  «20»  +  '  •  •  +  OiOj  •  •  •  On  ■« 

(1  +  öl)  (1  +  fl«)  •  •  •  (1  +  On-i)an  =«  a,P„-i, 
also 

Nach  dieser  Formel  ist  aber  auch 

Pn+v  P«  =  ««-f-iP«  +  Ow+jP»^!  +  •  •  •  +  an^yPi,^.,.!. 

OD 

4»  Nun  betrachten  wir  ein  unendliches  Product  / /(l  +  o,),  in 
dem  alle  Grössen  a»  positiv  sind.  ''=^ 

Soll  lim  P»  einen  bestimmten;  endlichen^  Ton  Null  verschiedenen 


«BaOO 


Werth  annehmen,  soll  also  bei  beliebig  klein  gewähltem  positiyem  d 
eine  solche  ganze  Zahl  m  ausfindig  zu  machen  sein,  dass  die  Un- 
gleichungen: 

2T(l+«^)-l<*        (n^fn,  v-1,2,3,...) 

OP 

bestehen,  so  muss  nothwendig  die  Reihe  ^  a^  convergent  sein,  denn  es 
ist  nach  den  früheren  Formeln: 

jja  +  «m)  - 1  >  ^«'" 

/M«=«+i  ^«=»«4-1 

OP 

Angenommen  dass  die  Beihe   ^.  üv  convergirt,   so  kann  man  nach 

Wahl  einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  b  eine  solche  ganze 
Zahl  m  angeben,  dass  bei  beliebigem  Werthe  von  v  und  für  ein  n  ^  m 

ön  +  l  +  On+2  +  •  "  +  On+r  =  5n+r  —  ««  <  « 

wird.     Indem  femer 


■Pn+*   _  j 


^, 


=  («H+1  +  ön+2  +  •  •  •  +  ö»+i')  + 

+  («n  +  l  ^Ä+a  -f.  .  .  .  -|-  an+»  — lÄii+O  +  •  •  •  + 

+  («n+ian+a  •••  a»-f.r)<'(SnH-v  — 5»)  +  (^w+y «0*  + 


§  8.    üeber  cmendliolie  Prodaoie.    Nr.  3,  4.  59 

ist^  kann  man  dadurch ,  dass  man  ^^t-^Ts  ^^^t,   den  Betrag  von 

(    p  ^ l)  kleiner  machen  als  d,  wenn  n^m  gesetzt  wird.  Somit 

haben  wir  den  Satz: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Convergenz  des 

unendUd^en  Productes  /Jf^^  +  ^^  ***  ^^  ^^  Grössen  o,  positiv  sind, 

OB 

lestekt  in  der  Canvergene  der  unendlichen  Beihe  ^Oy. 

OD 

Da  mit  der  Beihe  ^  Or  nicht   allein  lim  P,  sondern   natürlich 

auch  alle  Partialproducte  P»  endlich  sind^   convergirt  nun  auch  die 
unendliche  Beihe: 

OB 

1  +  2!<^Pr-l] 

und  weil  die  Folge  Ton  Grossen 

Ä-P^        (v=  1,2,3,...), 
wo 

bedeutet,  eine  Elementarreihe  bildet,  so  ist 

0»  CO 

Weil  man  hier  in  der  Beihe  die  Glieder  zerlegen  und  die  Bestand- 
theile  beliebig  anordnen  kann,  ist  auch 


lJ(l  +  a»-)  —  1  +  ai  +  aj  +  a8  H 


y«l 


Nun  aber  ist  offenbar,  dass  das  unendliche  Ftodud  unabhängig  von  der 
Anordnung  der  Factoren  —  wir  sagen  unbedingt  —  nach  einem  be- 
stimmten, endlichen,  von  Null  verschiedenen  Werthe  convergirt  und 
zwar  nach  eben  dem  Werthe,  nach  welchem  die  unbedingt  convergente 

Beihe  1  +  ^o^Py^i  convergirt. 

OD 

Divergirt  die  Beihe  ^(h,   so  ist  auch  das  unendliche  Product 
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divergent,  und  zwar  wird  lim  P„  =  +  oo,  denn  P»  ist  grosser  als 


n^  OD 

n 


1  +  ^ür. 

OD 


Das  unendliche  Product  /  /  ( 1  4"  "?)  convergirt,  weil  ^-j  einen 


OD 


endlichen    Werth  hat  5    doch   das   unendliche  Product    //(l  +  ö~) 

00 
divergirt  nach  unendlich,   weil  die  Reihe  ^^ö~  divergent  ist. 

Ein  unendliches  Product 

OD 

JT(i  -  ö»), 

in  dem  keine  der  positiven  Grossen  üv  die  Eigenschaft  besitzt,  gleich 
Eins  zu  sein,  und  lim  a,  =  0  sei,  behandeln  wir  folgendermassen:  Wir 

V=s  OB 

denken  die  endliche  Anzahl  von  Factoren  herausgegriffen,   in  denen 
a^  >  1  ist,  so  wird  filr  die  übrigen: 

0<1  — a,«<l,    0<l-a.<j^, 


P- -  J7(l  - «')< -nr-^ < '—-, 

JJ(1  +  «,)         1  +  ^a. 


r=al 


und  es  ist  offenbar,  dass  lim  P»  einen  bestimmten,  endlichen  von  NuU 


nsBs  00 

OD 


verschiedenen   Werth  hat,  wenn  die  unendliche  Beihe  ^flv   convergirt; 
dass  aber  lim  Pn  Null   wird  und   das  unendliche  Product  nach   NuU 

nssoo 


OD 


divergirt,  sofern  die  Beihe  ^Ov  divergent  ist. 


OD 


Das  unendliche  Product  / /(l 1)  convergirt,  aber 


00 


divergirt  nach  Null. 

OD 

6,   Nun  seien  in   dem  unendlichen  Producte  /  J  (1  +  ö^y)    die 


y=l 


§  8.    lieber  unendliche  Prodncte.    Nr.  4,  5.  61 

Grossen  a^  beliebige  reelle,  positive  und  negcutive  Grössen,  welche  der 
Bedingung  genügen:  lim  o,  =  0.    Da  lässt  sieh  0eigen,  dass  das  vor- 


V^  OD 


gdegte  unendliche  Produd  zugleich  mit  dem  unendlichen  Producte 

OD 

canvergirt 

QP 

Wenn   /  /  (1  +  |  fltr  |)  convergent  ist,  gibt  es  eine  positive  ganze 
Zahl  9fi,  derart,  dass  bei  jedem  v  nnd  für  alle  Zahlen  n>  m 

17(1  +  I  a^  I)  -  1  =  [I  a,+i  I  +  I  a,+,  !  +  •..+  |a,+.  |]  + 

+  [l  «ji+i !  |aii+2 1  +  •  •  •  + 1  ÄJi+r— 1 1 1  an+f\j  H 

+  I  <^+i  1 1  ö»+Ä  I  •  •  •  I  fl»+r  I 
kleiner   wird   als  eine  beliebig  kleine   vorgelegte  positive  Grosse   d. 
Weil  aber 

-^tl  _  1    _  I  a^_^^  +  a,+8  (1  +  On+i)  H 

+  an^9  (1  +  Oii+i)  (1  +  ««+2)  •••(!+  «,•+•'-1)  I 
<  K+i  I  +  I  an+i  I  (1  +  I  a„+i  1)  H 

+  K+i'  I  (1  4-  I  »n+l  |>(1  +  I  Ön  +  J  !)•  •  •  (1  +  l^n+i^-l  |), 


also 


^"+^__li< 


1T(i4-i«mI)-i 


OD 


ist,  so  convergirt  /  /  (1  +  «,)  thatsächlich,  wenn  /  /  (1  + 1 «» ')  con- 
vergent  ist.  Dieses  unendliche  Product  convergirt  aber  dann,  wenn  die 
unendliche  Reihe  ^  \  a^  |  convergirt,  d.  h.  wenn  die  unendliche  Reihe 

real 

OB 

2- 

»=1 


^.Qy  absolut  (und  unbedingt)  convergent  ist,  folglich  convergirt  das 


00 


vorgelegte  unendliche  Product  /  /  (1  +  a,),  wenn  die  unendliche  Reihe 


y=sl 


^(h  (AsohU  convergent  ist. 

Da  unter  dieser  Bedingung  jedes  Partialproduct  P„  endlich  ist, 
ist  die  Reihe 
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00 

auch  absolut  und  unbedingt  convergent,  und  es  wird  wieder 

OB  00 

Weil  endlicli  die  hier  stehende  Reihe  auch  unbedingt  eonvergeni 
bleibt^  wenn  man  jedes  Glied 

in  seine  Bestandtheile  zerfallt  und  diese  als  Glieder  der  Reihe  ein- 
führt —  was  ja  die  Yergleichung  der  so  entstehenden  Reihe  mit  der 
unbedingt  convergenten  Reihe 

+  I ^i^ I  +  I ^^  r H Hl ^^'s I  H — 

+  ••••'••' 

lehrt;  —  so  darf  man 


0» 


Jj  (1  4-ör)  —  l+öl  +  flsH 

-f"  «lÄj  -j-  öidj  H"  •  •  •  +  ÖjÖ^  -|-  . . . 

+ 

setzen,  und  das  «unendliche  Product  ist  offenbar  unbedingt  convergmL 

Nennt  man  ein   unendliches  Product    /  /  (1  +  ^)   dann   absolut 

00 

convergent,  wenn  /  j  (1  +  |  «t  |)  convergirt,  so  haben  wir  die  Satze: 
Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  absolute  Ccn- 

_  OD 

vergem  des  unendlichen  Productes  j  /  (1  -|-  <h)  besteht  in  der  absoluten 


r=»l 


Convergens!  der  Beihe  ^  o, .    Das  absolut  canvergente  Product  oonvergirt 
unbedingt. 

OD 

6,    Die  absolute  Convergene  der  Beihe  ^<h  ist  somit  eine  hin- 

«'s! 

reichende  Bedingung  für  die  unbedingte  Convergenss  des  unendlichen  Pro- 

00 

ductes  ^  /  (l  H~  ^0-     Falls   umgekehrt   jedes   unbedingt   conyergente 


?=i 


§  8.    üeber  unendliche  Prodaote.    Nr.  6,  6.  63 

unendliche  Product  auch  absolut  convergiren  sollte,  bestände  zwischen 
absoluter  und  unbedingter  Conyergenz  von  unendlichen  Producten 
ebensowenig  ein  Unterschied,  wie  zwischen  absolut  und  unbedingt 
convergenten  unendlichen  Reihen. 

Zur  Untersuchung  dieser  Fn^e  legen  wir  zunächst  ein  unend- 


OD 


liches  Product  /  /  (1  +  «»)  =  P  vor,  das  unbedingt  convergent  sei, 


Val 


und  zeigen,  dass  jedes  beliebige  unendliche  Theilproduct  des  gegebenen 
convergirt. 

Bilden   wir   aus   der  Reihe   der  Grössen  o,  (v  =  1,  2,  •  •  •)  zwei 
Grossenreihen  a/  und  a/'  (v  —  1,  2  •  •  •),  und  setzen 


j^ 


(l  +  a,')-P^,     J7(l +  «-")- -P^ 


»=1  Ifs^l 


lim  P^  -  F,  Um  P;:  =  F', 

SO  erfordert  die  unbedingte  Gonvergenz  von  P,  dass 

lim  p;..p;'  =  p 

werde,  d.  h.  es  sollen  nach  Angabe  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Grosse  d  zwei  ganze  Zahlen  tn^  und  m^  ausfindig  zu  machen  sein,  so 
dass  fOr  alle  Zahlen 

der  Betrag 

p;p^-p|< 


'wird.    Doch  dann  müssen  auch  die  Betrete 

P'P"-P|    und     |P'.P"-P 


kleiner  als  d  werden,  also  müssen  die  unendlichen  Producte 


OD  OD 


p"  - 17(1 +«*")'  -p'  -  IT(i + «''^ 

real  VaX 

convergiren,  weil  P^»  und  Pm^  endliche  Producte  sind,  die  bestimmte 
endliche  von  Null  yerschiedene  Werthe  haben,  und  P  convergent  ist. 
Zerlegen  wir  nun  das  unbedingt  convergente  unendliche  Product 
JP  in  die  unendlichen  Theilproducte 


OD 


wo  die  Grossen  Uy  positiv,  die  Grössen  ßy  negativ  sind,  so  müssen  auch 
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diese   unendlichen  Prodacte   convergiren.     Da   aber   die   nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung   fQr  die  Gonvergenz   dieser  unendlichen 

Producte  in  der  der  Reihen  ^oc^,  ^ß*  li^gt^  ist  ermesen,  dass  auch 

die  Reihe  ^  \  o,  |    convergirt ;    und   dass   das    unbedingt  eonvergenk 

unendliche  Product  auch  absolut  convergirt. 

7«    Mit  absolut  (und  unbedingt)  convergenten    unendlichen  Pro- 


OD 


ducten  / /^i';    / /^»'"  rechnet   man  wie   mit   den   früheren  Zahlen- 

grossen^   denn  ihre  Werthe   haben   nach  den  voranstehenden  Sätzen 
gegenüber   den  Grössen   Cy    beziehungsweise   Cy"   die  Bedeutung   von 
Producten  gegenüber  den  Factoren  c/  beziehungsweise  c/'. 
Um  z.  B.  das  Product  von 


0»  OD 


/J(l +o,)-P    nnd    JJ(l  +  6,)-=« 
zu  bilden^  hat  man  dsus  unendliche  Product 

OD  OD 

R  =  JJ(1  +  o,)  (1  +  J,)  =  JJ(1  +  o,  +  6,  +  aX) 

zusammenzusetzen;  es  ist  endlich^  denn  die  unendliche  Reihe 


CO 


^.     I    Äy   +    i»    +    ayhy    \  , 


deren  Grenzwerth  nicht  grösser  ist  als  der  der  Reihe 

OD 

^{|ö.  I  +  l&vl  +  |aAi}, 

OD  OD 

convergirt,  wenn  die  Reihen  ^  \  a,  |  und  ^  \  by  \  endliche   Summen 

aufweisen;    und  sein  Grenzwerth  ist  gleich  dem  Producte  PQj  denn 
der  Werth  der  Reihe 

OD 

1  +  ^(gy  +  6ir  +  Ovby)  Ry^i 
kommt  gleich  der  Summe  derjenigen  Reihe,  welche  das  Product  von 


OD 


1 + 2"'^'-»  ^^"^  ^ + 2^'^'-» 


ist,  — 


§  8.    üeber  unendliche  Producta.    Nr.  6,  7,  8.  66 

Ist   J[  J  (1  +  o»)  «■  P ,     dann    besitzt    das    unendliche    Prodnct 


rssal 


1  1  (  1  ^  o  j   den  Werth  p  .    In  der  That,  das  neue  unendliche  Pro- 

duet  ist  zugleich  mit  dem  gegebenen  convergent,  weil  die  Beziehung 
gilt: 

n(TT^)  -  n{'  -  i-T^)  ■' 

und  femer  ist 

Der  Quotient  Bweier  absolut  convergenter  Producte  jfj  (1  +ar)  ^^  P 
und   /  /  (1  +  6»)  '**  C  '^^^  durch  das  Product 

ZU  definiren,  denn  dieses  Product  ist  convergent  und  hat  zufolge  der 
Beziehung:  

p 

den  Werth  -q  • 

8.    Sind  zwei  divergente  Reihen  aus  durchaus  positiven  Grössen 
Gy  beziehungsweise  hy  (v  —  1,  2  •  •  •)  gegeben,  ist  aber 

lim  üv  "=  0,    lim  6y  ^  0, 


yaa  OD  V  tss  QO 

OD  OD 


SO    divergiren   die   unendlichen  Producte    /  /  (1  +  flfi') ,    /  /  (I  —  ^0 

real  Val 

—  wie  wir  wissen  —  nach  Unendlich  beziehungsweise  Null.  Aus 
zwei  solchen  unendlichen  Producten  kann  man  durch  passende  An- 
ordnung der  Factoren  (1  +  a^  und  (1  —  i^)  ein  unendliches  Product 
herstellen,  dessen  Werth  von  einer  beliebig  gewählten  positiven  oder 
negativen  Grosse  P  beliebig  wenig  abweicht.  Solche  nur  bei  be- 
stimmter Anordnung  der  Factoren  nach  einem  bestimmten,  endlichen, 
von  Null  verschiedenen  Werthe  P  convergente  „unendliche  Producte" 
heissen  bedingt  convergent^  und  diese  dürfen  nur  unter  Verzicht  der  Eigen- 

BiermAnn,  Elemente  der  hOheien  Mathematik.  5 
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thümlichkeiten  endlicher  Producte  als  Prodncte  hingestellt  werden^ 
sowie  die  bedingt  convergenten  unendlichen  Reihen  nicht  unbedingt 
als  Summen  aufzufassen  waren*).  — 

*)  Litteratur:  Cauchy:  Analjae  alg^brique. 
Weientrass:  in  Crelle'8  Joomal  Bd.  61  (vergL  aach  Pincherle  L  c). 
Dini:  AnaJi  di  Matematica  Ser.  II  T.  2. 
Stolz:  VorleBungen  Über  allg.  Arithmetik  Bd.  11. 

Pringsheim:   Ueber  die  Convergenz  nnei^dlicher  Prodncte,   Math.  Annal. 
Bd.  33,  p.  119.  Die  Darstellnng  von  Pringsheim  ist  hier  za  Grande  gelegt 


n.  Absclmitt 
lieber  Fanetioiieii  reeller  Variablen. 

§  0.    Definition  der  rationalen  Functionen. 

1«  Wir  wenden  uns  zu  den  früher  (in  §  6)  definirten  algebraischen 
Ausdrücken,  die  ihren  Werth  ändern ,  wenn  die  Variablen  andere  und 
andere  Werthe  erhalten.  Diese  Abhängigkeit  des  Werthes  des  Aus- 
druckes von  den  Yariablenwerthen  spricht  man  dadurch  aus,  dass 
man  den  Ausdruck  eine  Function  der  Variablen  nennt,  die  wir  mit 
den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnen  werden;  und  zwar 
heisst  der  Ausdruck  eine  ganze  rationale  Function  oder  eine  gebrochene 
rationale  Function,  je  nachdem  die  Variablen  in  den  Divisoren  nicht 
verwendet  sind  oder  in  diesen  auftreten. 

Die  algebraische  ganze  rationale  Function  einer  Variablen  x  hat 
nach  der  Definition  die  Gestalt 

Oq^  +  öiic*""*  H +  flf«— 1^  +  öt« ; 

sie  heisst  nach  dem  höchsten  ganzzahligen  Potenzexponenten  eine  gange 
Function  n^^  Grades.  Die  „Coefficienten"  Oo,  «i,  •  •  •  a«  sind  beliebige 
reelle  ZahlengrösseiL  Man  bezeichnet  die  Function  mit  f  und  setzt 
neben  f  das  Zeichen  x  in  Klammem:  f(x)  und  liest:  Function  f  von  x, 
um  die  Abhängigkeit  des  Ausdruckes  von  dem  ^,Argumente"  x  anzuzeigen. 

Sind  f(x)  und  g(x)  zwei  ganze  Functionen  (gleichen  oder  ver- 
schiedenen Grades),  so  ist  der  Quotient 

m 

eine  rcMondle  gebrochene  Function,  die  man  auch  wieder  mit  einem 
Functionszeichen  versehen  kann,  etwa  F{x). 

2,  Die  ganze  rationale  Function  mehrerer  Variablen  Xi,  x^,*  -  -  Xn, 
hat  die  Gestalt 

/■(*!>  ««•••*j= vre- ••<"+^«*r<*  •••<"+••• + 

wo  wir  die  Glieder  z.  B.  nach  der  Grösse  der  Summe  der  Exponenten 
von  Xi,  Xi,' '  -  Xn  geordnet  denken  können.      In  dem  einzelnen  Gliede 

6* 
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Äx\^x^^  •  •  •  a?*"    neimt    man  ii  +  i«  +  •  •  •  +  fc»    die   Dimension    des 

Gliedes^  und  nach  dem  grössten  Werthe  der  Dimensionen  der  in 
f(xi,  Xtf'-'  X,)  vorhandenen  Glieder  heisst  die  ganze  Fnnction  vom 
Grade  oder  der  Ordnung  m. 

Die  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  in  den  drei  Variablen 
Xxj  x^,  x^  lautet: 

«u^i*  +  «22  V  +  «88  V  +  "^(^1%^^%  +  ZaijXiaJs  +  20,3  x^x^  + 

Die  ganze  Function  mehrerer  Variablen  heisst  Jwmogen,  wenn  alle 
Glieder  von  gleicher  Dimension  sind.  Darnach  ist  die  homogene  ganze 
Function  zweiter  Ordnung  der  vier  Variablen  x^,  x^^  x^,  x^  von  der 
Form 

«ii^i*  +  ^^^^  +  «^s»  V  +  «44^4*  +  2ai,a?iir,  +  2ai^x^x^  +  20^^8X5  + 

+  2a^^x^x^  +  2a^x^x^  +  2a^x^x^ 
oder 

^l(öll^l  +  «12^2  +  «13^8  +  «14)  +  ^2(«2l^l  +  «22^  +  «28^8  +  «24^4) 
+  ^8  (^1^1  +  ^2^2  +  «83^8  +  Ö84)  +  ^4 («41^1  +  «42^  +  «48^8  +  «44^4); 

wobei  axx  ■»  ai*  gesetzt  ist. 

Offenbar  ist  die  Anzahl  der  Glieder  einer  homogenen  ganzen 
Function  wf^  Grades  der  (n  +  1)  Variablen  Xi,  x%f  "  -  Xn-^-i  höch- 
stens so  gross  als  die  Anzahl  der  Combinationen  m^^  Classe  mit 
Wiederholungen  aus  (n  -{-  1)  Elementen^  d.  i. 

(n+l)  (n  +  2)»»-(n  +  w) 
1  •  2  . . .  m  *' 

und  ebenso  gross  ist  höchstens  die  Anzahl  der  Glieder  einer  ganzen 
Function  m^'^  Grades  in  n  Variablen. 

Die  homogene  ganze  rationale  Function  f(xi,Xi,''-Xn)  heisst 
ayininetris<^f  wenn  sie  bei  Vertauschungen  der  Variablen  untereinander 
keine  Aenderung  ihrer  Form  erfährt.     So  sind 

n 

symmetrische  Functionen,  wo  unter  dem  Symbol  ^x^^Xy^-  --  Xt    die 

Summe  aller  Combinationen  ^^'  Classe  ohne  Wiederholungen  aus  den 
Elementen  Xi,Xi,-  -  •  Xn  verstanden  ist ;  femer  ist  auch 

a?!*  +  a:2*  +  •  •  •  +  X«* 
eine  symmetrische  Function  usw. 


§  9.   Definition  der  rationalen  Functionen.    Kr.  2.  69 

Die  ans  einem  Gliede  bestehende  symmetrische  Function  Ton 
n  Variablen  hat  offenbar  die  Gestalt 

c(XiX%  •  •  •  Xn)    • 

In  einer  aus  mehreren  Gliedern  zusammengesetzten  symmetrischen 
Function  muss  jedes  Glied  dieselbe  Anzahl  von  Variablen  enthalten 
und  in  jedem  Gliede  müssen  die  gleichen  Potenzexponenten  vorkommen. 
Soll  man  daher  z.  6.  diejenige  symmetrische  (ganze  rationale)  Function 
von  x^y  x^,  x^y  x^  bilden^  die  das  Glied  x^^x^x^  besitzt,  so  muss  man 
zur  Herstellung  aller  Glieder  die  vier  Combinationen  dritter  Classe  ohne 
Wiederholungen  aus  x^^  x^,  x^,  x^  bilden: 

a/iil^X^y    *^]*'^*^4;     '*1'*T>»*'4>     •*'2**TJ'*'4 

Tind  hierauf  in  jeder  dieser  Combinationen  die  Exponenten  1,  2,  3  in 
allen  Permatationen 

1,  2,  3;     1,  3,  2;    2,  1,  3;    2,  3,  1;    3,  2,  1;    3,  1,  2 

anbringen. 

Die  symmetrische  Function  aus  n  Grössen^  deren  Glieder  r  Ele- 
mente enthalten,  besteht  somit  aus 

Gliedern^  wenn  (    )  und  r!  die  Symbole  fär 

n(n-l)-.-(n-r+l)       ^  1.2.3. --r 

sind.     Gibt  es  unter  den  r  Exponenten  je  r^j  ^s;  -  *  *  ^<  gleiche,  so  ist 
die  Anzahl  der  Glieder: 

r^  1  fj !  •  •  •  r,I 

Damit  ist  die  äussere  Gestalt  der  ganzen  rationalen  Functionen 
beschrieben,  und  es  ist  hier  nur  noch  hinzuzufügen,  dass  der  Quotient 
zweier  ganzer  Functionen  f{xiy  rc»,  •  •  •  a?»)  und  g{x\y  rc«,  •  •  •  a;«)  eine 
rationale  gebrochene  Function  Ton  Xi,  x^,-  "Xn  heisst. 

§  10.    Definition  der  Function  einer  reellen  Variablen. 

1.  Denken  wir  mit  einer  unbeschränkt  oder  stetig  veränderlichen 
Grösse  x  eine  Grösse  y  in  solchem  Zusammenhange,  dass  jedem  Werthe 
der  Variablen  x  ein  oder  mehrere  Werthe  von  y  zugehören,  so  heisst  y 
eine  Fundion  des  ^yArgumentesf^  x,  gleichgiltig  ob  uns  die  arithmetische 
Vorschrift  bekannt  ist,  die  besagt,  wie  man  die  zu  einem  Werthe  von 
X  gehörenden  y-Werthe  berechnet,  oder  ob  die  Abhängigkeit  nur  tabel- 
larisch oder  graphisch  verzeichnet  ist,  wie  man  den  Zusammenhang 
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der  Spannkraft  eines  Dampfes  mit  der  Temperatur  oder  den  des  Luft- 
druckes mit  der  Zeit  usw.  tabellarisch  oder  graphisch  beschreibt. 

Ueber  die  graphische  Darstellung  irgend  einer  von  x  '^  a  bis  x  =  h 
(a  <  h)  gegebenen  Function  y  bemerken  wir  kurz  Folgendes.  Man 
denke  durch  einen  Punkt  0  zwei  (am  einfachsten)  auf  einander  senk- 
rechte Gerade  —  die  Axen  —  gezogen,  unterscheide  auf  jeder  einen 
positiven  Theil^  wähle  eine  Maasseinheit,  fasse  die  Punkte  der  einen 
Geraden  als  Träger  der  a?-Werthe,  die  Punkte  der  zweiten  Geraden 
als  Träger  der  y-Werthe  auf^  lege  endlich  durch  die  Tr^er  jedes  Paares 
(a?oy  ^o)  zusammengehörender  Werthe  von  x  und  y  Parallele  zu  den 
Axen,  so  wird  der  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  M  als  Tr^er  des 
Werthepaares  {Xf^y  y^  bezeichnet  und  die  Gesammtheii  der  Träger  ge- 
nügend vieler  zusammengehöriger  WertJiesysteme  {Xq,  y^)  liefert  ein  geome- 
trisches Büd  des  Zusammenhanges  von  x  und  y.  —  Man  nennt  a;^  und 
y^  die  Coordinaien  von  M^  x^  seine  Abscisse,  y^  die  Ordinale. 

Man  bezeichnet  eine  Function  y  von  x  wieder  durch  f(x)  und  die 
Fimction  heisst  eindeutig  oder  mehrdeutig ^  je  nachdem  jedem  o; -Werthe 
ein  oder  mehrere  Werthe  zugeordnet  sind. 

2.  Die  rationalen  Functionen  sind  eindeutige  Functionen  und  sie  sind 
derart  definirt,  dass  ihre  Abhängigkeit  von  der  Variablen  aus  einem 
arithmetischen  Ausdrucke  zu  entnehmen  ist;  sie  sind  —  wie  man 
sagt  —  analytisch  dargestellt 

Die  für  jeden  positiven  Werth  von  x  erklärte  Grösse  ic",  femer 
die  beliebige  Fotena  einer  positiven  Gbösse  a:  a'  und  ebenso  der  Lo- 
garithmus jeder  positiven  reellen  Grösse  x  bezüglich  einer  positiven 
Basis:  log^a;  sind  Functionen  von  x.  Doch  wenngleich  wir  auch  zu  jedem 
a:-Werthe  den  zugehörenden  Functionswerth  durch  eine  Fundamental- 
reihe zu  bestimmen  wissen,  ist  uns  hier  noch  nicht  bekannt,  welche 
Rechnungsoperationen  mit  dem  rc-Werthe  und  der  jeweiligen  Gon- 
stauten  a  oder  h  auszuführen  sind,  damit  der  Werth  der  Function 
hervorgeht,  d.  h.  die  „analytischen  Darstellungen^^  der  Potenzfunction  a^, 
der  Exponentialfunction  a*  und  der  logarithmischen  Function  y  «»logftX 
sind  uns  an  dieser  Stelle  noch  nicht  bekannt 

Setzt  man  eine  ganze  rationale  Function  n^  Grades 

f{x)  =  ooa^  +  fliÄ?"-^  -f h  an^xx  +  a„ 

gleich  Null,  so  entsteht  eine  ffilgebraische  Gleichungf*.  Sind  die  Coefß- 
cienten  oo,  ai,  •  •  •  a»  dieser  Gleichung  ganze  rationale  Functionen  einer 
neuen  Variablen  y,  so  dass  f(x)  in  eine  ganze  Function  von  x  und  y 
übergeht,  so  hat  man  eine  algebraische  Gleichung  vor  sich,  durch  die 
entweder  y  als  „algebraische  Function*^  von  x  oder  x  als   algel^raische 
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Fanction  von  y  definirt  wird,  je  nachdem  x  oder  y  als  unabhängige 
Variable  anfgefasst  wird.  So  ist  z.  B.  durch  die  Gleichung  y*  —  4ic=  0 
y  als  zweideutige  algebraische  Function   von  x  und  x  als  eindeutige 

Function  von  y  definirt:  y  =  +  2}/x,   x  —  (y)  ;   allerdings  sind  in 

diesem  Beispiele  y  und  a;  zugleich  Potenzfunctionen  von  x  beziehui^s- 
weise  von  y. 

Die  Functionen  y*»/(^);  die  sich  nicht  als  rationale  oder  alge- 
braische Functionen  erweisen,  heissen  transcendent 

Die  Eigenthümlichkeiten  der  Functionen  sind  hier  noch  nicht  zu 
besprechen,  es  soll  vielmehr  nur  der  Begriff  der  Function  an  Bei- 
spielen geläufig  gemacht  werden  und  darum  seien  hier  auch  die  in 
der  Geometrie  definirten  trigonometrischen  Functionen  in  Erinnerung 
gebracht: 

.  Bina         .  coBtt  1  1 

sma,  cosflf,  tff«  = ,  cotira  =  -. —  ,  sec  a  ■= ,   coseca  ^   .  —  • 

'  '     °  C08  a '        ^  Bin  a '  cofl « '  sin  a 

In  der  Geometrie  erklärt  man  diese  eindeutigen  Functionen  als  Ver- 
hältnisse von  Strecken;  sie  sind  abhängig  von  einem  Winkel  a;  doch  die 
Grosse  des  Winkels  a  geben  wir  hier  nicht  in  Graden  und  deren  Theilen 
an,  sondern  durch  den  dem  Winkel  a  zugehörenden  Bogen  auf  dem  Kreise 

mit  dem  Radius  Eins,  also  durch  7^,  wo  tt  das  Verhältnis  des  Kreis- 

nmfanges  zum  Durchmesser  ist,  das  sich  bekanntlich  mit  Hilfe  der 
dem  Kreise  ein-  und  umgeschriebenen  *  Polygone  beliebig  genau  be- 
rechnen lässt.  Die  Argumente  trigonometrischer  Functionen  werden 
demnach  durch  unsere  reellen  Grössen  ausgedrückt. 

Beschränkt  man  die  Variable  x  auf  das  Intervall  von  0  bis  2it, 
theilt  dieses  in  vier  gleiche  Theile,  so  zeigen  die  Functionen  sinus  und 
Cosinus  von  x  f&r  rc-Werthe 

in  dem  Intervalle  (0,  y)  ^^^the  von    0  bis     1  bezw.  von     1  bis     0, 

\T' */        ^  "       1      w      0       r         tf      0    ;> — 1> 

und  es  ist 

sin  fic  +  y)  =  cos  ^f    cos  (a;  +  Y j  =  —  sin  Xj 

sin  ( —  x)  ««  sin  (2ä  —  x)  =  —  sin  a;, 

cos  ( —  x)  «=  cos  (2ä  —  a;)  =  cos  x, 

sin  {x  +  2nn)  =  sin  x,  cos  (x  +  2nn)  =  cos  rr, 


9f       »  n 


ff        tf  ?? 
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wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet;  femer  ist 

sin  (a?i  +  x^)  =  sin  x^^  cos  x^  +  cos  x^  sin  x^^ 
cos  (rCi  +  0?,)  — ■  cos  x^  cos  a;,  +  sin  x^  sin  a;, , 
cos  (a?i  +  a;,)  +  cos  (x^  —  iCj)  *="  2  cos  0?^  cos  x^   usw., 

Sin  fl?i  —  sin  rr,  =  2  sin    '       *  cos  -^~ — ^ , 

Sin    *       *  sin  -^-^ — ^, 

sin*  X  +  cos*  ic  =  1 . 
Denkt  man  in  der  Gleichung  y  —  sina;BsO    yals  unabhängige 
Variable,  so  ist  x  der  Bogen  (Arcus),  dessen  Sinus  y  ist.    x  heisst  die 
umgekehrte  oder  inverse  Function  von  y  oder  sin  x,  und  man  schreibt 

X  =  Are  sin  y . 

Da  sin  a?  nur  Werthe  von  —  1  bis  +  1  annimmt,  ist  Are  sin  y  nur  für 
die  in  dem  Intervalle  ( —  1,  +  1)  gelegenen  Werthe  von  y  definirt; 
doch  weil  sin  (a:  +  2  njr)  =  sin  ic  =  y  ist,  gibt  es  neben  einem  Werthe 
von  Are  sin  y,  nämlich  a;,  noch  unendlich  viele  andere  x'  '^  x  -f--2ng; 
und  so  haben  wir  auch  ein  Beispiel  einer  unendlich  vieldeutigen  Func- 
tion kennen  gelernt.  —  Die  ümkehrungsfunctionen  der  anderen  tri- 
gonometrischen Functionen  werden  später  vorkommen  (§  16,  5). 

Bevor  wir  die  Werthe  der  trigonometrischen  Functionen  tang  x, 

cotanga;,  sec  x,  coseca;  an  den  Stellen  0,  ^,  n,  -^9  ^^  ^^^'  *^" 
geben  können,  schicken  wir  eine  Reihe  von  BegrifiFen  und  Sätzen  voraus. 

§  11.  Obere  und  untere  Grenze  nnendlioh  vieler  reeller  Zahlengrössea. 

Es  sei  zunächst  eine  unendliche  Mei^e  von  positiven  reellen 
Zahlengrössen  x'  gegeben,  die  im  allgemeinen  keine  Fundamentalreihe 
zu  constituiren  brauchen.  Dann  gibt  es  eine  Grösse  G  nicht  kleiner 
als  jedwede  Grösse  x'  (ß  ^  a?')  und  so  beschaffen,  dass  jede  Grösse  G  —  S, 
die  kleiner  als  G  ist,  von  Werthen  x'  an  Grösse  Obertroffen  unrd 
(G>x'>G^d). 

G  heisst  die  obere  Grenze,  Ebenso  gibt  es  eine  untere  Grenee, 
d.  h.  eine  Grösse  g  von  der  Art,  dass  keine  Grösse  x'  kleiner  ist  als  g, 
aber  Werthe  x'  bestehen,  die  kleiner  sind  als  jede  Grösse  p  +  # 
(p  ^  a;'  <  ^  +  *)  •     (Weierstrass,  vergl.  Pincherle.) 

Beweis:  Wenn  alle  Grössen  x'  endlich  sind,  was  wir  zunächst 
voraussetzen,   so  kann  man  in  der  Reihe  der  rationalen  Grössen 

U,  — •  —  >  •  •  •  — « •  •  • 
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wo   n  >  1    seiy    ein  erstes  Glied  ^  finden,    das   grosser  ist  als  alle 

Grössen  x\  dann  gibt  es  Grössen  x',  die  ^  ^* ""     sind.  —  Ist  niemals 

X  >  ^""     aber  x  —  ^'  "^   ,  so  ist  ^*-^^^  die   obere   Grenze.    —    An- 
n  n     '  n 

dem&lls  sei  in  der  Reihe  von  Grössen: 

^  das  erste  Glied,  das  grösser  ist  als  alle  Grössen  x' ,    Es  ist  dann: 

"    n      ^  n" '    n  -^     n»    ' 

oder 

und  darum 

Definirt  man  weitergehend  in  gleicher  Weise  die  Grössen 

ft  fi  71 

f&r  die  die  üngleichnngen  gelten: 

— ?=r-  <  -^  ^  -?=i    (v  =-  3,  4,  •  •  •  f») 

»  n  —  n 

and  bildet  man  dann,  wenn  man  durch  einen  endlichen  Process  nicht 
zur  oberen  Grenze  gelangt, 

SO  ist  G  die  verlangte  obere  Grenze. 

Indem  wir  nämlich  in  dieser  Reihe  die  ersten  v  Glieder  yereinigen, 
lasst  sie  sich  auf  die  Form  bringen: 

Zufolge  der  Ungleichungen 

Wfix  —  f*K+i  <  n    («  -=»  1/,  V  +  1,  •  •  •) 


ist  aber 


Wftx  —  ft«+l    ^    1 
^x  +  1  <^x^ 


und  es  gibt  eine  positive  Grösse  -Ö*    (0  <  -Ö*  <  1)     derart,  dass 


w  **    1 JL 

n 

wird,  und  darum  ist  G  endlich. 
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Es  ist  andrerseits  keine  Grosse  x    grösser  als  Cr,   denn   im  ent- 
gegensetzten Falle  gäbe  es  eine  Grosse  £  derart,  dass  auch 

a?'  >  6?  +  6 

wäre,  weil  nämlich  die  üngleichnng  z'>G  aussagt^  dass  x'  Bestandtheile 
enthält,  die  in  G  nicht  vorkommen.  Die  Üngleichnng  x'  >  G  -{-  £ 
ist  aber  unmöglich,  denn  wenn  man  ein  v  so  wählt,  dass 


wird,  wäre 


»  1  — JL 


was  der  Bedeutung  von  ^y  widerspricht;  es  ist  also  x'  ^  G, 

Weil  femer  G  <.-^  ist,  und  v  so  gewählt  werden  kann,  dass 


n" 


G-^dK^'"' 


n* 


wird  (indem  man  nur  —  >  i  setzt),  gibt  es  in  dem  Intervalle  von  G 

bis  Cr  —  d  Grössen  x',  denn  zufolge  der  Definitionen  gibt  es  Grössen 

^' >    ^T^ .     G  ist  also  die  verlangte  obere  Grenze. 
n 

Sind  unter  den  Grössen  x'  solche,  die  grösser  sind  als  eine  be- 
liebig grosse  Grösse,  so  wird  die  obere  Grenze  +  oo. 

In  gleicher  Weise  beweist  man  die  Existenz  der  unteren  Grenze. 

Enthält  die  Grössenmenge  x'  positive  und  negative  Grössen,  so 
fragt  man  nach  der  oberen  Grenze  der  positiven  Elemente  und  nach 
der  oberen  Grenze  der  absoluten  Betrl^e  der  negativen  Elemente;  die 
letztere  ist  nach  Aenderung  des  Vorzeichens  die  untere  Grenze  der 
gegebenen  Grössen. 


§  12.    Ueber  die  obere  und  untere  Grenze  von  FunotionBwerthen« 

Es  sei  G  die  obere  Grenze  derjenigen  Werthe,  die  eine  eindeutige 
Function  y^=»f{x)  für  die  in  dem  Intervalle  von  a;  =  a  bis  a;  =  a  +A  (A>0) 
liegenden  Yariablenwerthe  annimmt;  dann  gibt  es  in  dem  Intervalle  eine 
Stelle  x[  {a<^x  <.a'\'  A),  derart^  dctss  die  obere  Grenze  der  FuncHons- 
tcerthe,  die  den  in  belid>ig  kleiner  Umgdmng  von  x  liegenden  x-  Werthen 
zugehöreny  auch  G  ist     (Die  obere  Grenze  der  Werthe  von  sin  o;  in 

dem  Intervalle  von  0  bis  Jt  ist  1,  und  -^  ist  die  Stelle,  in  deren  kleinster 

m 

Umgebung  sinx  nur  Werthe  hat,  deren  obere  Grenze  auch  1  ist.) 
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Zum  Beweise  snche  man  in  der  Reihe  der  rationalen  Grössen 

wo  n  >  1  sei,  zwei  Grossen  —  und  -^ ,   die  das  Intervall  von  a  bis 

(a  -f-  h)  einschliessen,  theile  das  neue  Intervall  in  l  gleiche  Theile,  dann 
gibt  es  in  jedem  f£Lr  die  y-Werthe  eine  obere  Grenze  und  mindestens 

in  einem  Intervalle  etwa  von  —  bis  ^i-   ist  diese  Grenze  gleich  G. 

Durch  die  weitere  Reihe 

^12  m 

II    —  -      —  -   •  ■  •  ^-^    •  •  • 
^1   ^t;     ^«,  ^i, 


ist  wieder   mindestens   ein  Intervall   etwa   von  ~  bis   ^  ,  -     zu  be- 
stimmen, in  dem  die  den  x-Werthen  zugeordneten  y-Werthe  die  obere 
Grenze  G  haben. 
Es  ist  aber 

?i  ^  ?•  +  *      Mf  ^  f?i_+i 

also 
und 
und 

d.  h.  das  neue  Intervall  liegt  ganz  in  dem  ersten. 

In  der  Bildung  neuer  Intervalle   gehe  man   in   der   angegebenen 
Art  weiter,  dass  wie  in  dem  angegebenen  Falle  i/  «=  2 

0  <  jiy  —  ^r— 1  w  <  n 

bleibt.    Erhält  man  niemals  einen  Werth  — ,  dem  die  obere  Grenze  G 

n" 

als  Functionswerth  zukommt,  so  definirt  der  Ausdruck 

f^+  V(?^«?!^)    oder    gL+   V^--"^^-i 

oder 


die  verlangte  Stelle  x. 

Wegen  der  früheren  Ungleichungen  ist  nämlich  erstens 
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ferner  aber 

ür  <  a;' ,- ?^  4- i- — !— 


und  wegen 


«   i  —  JL 
n 


für  —  Wfty— 1  ^  n  —  1 


Ist  femer  d  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse  und  ist  d  >  — ,  so 

n 

fällt  das  Intervall   von  ~  bis    ^        ,  in  dem  die  obere  Grenze  G  vor- 

kommt,  in  die  Umgebung  d  von  a?',  d.  h.  in  das  Intervall  von  (x  —  i) 
bis  (a;'  +  d).  Also  die  obere  Grenze  der  Fimctionswerthe,  die  den  der 
Umgebung  d  von  x'  angehörenden  Stellen  zugehören,  ist  noch  immer  G. 
In  gleicher  Art  ist  der  Satz  zu  beweisen:  Wenn  die  y-Werthe 
einer  Grösse  b  beliebig  nahe  kommen,  so  gibt  es  eine  Stelle  x'  derart, 
dass  die  den  Stellen  jeder  (wenn  auch  noch  so  kleinen)  Umgebung 
von  af  zugehörenden  y-Werthe  derselben  Grösse  b  beliebig  nahe  kommen. 

§  13.    Hftnfangsstelle  einer  unendlichen  Grössenmenge. 

Wir  schalten  hier  einen  Satz  ein,  der  dem  in  §  11  abgeleiteten 
Satze  sehr  verwandt  ist  und  den  wir  an  späterer  Stelle  brauchen  werden. 

Ist  eine  unendliche  Putüctmenge  d.  h.  sind  unendlich  viele  Grössen 
Xv  {v  <=  1,  2  •  •  •)  etwa  alle  positiv,  grösser  als  a  und  kleiner  als 
a  4"  ^  durch  ein  Gesetz  gegeben,  dann  gibt  es  mindestens  eine 
jyHäufungssteiW,  d.  h.  einen  Werth  x«=b  der  Beschaffenheit^  dass  in 
jeder  {noch  so  Meinen)  Umgebung  von  b  unendlich  viele  Stellen  der 
Menge    liegen.     Z.   B.    ist    x=^0    Häufungsstelle    der    Punktmenge 

1  (n-l,  2,  3,  ...). 

Zum  Beweise  theilen  wir  das  Intervall  von  a  bis  a  +  d  in  neue 
Bereiche,  so  dass  in  einem  neuen  Theilbereiche  unendlich  viele  der  ge- 
gebenen Grössen  liegen;  theilen  den  Theilbereich  wieder  usw.,  so  ge- 
langen wir  zu  einer  Stelle  der  besagten  Art. 

Bezeichnen 

«1,  «2,  •  •  •  «n,  •  •  • 

Grössen,  die  nur  die  Werthe  0  und  1  annehmen,  so  lassen  sich  un- 
endlich viele  der  Grössen  Xv  in  das  Intervall 

von  o  +  «,  Y  =  &i    bis    \  +  -^, 
ferner  in  das  Intervall 
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vonij  +  ^g^  — ftj     bis     h  +  ^y 
usw.  endlich  in  das  Intervall  von 

&II-1  +  «»  r^  —  6«    bis    *«  +  -;^ 
einschliessen.     Setzt  man  die  Grösse 

y  +  ;f  +  •  •  •  +^  =*  fl»> 

80  wird 

Wenn  &i«  noch  nicht  die  verlangte  Stelle  ist^  und  wir  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Operationen  nicht  zur  Häufongsstelle  gelangen,  so 
wird  —  behaupten  wir  — 

«  +  '^(-s  +  ^.  +  |l  +  ••  •)  -  a  +  rfi? 

die  gesuchte  Stelle  b. 

Diese  Grosse  ist  vor  Allem  endlich,  denn  r^  ist  nicht  grösser  als 

^,  ";■  =  Y 1  =  1  •    Ist  daim  8  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse 

und  n  so  gewählt,  dass 

ist,  so  wird  ri  an  die  Ungleichungen  gebunden  sein 

1 


oder 


Vn<n£nn  +  ^, 


12  —  *<1?«,  V  +  ^>.Vn  +  ^ 


Dann  aber  ist  das  Intervall  von  2>„   bis   K-^-  -^  vollständig  in  dem 

Intervalle  von  b — rf J  bis  6  +  ^ß  oder  von  a  +  (ij  —  tf)d  bis  a  +  (i?  +  ^)  ö! 
enthalten,  und  weil  dieses  mit  8  beliebig  klein  zu  machen  ist,  fallen 
wirklich  in  jede  Umgebung  von  b  unendlich  viele  Stellen  Xy  *). 

§  14.    Grenzwerthe  von  Fnnotionen  einer  reellen  Variablen. 

1.  Es  sei  eine  eindeutige  Function  y  «=:  f(x^  vorgelegt,  und  zwar 
seien  die  Werthe  von  f{x)  für  unendlich  viele  Werthe  des  Argu- 
noientes  x  zwischen  a  und  a  -{-  A   (A  >  0),  die  a  zur  unteren  Grenze 


*)  G.  Gantor:  Math.  Annalen,  Bd.  V  und  XY. 
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haben,  vorgeschriebeiL  Wir  legen  also  hier  die  Function  als  ein 
Aggregat  einzelner  Werthe  vor  und  wollen  nun  die  Frage  vcrbereiienj 
ob  und  wann  man  in  die  Beihe  von  Werthen  der  Function  einen  Zur 
sammenhang  bringen  kann,  so  dass  der  Werth  von  f(x)  an  einer 
Stelle  x'  in  dem  Intervalle  (a  <  a?'  <  a  +  Ä)  aus  den  Werthen  von 
f(x)  an  den  Stellen  der  Umgebungen  von  x'  hervorgeht ,  und  dass 
sich  der  Werth  von  f{x)  an  der  Stelle  x  "^  a  aus  den  Werthen  von 
f(x)  an  den  a  benachbarten  Stellen  des  Intervalles  von  a  bis  a  4-  £  (^>0) 
ergibt. 

Zur  Vorbereitung  dieser  Frage  dienen  zunächst  die  folgendes 
Definitionen.    (Weierstrass.) 

Wenn  nach  Annahme  einer  positiven  Grosse  d  eine  solche  posi- 
tive Grösse  €  angegeben  werden  kann,  dass  jedem  rc -Werthe  zwischen 
a  und  a  -{-  s  nur  Werthe  f{x)  entsprechen^  die  gegenüber  einer  end- 
lichen Grösse  b  die  Bedingung  erfüllen:  |  f(x)  —  6  |  <  J,  so  sagt  man: 
die  Function  f{x)  nähert  sich  der  endliehen  Grensse  b,  sobald  x  nach  a 
convergirt 

Man  drückt  dieses  Verhalten  durch  folgende  Schreibweise  aus: 
Indem  lim  o;  <»  a  -f-  0  ist,  d.  h.  indem  sich  x  dem  Werthe  a  abnehmend 
nähert,  ist 

lim  f{x)  «■  b        (wie  z.  B.  lim  sin  a;  «»  0). 

Der  GrenzwerOi  b,  dem  sich  f[x)  nähert^  braucht  nicht  der  WerOi 
eu  sein,  der  für  f{x)  an  der  Stelle  x  =  a  festgesetzt  ist  Bedeutet  z.  B. 
f(x)  bei  negativem  x  den  absoluten  Betrag  der  kleinsten  in  x  enthaltenen 
negativen  ganzen  Zahl,  so  wird  f(x)  von  0  bis  —  1  gleich  Null,  von 
—  1  an  bis  — 2  gleich  1  usw.,  und  der  Grenzwerth,  dem  sich  f(x) 
bei  der  Annäherung  von  0  nach  —  1  nähert,  ist  Null,  aber  /*( —  1) 
ist  gleich  Eins. 

Ist  jeder  Grösse  J  >  0  eine  Grösse  £  >  0  so  zuzuordnen,  dass 
für  die  zwischen  a  und  a  +  c  liegenden  a;-Werthe  |  f(x)  —  b\  <.  d 
ist,  so  wird 

\fix)-ax')\<2d,  («) 

wenn  x  und  x'  irgend  ein  in  dem  Intervalle  zwischen  a  und  a  -f~  ^ 
liegendes  Paar  von  Variablenwerthen  bedeutet,  denn  es  ist  auch: 
\f(x')-^b\<d. 

Die  in  der  Ungleichung  (a)  ausgesprochene  Forderung  muss  also 
nothwendig  erfüllt  sein,  damit  sich  f{x)  einem  endlichen  Grenz  werthe 
nähere,  sobald  x  abnehmend  nach  a  convergirt.  — 

Ist  a  die  obere  Grenze  von  a; -Werthen,  was  durch  lim  rc  ■=»  a  —  0 
angezeigt  wird,  und  kann  man  jeder  Grösse  tf  >  0  eine  Grösse  €  >  0 
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so  zuordnen^  dass  die  in  dem  Interralle  Yon  a  bis  a  —  h  (h^s)  vor- 
gelegte Function  y  =  f(x)  an  den  zwischen  a  und  a  —  £  liegenden 
Stellen  nur  Werthe  annimmt^  die  der  Ungleichung  genügen  { f(x) — b  \  <Cd, 
dann  nähert  sich  f{x)  der  Grenze  b,  sobald  x  toachsend  nach  a  canver- 
girt;  man  schreibt: 

lim  f{x)  ■«  b        (wie  z.  B.  lim  sin  a;  =  0). 

Xrsta  —  0  Xs=a  — 0 

Wenn  zu  jeder  positiven  beziehungsweise  jeder  negativen  Grösse  G 
eine  Grosse  £  >  0  so  zugeordnet  werden  kann^  dass  f{x)  an  jeder 
Stelle  zwischen  a  und  a  -^  s  grosser  beziehungsweise  kleiner  wird 
als  Gy  so  schreibt  man 

lim  f{x)  —  +  cx>,         lim  f{x)  «=  —  oo; 

und  wenn  f{x)  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  a  —  b  (€>  0)  grosser 
beziehungsweise  kleiner  wird  als  jede  vorgegebene  positive  beziehungs- 
weise negative  Grösse  G,  so  gilt 

lim  f{x)  =  4"  ^^>        li^  fip'Ö  =  —  ^^« 
So  ist  Z.  B. 

lim       '  ^  «■  4-  oo,  lim  ■=■  —  c», 

lim    -^ —  «=  —  oo,  lim      "^     ■«  +  c», 

xaa+0  ^       ••  «=30—0  •*'        "^ 

2.  Von  einer  veränderlichen  Grösse  0  sagt  man,  sie  könne  unend- 
lich klein  werden,  wenn  sie  Werthe  annehmen  kann,  die,  ohne  NhU  zu 
sein,  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  jede  noch  so  kleine 
Grösse. 

3.  Kann  man  jeder  Grösse  J  >  0  eine  Umgebung  £  von  x  ^^  a 

zuordnen ;  so  dass  eine  eindeutige  Function  y^^f(x)  an  jeder  Stelle 

dieser  Umgebung  von  a  nur  Werthe  hat,  för  die  |  f{x)  —  6  |  <  *  ist, 

80  wird  fix)  —  b  mit  (x  —  a)  wnendlich  klein,    und  f{x)  nähert  sich 

der  Grenze  b,  gleichgiltig  ob  x  von  a  —  £  oder  a  +  *  iiacli  «  <^ii" 

vergirt.     Dieses  Verhalten  von  f{x)   findet  seinen  Ausdruck   in  der 

Formel: 

lim  f(x)  «a  b        (z.  B.  lim  sin  a?  -=  0). 

«esa  «=sO 

Ebenso  sind  die  Formeln  zu  deuten: 

lim  f{x)  =  4"  ^;        ^™  f{^)  =  —  00, 


«ssa 


die  durch  die  Beispiele  erläutert  werden: 

lim  7-^  %-«  ■■  +  ^>o,         lim  , ^  =  —  c». 


I 
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Die  Function 

/C^)  -  ^-^  sin  (^) 

aber  zeigt  in  der  Umgebung  von  x^=a  ein  unbesUmwles  VerhaUen, 
weil  für  unendlich  klein  werdende  Werthe  von  (x  —  d)  die  Werthe 

von  sin  —^ —   bald  positiv   bald   negativ   sind  und  kein  bestimmter 

Werth  besteht,  der  Grenzwerth  der  Werthe  von  f(x)  in  der  Nahe 
von  a  wäre.  Je  mehr  sich  x  der  Stelle  a  nähert,  um  so  rascher 
folgen  die  Zeichenwechsel.  In  der  That,  setzen  wir  einmal  a;  >»  a  -f  ^7 
dann  x  ^^  a  -{'  s',  so  nimmt  der  sinus  in  dem  Intervalle  von  der 
Grösse  (s  —  «')  alle  Werthe  an,  wenn 

1-  2«  —  -7-    also     £  —  T-T-z —  ist- 

Doch  jetzt  ist 

und  mit  kleiner  werdendem  £  wird  das  Intervall,  in  dem  der  Zeichen- 
wechsel von  f(x)  stattfindet,  selbst  kleiner. 

4.    Setzt  man  in  den  früheren  Formeln   an  Stelle  von  a   +0O; 

so  bedeutet 

lim  f(x)  =  6,     lim  f(x)  ■=■  b, 

man  könne  jeder  Grösse  d  >  0  eine  positive  beziehungsweise  negative 
Grösse  G  derart  zuordnen,  dass  fCU  alle  o;- Werthe  grösser  beziehungs- 
weise kleiner  als  O  der  Betrag:  |  f(x)  —  6  |  <  *  wird. 


(z.B.  limJ;.-0     (m>0).) 


Nähert  sich  f{x)  bei  unendlich  anwachsendem  x  der  Grenze  \ 
so  kann  man  nach  Angabe  einer  Grösse  6  stets  eine  Grösse  Gr  so 
bestimmen,  dass  fQr  jedes  Paar  von  Werthen  a;  >  6r,  x'  >  O  auch 

I  m  -  /■(*')  i<  2* 

wird;  denn  wählt  man  G  erst  so,  dass  |  f{x)  —  6  j  <  J  ist  für  jedes 
a?  >  6r,  dann  gilt  für  einen  andern  a? -Werth  x'  >  6r,  dass  |  f{x)  —  &  |  <  '. 
Damit  ist  auch  hier  eine  nothwendige  Bedingung  für  das  Bestehen  eines 
endliclien  Grengwerthes  h  aasgesprochen,  wenn  x  nach  Unendlich  con- 
vergiri 

Die  der  Formel  lim  f{x)  ■«  b  entsprechende  Formel 

Mmf{x)  —  6, 
WO  00  kein  Zeichen   beigesetzt  ist,   lese  man  so:    Zu  jeder  Grosse 
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d  >  0  gehört  eine  positive  Grosse  G^  derart  dass  |  f{x)  —  6  |  <  J  wird^ 
wenn  \x\'>0  ist;   oder  zu  jeder  Grosse  d  >  0  gehört  eine  Grösse 

£  >  0,  derart  dass  |  f{x)  —  6  |  <  d  wird,  wenn 


5.  Für  die  Function  f{i£)  —  —  ist 


<6  ist. 


lim    ~  Bss  0,     lim    —  ««  0,    lim  —  ««  0. 

SR  ^  OS  SC 

«aa-f- 0»    •*'  ar=9—  OD    '^  «aaa»    "^ 

An  der  Stelle  a;  -»  0  hat  aber  die  Function  y  -»  f{x)  -»  —  keinen 

Sinn,  da  die  Division  durch  Null  ausgeschlossen  war,  doch  —  ist  für 

X  SB  0  NulL  Man  sagt  nun  von  einer  Function  f{x\  die  an  einer  Stelle 
X  ^^  a  darum  keinen  Sinn  hat,  weil  für  rr  <»  a  eine  Division  durch 
Null  zu  vollziehen  wäre,  sie  sei  für  x^^a  unendlich^  u?enn  ihr  red- 

prcScer  Werlh  ^r-r  für  ä  -=  a  NuU  ist,  und  schreibt  f(a)  -■  oo . 

Dieses  in  bestimmter  Form  und  Art  auftretende  unendlich  heisst 
—  nach  G.  Cantor  —  das  „Eigenfliche  Unendlidif'. 

Nach  der  Definition  dieses  unendlich  ist  lim  —  «» cx),  und  die 

Umgebung  r  von  oo  ist  durch  die  Gesammtheit  derjenigen  ^-Werthe 
zu  erklären,  ftbr  die    —    <r  ist,   d.  h.:    unter  den  Stellen,   für  die 

\x  —  OO  I  <  r  ist,  versteht  man  die  eben  genannten  Stellen.  Die 
Umgebung  r  von  oo  ist  also  auf  der  Zahlenlinie  durch  die  Gesammt- 
heit der  ausserhalb  des  Intervalles  von bis  -| befindlichen 

Stellen  zu  versinnlichen.  — 

6.  Bezeichnen  wir  (2n  -{-  1)  y  und  n^,  wo  n  eine  positive  oder 

negative  ganze  Zahl  bedeute,  mit  x^  beziehungsweise  mit  x^^  so  gelten 
nunmehr  die  Formeln: 


limtgo;       -=-)-oo. 

lim  tg  a?       =  —  oo , 

lim  tg  ic       «=00, 

lim  cotg  a?  «s  +  ^5o , 

lim  cotg  «  «»  —  oo , 

lim  cotg  a;  «=  oo. 

lim  Becx     —  +  ^^^ ; 

lim  sec  a?     =  —  oo , 

lim  sec  x     =  oo. 

lim  cosec  X'^  -^^  oo. 

lim  cosec  a;  «=  —  oo. 

lim  cosec  a;«a  oo; 

ner  gilt 

lim  a*  =3 

«sa OD 

00,0, 

je  nachdem  die  positive  Grosse  a^l  ist;  und  es  gilt: 

Biermann,  Blcmente  der  höheren  Mathematik.  6 
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lim  af^  =  -j-  oo,  0;    lim  o;»  «=  0,  +  cx>;    lina  y""*  «=  lim  af» ««  oo,  0,*) 

je  nachdem  m  ^  0  ist;  imd  ferner: 

lim  logft  ic  «=  —  oo ,    lim  log*  rc  =-  +  ^^  5 

doch 

lim  sin  x ,    lim  sin  x 

XSB-)-aO  «aas  —  « 

sind  mibestimmt. 

7«  Nach  den  bisherigen  Definitionen  stellen  wir  zur  Untersudwmgy 
oh  sich  eine  Function  f(x)  einem  bestimmten  und  welchem  Grengwer&e 
sie  sich  nähert^  wenn  x  fallend  oder  steigend  d.  k  abnehmend  oder 
wachsend  nach  a  oder  nach  +  <x>  convergirt,  noch  eine  Beihe  von 
Sätzen  auf;  doch  werden  wir  nicht  alle  Möglichkeiten  erschöpfen. 

a)  Ist  f(ps)  f&r  alle  zwischen  a  und  a  -^-h  (A  >  0)  liegenden  x- 
Werthe  so  beschaffen^  dass  f(x)  —  6  >  c  und  c  >  0  ist,  so  wird  —  so- 
fern lim  f(x)  besteht  —  offenbar 

lim  f(x)  >  b ; 

und  ist  bekannt,  dass  für  die  genannten  rr-Werthe  f{x)  >  b  ist,  so  wird 

lim  f(x)  ^  b . 

ß)  Sind  an  allen  SteUen  zwischen  a  und  a  -l"  ^  die  Werthe  zweier 
Functionen  f(x)  und  g(x)  in  der  Beziehung: 

f(x)  —  g(x)>c>0    oder    f{x)-g{x)>0, 

so  wird  —  sofern  \imf(x)  und  limg(x)  bestehen  — 

lim  f{x)  >  lim  g(x)    beziehungsweise     lim  f(x)  ^  lim  g(x) . 

y)  Besteht  an  allen  SteUen  zwischen  a  und  a  '\'  h  für  die  Werthe 
dreier  Functionen  f{x),  q>(x),  i>{x)  die  Beziehung 

(p{x)<f{x)<il>{x) 

und  bestehen  die  Grenzwerthe: 

lim  q>{x)  «==  6,    lim  i>{x)  —  6, 

SO  gilt  auch 

\imf{x)  «=  6, 

denn  zu  jeder  positiven  Grosse  8  lässt  sich  ein  Intervall  von  a  bis 
a  +  £  finden,  wo 

9(a;)-6|<*,    |*(a;)  — 6|<* 


*}  In  der  letzten  Formel  steht  unter  dem  Symbol  lim  das  Eigentliche  un- 
endlich in  Verwendung. 
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und  somit  i  /•/  \       x  i  ^  * 

\f{x)  —  h\<8 

ist. 

d)    Weiss  man,  dass  eine  eindeutige  Function  f(x)  nicht  abnimmt 

oder  nidä  Bunimmt,  wenn  x  nach  a  convergirt,  so  besteht  \imf{x)   und 

0war  als  obere  beziehungsweise  untere  Grenee  der  Werfhe  von  f{x). 

Wenn  z.  B.  f(x)  nicht  abnimmt,  aber  die  Werthe  von  f{x)  kleiner 
bleiben  als  eine  endliche  positive  Grosse  G,  so  gibt  es  fGLr  diese  Werthe 
eine  obere  Grenze  b  y  und  man  kann  jeder  Grösse  d  >  0  Yariablen- 
werthe  x'  zuordnen,  fQr  die 

b>^f{x)>b  —  8 

ist;  doch  weü  för  die  zwischen  a  und  x  liegenden  a?- Werthe  f{x)'>\f{x) 
ist,  wird  fiir  eben  diese  Werthe 

0  <  6  —  f(x)  <  8    oder    lim  f{x)  —  b . 

Tritt  an  Stelle  der  endlichen  Grösse  b  -{'  oo,  so  findet  man 

lim  f(x)  =  -)-  oo . 

b)  Wenn  sich  nach  Angabe  einer  Grösse  8>0  eine  positive  Grösse  s 
so  bestimmen  lässt,  dass  für  jedes  zwischen  a  und  a  -{-  s  liegende  Werthe- 
paar  x  und  x  \  f{x)  —  f{x)  \  <  8  wird^  so  nähert  sich  f(x)  einer  endr 
liehen  Grrenee,  sobald  x  fallend  nach  a  convergirt. 

Wahlen  wir  für  8  verschiedene  Werthe  8^  (v  =  1,  2,  •  •  •)  und 
heissen  die  entsprechenden  Werthe  von  £:  e^^  s^  >  -  -,  so  wird  für  jeden 
rc-Werth  zwischen  a  und  a  +  «y  und  für  a?'  =  a  +  */  <  ^  +  *»• 

\f(x)-f{a  +  B;)\<8,,EAaof(a  +  e;)  —  8,<f{x)<f(a  +  a;)  +  8,', 

d.  h.  für  einen  ic-Werth,  kleiner  als  jede  der  Grössen  a  +  «y,  ist  f(x) 
grösser  als  jeder  Werth  f{a  +  «/)  —  8^  und  kleiner  als  jeder  der 
Werthe  f(a  +  «/)  +  *v*  Gibt  man  8  Werthe  8^,  8^,  •  •  •  von  der 
Art,   dass  8v>8v^i  und  lim  J,  »s  0  ist,   so  convergiren  die  Grössen 

I  f{a  +  6y)  —  8^  und  die  Grössen  f(a  +  «/)  +  *»  (v  ■=  1,  2,  3,  •  •  •) 
nach  einer  imd  derselben   endlichen  Grenze,  denn  es  ist  lim  dy  *»  0, 

und  es  wird  |  f(x')  —  /"(^'O  I  kleiner  als  jede  vorgegebene  Grösse. 
Nach  dem  Satze  unter  y)  convergirt  auch  f{x)  nach  dieser  Grenze, 
und  so  erscheint  die  f&r  das  Bestehen  eines  Grenzwerthes  nothwen- 
dige  Bedingung  (s.  Nr.  1)  hier  auch  hinreichend. 

Wenn  andrerseits  nach  Annahme  von  J  >  0  eine  Grösse  G>  0 
so  zu  bestimmen  ist,  dass  für  jedes  Werthepaar  x>G,  x' >  G 
\  f(x)  —  f(x)  I  <  8  vrird,  so  nähert  sich  f(x)  mit  unendlich  anwachsen- 
dem X  einer  endlichen  Grenze. 
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5)  Ist  e  —  F{ff)  eine  Function,  far  die  lim  F(jf)  besteht,  und  ist 
femer  y  =  f{x\  aber  lim  f{x)  «=  6,  so  gilt  die  Formel 

lim  -F(y)  =  lim  F{m). 

17)  Gesetzt  es  werde 

lim  f{x)  =  6    oder    lim  f{x)  =  +  00 

und  G  bedeute  eine  endliche  Constante,  so  wird  auch 

lim(Aa:)  +  C)  =  6  +  C    oder    lim  {f{z)  +  C)  =  ±<x>, 

lim  {Cf{x))'^C'b  oder    lim  (Cfix))  =  ±  00       ((7>0). 

d')  Nähert  sich  f(x)  der  Grenze  Null,  sobald  x  abnehmend  nach 
a  conyergirt,  und  findet  diese  Annäherung  ohne  fortlaufenden  Zeichen- 
wechsel statt  (den  z.  B.  die  Function  f(x)  — •  («  —  a)  sin  (  __^j 
aufweist),  kann  man  also  schreiben: 

lim  f(x)  =  +  0     oder    lim  f(x)  =  —  0, 

SO   wird    lim     (77-r)  unendlich;    wird  lim  f(x)  unendlich,  so  gilt 

lim     (77-r)  =  0. 

l)  Mit  den  Formeln  lim  f{x)  =  6  und  lim  g(x)  =^c  ist  gleich- 
zeitig 

lim  (/"(fl?)  +  5^(5?))  =  lim  f(x)  +  lim  jf  (a?)  =  64:^» 

lim  (fix)  •  ^(ic))  =  lim  f(x)  •  lim  ^^(a?)  «=  6  •  c, 
lim  M  _  ^^°^  /"C^)  „  A        f  c  >  OV 

^(ä)        lim^(a;)         c  v    ^^    /) 

doch   beziehen   sich  die  Symbole   lim  in  der  einzelnen  Formel  stets 
auf  denselben  Grenzübergang. 

Ist 

Bifdx),  f2{x),  . . .  Ux)) 

eine    rationale  Function  der  Functionen  /*v  (f  =  1,  2,  •  •  •  n)  und  ist 
bei  demselben  Grenzübergange 

lim  /V(x)  — =  6v        (1/  =  1,  2  •  •  •  n), 
so  wird  auch 

lim  B(A,  ^2,  •  •  •  /n)  -  iJ(6i,  6s,  •  •  •  6«); 
wenn  nur   der  Nenner  der  Function   R  für  f^  ^^bv  (v  =  1,  2  •  •  •  n) 
nicht  verschwindet. 

Wenn  in  der  früheren  Formel  für  lim  (fix)  +  g(x))  einer  der 
Grenzwerthe  unendlich  wird,  oder  beide  unendlich  und  zwar  beide 
+  00  oder  beide  —  00  werden,  so  wird  auch  der  Grenzwerth  der  Summe 
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/(^)  +  9{^)  unendlich;  wird  lim  f(x)  unendlich  und  |  lim^(a?)  |  >  0  oder 
umgekehrt,  so  wird  auch  lim  (f(x)  •  g{x))  unendlich. 

Ist  limf{x)  endlich,  ]img(x)  unendlich,  so  wird  lim  -—^  —  0;    ist 

g{x) 

aber  lim  f(x)  endlich  und  limg(x)  —  +  0  oder  —  0,  so  wird  lim  —^ 
unendlich. 

x)  Falls  lim  f(x)  und  lim  g  (x)  bei  demselben  Grenzübergänge 
(etwa  lim  o;  =-  a  +  0)  +  c»  beziehungsweise  —  oo  werden,  lässt  sich 
über  den  Grenz werth  von  (f{x)  +  g{x))  ohne  weitere  Untersuchung 
nichts  aussagen,  denn  es  lässt  sich  ja  nicht  behaupten,  dass  für  x- 
Werthe  x  und  x'  zwischen  a  und  a  4~  ^ 

I  (fix)  +  gix))  -  (f((xf)  +  g{x))  \ 

unter   dieser   oder  jener   endlichen   Grosse  d  yerbleibt.      Darum   ist 
lim  (fix)  -f-  gix))  hier  f&rs  erste  als  unbestimmt  zu  bezeichnen. 

Setzt  man  z.  B.  f(x)  —  yi  +  a?  und  g(x)  -=  Yx,  so  wird 
lim  (VTT^  -  y^  —  lim  l/r+^  —  limyj=  (+  oo)  —  (+  oo). 
Doch  weü 

yr+x—Yx—  ^ — - 


Vi  +  x  +  yx 

ist,  folgt 

lim  (ViTM  -  V^  -  lim    -^__-0. 

^ticfc  lim  (fix)  •  ^(rc))  is^  zunächst  als  unbestimmt  ßu  hezetcknen^  wenn 
einer  der  Qrenjswerthe  von  f(x)  und  g(x)  NuU,  der  andere  unendlich  wird; 

fix) 

und  ebenso  lim  ^j^,  wenn  die  Qrenzwerthe  von  f{x)  und  g(x)  beide  Null 

oder  beide  unenSidi  werden. 

Doch  wenn  bei  einer  Substitution  x  »»  a  in  eine  Function  oder 
wenn  bei  einem  Grenzübergange  lim  o;  =>  a  eine  der  genannten  vier 

unbestimmten  Formen 

A  0     oo 

oo  —  oo.     0  •  oo.     — .  — 

'     ^        '     0  '  oo 

auftritt,   so  hat  man  jedesmal  nachzusehen,    ob  die  Unbestimmtheit 

nicht  bloss  scheinbar  ist,   wie  in  dem  früheren  oder  dem  folgenden 

wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeute,  so  dass  also 

F(x)  =  a;*"^  +  a?*-*  a -\ [-  a»-* 

ist.    Hier  wird  nämlich 

lim  F(x)  =-  lim  (x"""^  +  a;"""*  a  +  •  *  •  +  ö*""^)  ■=•  wa*""^ 
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Setzt  man  für  o;     (1  -|-  ^)  ^^d  für  a  EinS;  so  wird 

Wenngleicli  der  Werth  dieser  Function  für  ^  =  0  in  der  Form 
-^  auftritt^  ist  doch  lim  Fi^e)  bestimmt  und  zwar: 


s»0 

«=0 


§  15.     Stetdge  Functionen  einer  Vairiablen. 

1.  Ist  y  -»  f(x)  eine  eindeutige  Function,  deren  Werthe  an  allen 
Stellen  eines  Interralles  von  a  —  Ä  bis  a  +  Ä  (Ä  >  0)  irgendwie  vor- 
gegeben seien,  so  nennt  man  diese  Function  ,/zn  äer  SteU^  a  stetig^ 
wenn  jeder  Grösse  ^  >  0  eine  solche  JJmgdnmg  ra  von  a  eußuordnen  isi, 
dass  an  allen  Stellen  derseOfen,  d.  h.  ftir  jeden  Werth  von  x,  der  die  Be- 
dingung erfüllt:  |  x  —  a  |  <  r«,  der  Betrag 

\m-m\<9 

mrd]  und  man  nennt  f{x)  y,in  dem  Intervalle^*  von  c  ^^  a  —  h  bis 
(2  sBs  a  4"  ^  einschliesslich  der  SteUen  c  und  d,  wo  die  Werthe  der 
Function  f(x)  auch  vorgegeben  seien,  stetig,  toenn  man  nach  Wahl  äner 
hdiebigen  Grösse  8>0  jeder  Stelle  x'  in  dem  Intervalle  von  c  bis  df 
dieselbe  Umgebung  r  euordnen  Jcatm,  so  dass 

I  f(x)  —  f(pif)  I  <  9  tvirdy  so  lange  \x  —  x'  \<r  ist, 
und  dass  an  den  Stellen  c  und  d  beziehungsweise 

I  f(x)  —  f(c)  I  <  d  wird,  so  lange  x  —  c<.r  ist,  und 
I  f(pÖ  ""  f(j^  I  <  '  wird,  sofern  d  —  x<r  ist. 
Eine  Ftmction  f(x),  die  an  jeder  Stelle  eines  Intervdües  von  c  bis  d 
(einschliesslich  der  Grenzen  c  und  d)  stetig  ist,  ist  auch  „in  dem  Inter- 
vall* stetig*). 

In  der  That,  man  kann  zunächst  jeder  Stelle  x  (c^sif  <d)  eine 
von  Null  verschiedene  Umgebung  so  zuordnen,  dass  für  die  Stellen 
dieser  Umgebung 

/•(^)  - /-(^o  i<  I 


*)  Man  sagt  wohl  auch,  eine  Function  sei  „in  dem  Intervalle**  (cd)  ein- 
Bchliesslich  der  Grenzen  stetig,  wenn  sie  an  jeder  Stelle  des  Intervailes  stetig  ist, 
wobei  die  Stetigkeit  an  den  Grenzstellen  nur  einseitig,  d.  h.  für  o; -Werthe  grösser 
als  c  resp.  für  o; -Werthe  kleiner  als  d  zu  bestehen  braucht  —  Eine  nach  unserer 
Definition  „in  dem  Intervalle**  stetige  Function  heisst  dann  eine  in  dem  Intervalle 
gleichm&ssig  stetige  Function;  und  man  zeigt,  dass  eine  in  dem  Intervalle  stetige 
Function  in  diesem  Intervalle  immer  gleichm&ssig  stetig  ist 
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wird,  wo  8  wieder  eine  beliebig  kleine,  willkürlich  gewählte  Grösse 
ist.     Bestimmt  man  nun  von  c  ab  ein  Intervall  (c^  c  -^  ro\  wo 

ist,  und  setzt  ^  -f"  ^o  "^  ^i^  ^^  S^^^  ^^  ^^®  Umgebung  r^  von  c^^  wo 

\m-no\<i 

wird  Setzen  wir  hierauf  e,  +  r,- c,,  ordnen  c,  eine  Umgebung  r, 
gleicher  Art  zu  und  fahren  in  dem  angezeigten  Processe  fort,  bis  wir 
die  Stelle  d  erreichen  oder  in  ein  Intervall  einschliessen  —  was  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  m&glich  sein  muss,  weil  andern- 
falls die  Voraussetzungen  verletzt  werden  würden,  —  und  nennen  wir 
den  kleinsten  der  Werthe  r,  (v  —  0,  1,  2  •  •  •)  r,  dann  ist  in  der  Um- 
gebung r  von  x' 

\f(x)-nx')\<d. 

Theüen  wir  nämlich  das  Intervall  (c,  et)  in  neue  Intervalle  (c,  c/), 
(^i';  O  ^^"^^  ^^^  ^^^  Grosse  r,  so  liegen  zwei  Stellen  x  und  x\  die  um 
weniger  als  um  r  von  einander  entfernt  sind,  entweder  in  einem  Inter- 
valle (Cy— 1,  Cr')  oder  in  zwei  benachbarten  (Cr— i,  Cy)  und  (c^,  Cy+i), 
doch  dann  ist  entweder 

oder  '  ^^^'^  ~  ^^''-^^  i  <  4,  i  /"(aO  -  n<i-i)  I  <  T 

I f(x) - /-(iv-o i< l,  i nc;.^) - f(c'r) I < |,  I fix') -ac:)\<^, 

und  in  beiden  Fällen  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

2.  Aus  der  Definition  der  Stetigkeit  einer  Function  f(x)  an  einer 
Stelle  a  geht  hervor,  dass  irgend  zwei  Werthe  von  f{x\  deren  Argu- 
mente x^  und  x^  zwischen  a  —  r«,  und  a  +  r«  liegen,  um  weniger  als 
2d  verschieden  sind;  d.  h.  die  Function  kann  an  der  Stelle  a  keine 
sprungweise  Aenderung  erfahren,  und  der  Werih  von  f(x)  an  der 
SteUe  a  ist  der  GreMtcerth,  dem  sich  f(x)  nähert^  wenn  x  nach  a  convergirt, 

f{a)  =  lim  f(x) . 

Demnach  kann  man  auch  sagen:  Wenn  man  x  irgend  eine  Beüie 
von  Werthen  (ai,  Os;  *  *  *)  durchlaufen  lässt,  die  eine  Ftmdamentälreihe 
canstituiren,  0u  der  die  Grösse  a  gehört,  so  werden  die  Werthe  einer  an  der 
SteiUe  a  stetigen  Function  f(x): 

f(<^i)>  fi<h)r"f(<^)7'" 
eine  Fundamenldhreihe  hüden^  die  f(a)  definirt. 

Aber  umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass  f(x)  eine  an  der  Stelle  x  =  a 
stetige  Function  istj  wenn  jeder  die  Grösse  a  definirenden  Fundamental- 
reihe  (oj,  o^,  *  -  -)  eine  Beihe  von  Functionswerthen  fip^),  f{a^y  -"  zu- 
gehört, die  seUbst  eine  Fundamentalreihe  bilden  und  f(a)  definiren. 
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Wir  zeigen;  dass  die  hier  gestellte  Forderung:  es  bilden  die  Grossen 

f(a;)-f(a)    (»-1,2,-..) 

eine  Elementarreihe^  —  was  fär  eine  die  Grösse  a  definirende  Fnn- 
damentalreihe  (a^^  <hf''')  ™^^  BMch  nelimen  mag,  —  in  Widersprach 
steht  mit  der  Annahme,  f{x)  sei  an  der  Stelle  a  nicht  stetig.  Wenn  nämlich 
f(x)  an  der  Stelle  a  nicht  stetig  ist,  so  kann  man  nach  Angabe  einer 
Grösse  d  >  0  in  der  Umgebung  r«  Stellen  o^i  <»  a  -f-  Si  finden,  fQr  die 

l/'(«x)-/'(«)l>*. 

r 
Femer  gibt  es  auch  in  der  Umgebung  ~  Stellen  x^^^  a  ^  l^y  Ült  die 

r 
I  f(x^)  —  f(a)  I  >  d,  usw.,  in  der  Umgebung  -^  von  a  Stellen  Xp'^a-{'  1», 

für  die  |  fix^)  —  f(a)  |  >  *  ist.    Die  Grossen 

und  umsomehr  die  Grössen  (xty  x%,  -  -•  x^^-  -  -)  bilden  Fundamental- 
reihen, die  a  definiren,  ohne  dass  die  zugehörenden  FunctionswerÜie 
f(Xv)  gegenüber /'(a)  in  der  Beziehung  stehen  \f(xv)  —  /*(«)  |  < ', 
was  gegen  die  Voraussetzung  yerstösst. 

Folglich  ist  f(x)  an  der  Stelle  x  «»  a  stetig;  und  wir  haben  er* 
sehen,  dass  in  der  Stetigkeit  einer  Function  an  einer  Stelle  x==^a  die 
noffiwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  enthalten  ist,  dass  die 
JEuncHon  bei  dem  Grenmbergange  nach  a  (lim  a?  =»  a  +  0)  den  Grem- 
werth  der  Werthe  annimmt^  die  die  Function  in  der  Nahe  von  a  besitet. 

Ist  f(x)  an  der  Stelle  x  ^^  a  stetig,  so  bedarf  es  keiner  Auseinander- 
setzungen mehr,  dass  man  nach  Angabe  einer  Grösse  J>  0  eine  Um- 
gebung r«  Yon  a  finden  kann,  so  dass  für  jedes  Werthepaar  Xj  x'  aus 

dieser  Umgebung 

\f(x)-f(x')\<d 

wird,  und  der  Zusammenhang  der  in  diesem  Paragraphen  yorgebrachten 
Erwägungen  mit  denen  des  yorigen  §  ist  ganz  deutlich;  dort  war  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  fCLr  die  Existenz  eines  Grenz- 
werthes  abgeleitet,  und  hier  ist  nicht  blos  gezeigt,  dass  die  sogenannten 
stetigen  Functionen  diese  Bedingung  erfCLllen,  sondern  die  Bedingung 
ist  auch  näher  erläutert,  und  die  zu  Beginn  des  vorigen  §  gestellte 
Frage  ist  erledigt. 

8.  Wenn  die  Function  y  =  f{x)  an  der  Stelle  X'^a  stetig  und 
yon  Null  y  er  schieden  ist,  bewahrt  sie  in  angdibarer  Nahe  von  a  das 
Zeichen.  Man  kann  ja  eine  Umgebung  von  a  bestimmen,  wo  f{x) 
nur  solche  Werthe  f(a)  +  J  annimmt,  dass  |  ^i  |  <  |  f(a)  \  ist,  und 
dort  hat  f(a)  +  jJ  das  Zeichen  yon  f(a). 
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4.  Einie  in  dem  InkrvaXU  von  a  hish^^a^  d  {d>0)  und  an 
den  GrenMsteOen  a  und  b  stetige  Function  f(x)  erreicht  für  einen  he- 
stimmten  Werth  x«^  X  des  IntervaUes  {<^^X^b)  ihre  obere  Grenze O. 
(Weierstrass.) 

Zum  Beweise  theilen   wir  das  Intervall   in  zwei  gleiche  Theile. 

Entweder  wird  die  obere  Grenze  in  a,  a  +  y   ^^®^    a  +  rf   erreicht^ 

oder  die  Functionswerthe  kommen  mindestens  in  einem  der  zwei 
Intervalle  der  oberen  Grenze  G  beliebig  nahe.  Bezeichnet  man  die 
Endpunkte  des  IntervaUes ,  in  dem  die  Werthe  von  f{x)  G  beliebig 
nahe  kommen ^  mit  a^  mid  b^,  und  halbirt  man  dieses  Intervall,  so 
kommen  die  Functionswerthe  mindestens  in  einer  Hälfte  mit  den  End- 
punkten a,  und  b^  G  beliebig  nahe,  wenn  nicht  G  in  einem  der  End- 
punkte erreicht  wird.  Im  letzteren  FaUe  wäre  die  Existenz  einer 
Stelle  X  bewiesen,  doch  im  ersten  Falle  müssen  wir  die  Theilung 
fortsetzen  und  zu  immer  kleineren  IntervaUen   (oy,   &,)   fortschreiten, 

fOr    die  6»  —  o^  *»  --  ist 

Durch  die  Reihe  von  Stellen  (o^,  o^,  o^,  •  -  •)  und  durch  die  Reihe 
von  Stellen  (&|,  („  ft,,  •  •  •)  wird  eine  Stelle  X  definirt,  in  deren 
kleinster  ümgebxmg  Intervalle  (a,,  &,)  {v^n)  liegen,  und  an  dieser 
ist  f(X)  =»  G .  Wäre  nämlich  f(X)  um  die  endliche  Grösse  G  von  G 
verschieden:  f{X)  —  ff  —  C,  so  könnte  f{x)  an  der  Stelle  X  nicht 
stetig  sein.  In  der  That,  weü  f(pc)  an  der  Stelle  X  stetig  ist,  kann 
man  jeder  GrSsae  d  >  0  eine  ümgebxmg  r  von  X  zuordnen,  so  dass 
fftr  alle  Stellen  derselben 

\f(x)-nx)\<d 

wird;  doch  in  das  Intervall  von  X  —  r  bis  X-^-r  fällt  auch  ein 
Intervall  (o,,  b^y  wo  f{x)  von  G  beliebig  wenig  verschieden  ist,  etwa 
f{x)  —  ff  —  By  und  nun  müsste 

\f{x)-f{X)\  =  \G^B-{G-C)\~\C-B\<8 

sein,  wenn  f{X)  ^::^G--C  wäre;  doch  diese  Ungleichung  kann  nur  be- 
stehen, wenn  C'^O  ist^  weil  8  und  £  beliebig  klein  sind.    Es  ist  somit 

Ebenso  gibt  es  eine  Stelle  X'  in  dem  Intervalle,  an  der  f(X') 
die  untere  GreMC  erreicht. 

Indem  man  die  obere  und  untere  Grenze  einer  Function  dann, 
wenn  die  Function  diese  Grenzwerthe  erreicht,  Maximälr  und  Minimal- 
werth  der  Function  nennt,  ist  bewiesen,  dass  die  stetigen  Functionen 
einen  Maximal-  und  einen  Minimalwerth  haben. 
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Besitzt  eine  Function  f{x)  an  den  Stellen  x^  und  ic^  eines  Inier- 
vallesy  in  dem  sie  stetig  ist^  die  Werthe  f{x^  und  f{x^j  so  nimnU  f(x) 
für  die  zwischen  x^  und  x^  befindlichen  Yariablenwerthe  auch  jeden 
zwischen  f(x^)  und  /'(x«)  Hegenden  Werth  an.  (Der  Beweis  ist  dem 
früheren  sehr  ähnlich.)  Wenn  man  darnach  von  einer  innerhalb  eines 
Interyalles  (a,  b)  stetigen  Function  f(x)  weiss^  dass  sie  an  zwei  Stellen 
Xi  und  X2  desselben  Werthe  von  verschiedenem  Vorzeichen  annimmt, 
so  ist  sicher,  dass  sie  mindestens  an  einer  zwischen  x^  und  x^  liegen- 
den Stelle  den  Werth  Ntdl  annimmt,  — 

5.  Nach  diesen  Sätzen  fähren  wir  noch  eine  Definition  ein:  Man 
sagt,  eine  stetige  Function  f(x)  besitzt  an  einer  Stelle  a  ein  Maximum 
oder  Minimum,  wenn  ihr  Werth  für  x  '^  a  grosser  oder  kleiner  ist 
als  alle  Werthe,  die  f(x)  in  einer  angebbaren  (hinreichend  kleinen) 
Umgebung  von  a  besitzt;  wenn  somit  in  einer  Umgebung  Yon  a : 
fix)  —  f{a)  durchaus  kleiner  ist  als  Null  oder  durchaus  grosser  ist 
als  Null. 

Unter  den  Stellen  a,  an  denen  f{x)  ein  Maximum  annimmt,  ist 
diejenige  Stelle,  wo  die  Function  die  obere  Grenze  erreicht,  das  ist 
das  maximum  maximorum,  schon  früher  genannt  worden;  und  ebenso 
die  Stelle,  wo  die  Function  das  minimum  minimorum  erreicht.  —  Zwei 
beliebige  Maxima  sind  nothwendig  mindestens  durch  ein  Minimum 
getrennt,  und  .  zwei  Minima  mindestens  durch  ein  Maximum.  Von 
einem  Maximum  zum  nächstbenachbarten  Minimum  nimmt  der  Fnnc- 
tionswerth  ab;  von  einem  Minimum  zum  benachbarten  Maximum 
nimmt  der  Functionswerth  zu'^). 

6.  Beispiele  stetiger  Functionen. 

Die  Function  0^  ist  an  jeder  endlichen  Stelle  x^  stetig.  Ist  etwa 
die  positive  Grösse  a  «»  1  +  a    und    a  >  0  und  rc  -«s  a;^  +  S>  so  gilt 

I  a'o+^  —  a'o  I  =  I  o*«  I  •  I  (1  +  a)^—  1  I , 

und  diese  Grösse  wird  kleiner  als  die  vorgegebene  Grösse  |  a*»  1  tf  ■=  £, 
wenn   {  $  |   genügend  klein  wird.     In  der  That,  wählt  man  f&r  |  eine 

positive   Grösse    kleiner   als   diejenige   rationale   Grösse  — ,    f£b:    die 

1  +  -^^  1  +  *  und  umsomehr  (1  +  c) "> <  1  +  d  ist  (siehe § 5, Nr. 2), 
so  wird  auch  a^  <  1  +  ^,  und  der  Beweis  für  die  Formeln  lim  a^  =  1, 

*)  Auf  die  sogenannten  stationären  Intervalle  stetiger  Functionen  ist  hier 
nicht  Bücksicht  genommen.  Gleich  hier  sei  auch  gesagt,  dass  wir  auf  die  Unter- 
scheidungen der  Stetigkeit  einer  Fanction  „in  anmittelbarer  N&he**  und  „bis  in 
unmittelbare  Nähe*'  nicht  eingehen  können. 
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lim  c^  ^c^^  ist  erbracht.     Ebenso  ist  lim  cf  -=  lim  — ^^  «=  1  mid 

lim   o*  -="  0^;  somit  ist  o*  an  jeder  endlichen  Stelle  a?o,   wo  a*  be- 

kanntlich  endlich  ist»  stetig.    Für  lim  ri;  «»  +  oo  wird  im  Falle  a  >  1 
lim  a»  -a  -|-  oo,  lim    o^  ■>■  0 .  — 

Es  ist 
log^o?  —  log^Äo  —  logft  (S  +  Äo)  —  logftCa^b)  —  log*  (l  +  ^) , 

mid  hier  kann  man  bei  positivem  a:^    |  so  beschränken,  dass 

I  log6a?  —  logftXo  I  <  * 
wird,  indem  man  bei  positivem  6    S  <  a?^  (6'  —  1)  und  bei  negativem  | 

5  >  ^0  ("d  ■"  •'• )   "^^^^It;  ^^»^♦w  ist  logftO?  aw  jafer  endlichen  Stelle  des 

positiven  Theiles  der  Zahlenlinie  stetig^  aber  lim  log^o?  wird,  wie  wir  schon 

sahen,     —  oo . 

Da  lim  sin  a;  »»  0,    lim  cos  x  '^  1  ist,  folgt  aus  den  Formeln 

cos  X  —  cos  Xq  «=  cos  (Xq  +  1)  —  cos  Xq  -»  (cos  I  —  1)  cos  oTq  —  sin  a;^  sin  6 , 
sino?  —  sina^o  <»  ^^  (^o  +  5)  —  sinar^  «—  (cos  |  —  1)  sina;^  +  cosoJq  sin  5, 
dass  auch  cos  x  und  sin  o?  an  jeder  endlichen  Stelle  Xq  stetig  sind. 

7.  Stellen,  an  denen  eine   Function  der  Bedingung  der   Stetigkeit 
nicht  genügt,  nennt  man  Unstetigheitstellen  oder  singulare  Stellen. — 

f{x)  ist  also   an  der  Stelle  a  unstetig,   wenn  lim  f{x)  unendlich 

wird  (vergl  §  14)  oder  wenn  auch  nur  lim  f(jx)  oder  lim  f(x)  un- 

endlich   wird.     Wenn   einer   der    zwei    letzten   Grenzwerthe    endlich, 

der  andere  aber  unendlich  wird,  so  sagt  man:  f(x)  ist  auf  einer  Seite 

der  Stelle  a  stetig. 

Eine  Stelie  a  kann  femer  dadurch  eine  singulare  Stelle  sein,  dass 

die  Grenzwerthe: 

lim  f(x)    und     lim  f(x) 

verschieden  sind;  so  ist  z.  B.  für  die  Function 

L                       _JL 
f(x)  —  c-^ —  c 


x  »a  0  eine  solche  singulare  Stelle,  weil  nämlich 

lim  f{x)  =  —  c,    lim  f{x)  «=3  -|-  c 

ist. 
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lim   ün  (l  —  g-)  =  lim  a»  «=  a  (s.  S.  39): 

Lassen  wir  die  imbeschränkt  yeränderliche  Grosse  x  stetig  nach 
+  oo  conyergiren,  und  ist  etwa : 

n<x  Kn-^-  1, 
so  dass 

(i+i)2(»  +  l)>i  +  .-^. 

und  auch 

('  +  i)"  (1  +  -i)  >  ('  +  i)j>  (>  +  ;^)""  =  ('  +  ^ir) 

ist,  so  wird  wieder  lim   (l-j ]   «=c,   denn  die  Grossen,   zwischen 

denen  1 1  H J  eingeschlossen  ist^  haben  fttr  lim  n  «=  +  cx)  die  Grenze  c 

Ersetzt  man  ein  negatives  x  durch  —  y,  so  findet  man 

(•  -  7)"-  (%-('  +  ^^'-  ('  +  ^^'"  ('  +  Fh) 

und  somit: 


im   (i_l)   *'_e    und    lim  (l  +  -)'=c, 


lim 
also  wird  überhaupt: 


ita(i+i)--.. 


«saOO 


Die  Grosse  6  ist  die  Basis  des  sogenannten  natürlichen  Logarühmen- 
Systems.  Wir  bezeichnen  den  Logarithmus  einer  Grosse  a  >  0  bezüg- 
lich dieser  Basis  e  mit  loga  oder  la;  dann  ist 

l«8»«  =  i3?>   ^**«'*-i^    (§5,  Nr.  3). 
Nimmt  man  die  Grenze  von  log^  ( 1  -| )    für  unendlich  wach- 
sende Yariablenwerthe,  so  ist 

lim  X  logA  (1  +  ~j  H=  logftC,    lim  a: log  (l  +  — )  =  1 ; 
und  setzt  man  is  an  die  Stelle  von  — ,  so  entsteht  die  Formel: 

X  ' 

lim  -i  log  (1  +  ^)  =  1 , 
also  auch 
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während  die  Fimctionswerthe  unter  dem  Symbol  limes  ftlr  die  be- 
zeichneten' Werthe  rca-oo,  0  =  0,  y  =  1  in  den  unbestimmten  For- 
men 0-cx),  --,    y  auftreten. 

Neben  die  bisherigen  Formehi  stellen  wir  noch  eine  Reihe  anderer. 
Es  ist 

lim  (l  +  ~)'=  lim 


lim  (1  +  axy  —  c«, 

s»0 


IC^il 


a 


lim  X  log  ( 1  +  — j  —  «,    lim  —  log  (1  +  ax)  -=  o .  — 

Da  y  e»  &*  —  1  eine  stetige  Function  ist,  die  sich  der  Grenze  Null 
nähert,  sobald  x  nach  Null  convergirt,  und  da  x  e»  log^  (1  -f-  y)  ist, 
so  geht  aus  der  Beziehung 

&*  - 1  ^        y 

«         log^U+y) 
die  Grenzformel  hervor: 

lim  — ^^-  =  lim , — — :  «=  y -»  log  b: 

also  auch 

hm 7 =»  6*»  •  logo . 

Somit  ist  insbesondere 

lim ^  1 ,  lim t =»  e*^ .  — 

um  die  Grenze  zu  finden,  der  sich  die  Function 

nähert,  sobald  x  nach  Null  convergirt,  setze  man 
Dann  wird 

und 

Deshalb  ist  auch 


lim  f(x)  =  lim  ^  ^    ^ ««  w . 


Si'{'-  (rri)') 


««, 
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denn  nach  der  Sabstitution  x==  —  wird 

y 


y       (i+y)" 

Ebenso  ist  der  Grenzwerth  von 

/i(a;)-=a; logo. (l  -  (j^i^f)  -  X  log  ;r  A  - 


t(^.-m) 


für    unendlicli    werdende  Yariablenwerthe    gleich  m.     Zum   Beweise 
setze  man 

\^x  log«      —  ■^■^ViW; 

schreibe /*!  (o;)  in  der  Gestalt 

A  W  —  y^  (-C)  •  (i  +  g,,  (x)Y 

und  beachte ;  dass   lim  ^^  (x)  -=>  0  ist.     Dann  wird  thatsächlich 

«sa-(-eo 

lim  /l  (a:)  =  »i . 

Bei    späterer    Gelegenheit    werden    wir   auch    die    Grenzformeln 
nothig  haben: 

JimJ,  (X)  -Jnn  ^  •  log  a;  •  log  log  x  •  (l  -  {^^^^J)  ' 


m, 


Urn^  /i  (x)  —  Hm  a;  •  log  » •  log, «  •  •  •  logt«  (  1  -  (15^(14:^^   j 


worin 


log,  X  =  log  log a;,  log,  x  —  log  log,  x,    "  log*  x  —  log  log*-!  a:  ist. 
Die    erste    dieser    Formeln    wollen    wir    noch    beweisen.      Wir 
schreiben  fdr  den  Quotienten 

loglog(l+g)  ^  ^og ((^  +  91  (g)) logg)  ^  .    I    ^og(^  +^1  W)  ^  .   .        ,. 
log  log  X  log  log  X  *  log  log  o;  "r  Vi  v  / 

und  setzen  hierauf 
/2  W  =  a^loga?  •  log  log  ä  • r~-^^ ^ q>^  (x)  «= 

=  a:loga?-7 r----^ rx Vi  W-log  (1+Vi(äc))'^  ' 

(1  +  9,  («))'"  y«  («)  ^^  ^  ^     *^  V  ^^*  ^  ^/ 

(1  +  9,(0!))'»  »iC«)  "»\^^«/       "»V^T^^'lW/ 
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Weü  aber  lim  q>^  {x)  »»  0  ist^  so  wird 

lim  /i  (a?)  =»  m . 

In  gleicher  Art  setze  man  fernerhin 

!^i^  -  + '^'iJ?^'^  -  +  ^  W  C  -  M,  •  •  •  *) 

und  beweise  die  Formeln 

lim  fx  (x)  '^  m      (x  =»  3,  4,  •  •  •  i) . 

3,  Zur  Untersuchung  der  Grenzwerthe  eindeutiger  Functionen  f(x) 
der  reellen  Variablen  x  dienen  öfter  die  folgenden  —  Ton  Cauchy 
herrührenden  —  Sätze  (Analyse  alg^rique). 

1)  Convergirt  f(x  +  1)  —  f{x)  bei  unendlich  werdendem  x  nach 
einer  endlichen  Grenze  by  und  bleibt  f(x)  in  jedem  endlichen  Interyalle 
endlich,  so  ist  auch 

I  X 

Beweis:  Der  Annahme  zufolge  kann  man  einer  beliebig  kleinen 
Grosse   d  >  0  eine  solche  Grösse  G  zuordnen,  dass  für  jeden  Werth 

*^^  \(f(-^-^l)-m)-i\<9 

wird.  Gibt  man  x  einen  Werth  >  G  und  nennt  n  die  grösste  in 
X  —  G  enthaltene  ganze  Zahl,  so  liegt  x  —  n  '^  x'  zwischen  G  und 
6r  -f-  1  und  dann  ist  (bei  positiyem  b) 

6  -  *  <  /-(x'  +  1)  -  fix")  <  6  +  *, 

6  -  *  <  f(x'  +  2)  -  /^(x'  +  1)<  6  +  *, 


b  —  d<f(x'  +  n)  —  f{x  +  n  —  1)  <  6  +  <J. 

Die  Addition  dieser  Ungleichungen  liefert  die  Beziehung 

n(6  -  d)<f{x'+  n)-f(x')<n(b  +  *). 

Ersetzt  man  wieder  n  durch  x  —  x'  und  dividirt  alle  Theile  durch  x, 
so  folgt: 

und 

X  X  XX  X  X        '^  X         ^ 

also  endlich  -,  . 

Hm  ^^  =  6, 

denn  die  rechte  und  linke  Seite  der  letzten  Ungleichung  enthält  zu- 
folge der.  Annahme  über  d  und  x'  und  wegen  der  Voraussetzung,  dass 

Biermftnn,  Elemente  der  höheren  M«themfttik.  7 
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I  f{z)  I  und  h  endlich  seien,  nur  Grössen,  die  nach  Null  conTergiren, 
sobald  X  nach  -j-  oo  convergirt. 

Die  Richtigkeit  des  Satzes  ist  auch  im  Falle  &  ^  0  zu  beweisen. 

2)  Wenn 

lim   |/-(a;+l)-/-(x)|  =  +  oo 

«xsa-|-0O 

ist  und  in  jedem  endlichen  Intervalle  die  obere  Grenze  des  absoluten 
Betrages  von  f{x)  endlich  bleibt,  wird  ebenso 

lim  />) 

unendlich. 

3)  Wenn  endlich  der  Grenzwerth  Ton  ^  "^  J~/W  ^^j  unend- 

lieh  werdendem  Yariablenwerthe  entweder  gleich  h  oder  unendlich  wird, 
und  die  Function  f{x)  in  jedem  endlichen  Intervalle  endlich  bleibt,  so 

fix) 

hat  die  Function     \;^  denselben  Grenzwerth,  wenn  x  nach  -|-  oo  con- 

vergirt*). 

Beispiele:  Entsprechend  dem  ersten  Satze  ist  zugleich  mit 


lim  /log  (1  +  a:)  —  log  a?)  *=»  0 


lim    ^^  =  0, 

«=+00        « 

Setzt  man  hier  log  X'^y,   also  x^=*0^  so  wird 

lim    i!=  -i-oo; 
y=+ao  y  *        ' 

setzt  man  aber  a;  «=>  — ,   so  entsteht  die  Formel 

z 


lim  £^  log  £^  =s  0  • 

«»+0 


Und  darnach  ist  auch: 


lim  AT*  =  Um  c*^®«*  =  1 . 

,«+0  »=+0 


*)  Die  Sätze  von  Cauchy  sind  darch  Herrn  Stolz  verallgemeinert  worden  "^^ 
zwar  dahin,  dass  aas  der  ExiateDz  des  Grenzwerthes 

lim    A^  +  ^)-/'W^^ 

wo  h  eine  yon  Nnll  yerschiedene  Constante,  /(x)  eine  in  jedem  endlichen  Ib"^^* 
valle  (iTj ,  «,)  endlich  bleibende  Fanction ,  y  (x)  eine  von  angebbarer  Stelle  t^  ^ 
beBiftndig  wachsende  oder  abnehmende  Fanction  ist,   so  dass    lim   qp(a;)  onend* 

lieh  wird,  geschlossen  wird,  es  sei  anch 

lim      ^=6.- 

Man  sehe  die  Stolzschen  Vorlesungen  über  Arithmetik. 
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Da  wir  hier  dem  ersten  Ausdracke  begegnen^  der  fQr  einen  be- 
stimmten Werth  der  Variablen  in  der  Form  0^  erscheint  mid  den 
Werth  1  hat,  so  ist  es  angezeigt,  gleich  eine  Function  anzugeben,  die 
auch  ftir  x  ^»0  ia  dieser  Form  erscheint,  deren  Grenzwerth  aber 
nicht  gleich  Eins  ist;  so  ist  z.  B. 

1  log* 

lim  a^"^'  —  lim   ^'  =  e. 
4,  Es  war  lim  sin  z  "-  0  und  es  ist  lim  tg  x  •»  0;  aber  weil  fQr 

:r-Werthe  zwischen  0  und  -^ 


also  auch 


und 


ist,  so  wird 


sin  rc  <  a?  <  tg  a?, 


'  >4->  ' 


unx        X        tg«' 


l>-r-  >COsa?, 

X 


also 


«.        Bin«        ^ 

lim  ««  1 . 

Für  rc-Werthe  zwischen  0  und  —  —  wird 

sin  0?  >  ic  >  tg  a;, 

^      .  sin«  ^ 

1  <  -— <cosa?, 

X 

y.        sin  o;        ^ 
lim    «=  1 . 

m 

Neben  der  nun  erwiesenen  Formel  lim »■  1  besteht  ebenso  die 

Formel  lim  -^  —  1     und 

lim  X  sin  —  «=  1 ,    lim  a;  tg  —  =  1 , 
lim  X  cosec  a;  <»  1,  lim  o;  cotg  x  ^^  l] 

^.      Binax        ,.  Bin  (ao;)  ,.      tgao; 

hm =  hm  a  — /  /  «=»  a,    hm  — —  «=  a, 

«»0      *  (ax)»0  v«^/  ««.0      * 

hm  -^-—5 -'  =  hm  I  -^;r-  I  «  1, 

arsssO  "^  «assO 

,.       2(8ec«— 1)        ^ 
lim  -^^—5 ^— 1, 


femer  ist 
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i:^  co8(a;o  +  6)  — coegp  _^,_  (      gcoggp  g(l~co8{)        .        flin£\ 

hm ^ =hm  j 2 p sinxo-^j au^,, 

jm 1 =  hm  I  — 2 |y- 1-  cos  Xq-j-  I  =  cos  aj^. 

6.   Wir   haben   schon    (in  §  10,  Nr.  2)   die   aus   der   Gleichung 
sino;  —  y«sO  entspringende  Gleichung 

X  <»  Are  sin  y 

abgelesen  und  in  der  Function  Are  sin  y,  wo  y  aber  auf  die  Werthe: 
—  1  ^  y  ^  1  beschränkt  war,  eine  unendlich  vieldeutige  Function  er- 
kannt. Aus  den  Gleichungen  cos  x^=^  y^  tg  o;  •*»  j^,  cotg  x  ^^y  ent- 
nehmen wir  ebenso  die  Gleichungen: 

X  =»  Are  cos  y, 

a?  =  Arctgy, 

X  =  Are  cotg  y , 

doch  nur  in  der  ersten  ist  y   auf  das  Intervall   von    —  1  bis  -f  ^ 

beschränkt;    in   den   anderen  darf  y   alle   reellen  Werthe   annehmen. 

Diese   vier  neuen  Functionen,    die  Umkehrungsfunctionen  von  m.x, 

cosrr,  tgo:,  cotga;  heissen  cyclometrische  Functionen. 

Wir  bezeichnen  mit 

arc  siny 

die  zwischen  —  —  und  +  y   liegende  Grösse,  deren  Sinus   gleich  y 

ist,  und  setzen  arc  sin  +  1  «»  +  y  • 

arc  cos  y  sei  der  zwischen  0  und  tc  liegende  Bogen,  dessen  Gosmos  y 

ist,  und  arc  cos  +1=0,  +  ä  , 

arc  tg  y  sei  der  zwischen  — „  und  y  liegende  Bogen,  dessen  Tangente  y 

ist  und  arc  tg  +  oo  =  -j-  — , 

arc  cotg  y  sei  der  zwischen  0  und  x  liegende  Bogen,  dessen  Cotangente  y 

ist  und  arc  cotg  +  ^^  =  0,  +  ä. 

Für  diese  Functionen  leiten  wir  einige  wenige  Sätze  ab. 

Ist  X  ein  Bogen  zwischen  0  und  y,  dessen  Sinus  y  ist:  sind^^^y^ 
so  ist 

cos  rr  =  +  l/l  —  y*,     tg  ic  =  — ,  cotg  x  =  "^y^^^- 

und  somit 


aj=arcsiny  =  arccos+]/l — y^^arctg  — ^        «  arc  cotg 


+yt-y'. 
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und  weil 

sin  :r  "»  cos  (y  —  a?j  —  y , 

tga?'  —  cotg  (y  — ic')  —  y' 

ist,  wo  der  Bogen  ^'  <  y  sei,  bestehen  die  Beziehungen: 

o;  «s  arc  sin  y ,    -^ a; ««  arc  cos  y    und   arc  sin  y  +  arc  cos  y  —  y , 

o?'  -=  arc  tg  y',    -  —  o;  e^arc  cotgy'  und  arc  tgy  +  arc  cotg  y'=  y  . 

Sind  x^  und  x^  zwei  zwischen  0  und  y  liegende  Grossen,  und  ist 

sin  Xj  =  yi ,    a?!  =  arc  sin  y^ , 

sin  x^^^y^j    x^^^  arc  sin  y, , 
so  gilt 

sin  (x,  +  x,)^  ytVT=V,' + yy  r^=yr'  =  ^,  («) 

coBixl  +  x,)~Vi:^^''Vr:^^--y,y,^-—^  -.  (/J) 

K(i-yi")(i— yi')+yiys 

Wenn  arj  +  ^i  ^  y  *^®^  ^^®  ^^i  +  ^2)  ^  0  und  zufolge  der  Formel  (ß) 
Vi*  +  yj*  ^  1  ist,  80  lautet  die  Umkehrung  der  Formel  (a) 
^1  +  ^1  —  arc  sin  y^  +  arc  sin  y,  =  arc  sin  (yiV^l  — y»*  +  y«/!  —  yi*). 
Im  Falle  aj^  +  ^2  >  ^  <^'^'  ™  Falle  («  —  (a^i+rCj))  <~,  wo  cos  (x^  +  fl?,)<0 

und  yi'  4"  ^2*  ^  ^  ^^^}  ^^^  natürlich  x^  -|-  x^  auch  ein  Bogen,  dessen 
Sinns  den  Werth  Y  hat,   aber  erst  n  —  (^i  +  ^2)  i^^   ^^^  zwischen 

—  y  und  -  liegende  Bogen,  dessen  Sinus  gleich  T  ist,  wie  die  Be- 
ziehung sin  (7t  —  (x^  +  a?g))  «=  sin  {x^  +  x,)  lehrt.  Darum  ist  die 
Summe  der  Bogen,   deren  Sinus  y^  beziehungsweise  y^  ist,   im  Falle 

arc  sin  yi  +  arc  sin  y,  —  Ä  —  arc  sin  (yyi  —  y,*  —  y^/l  —  y^*) .  — 

Setzen  wir 

tga^i  —  yi,    a?i  =  arctgyi, 

tg  a?,  —  y, ,    a^a  —  arc  tg  y,, 
so  gilt 

tg(^i  +  ^)  — r-^^,  «1  +  ^2  — Arctg|^5-±^. 
Will  man  aber  rCj  +  rr,  =»  arc  tg  yi  +  arc  tg  y^  durch  arc  tg  ^]_"^^* 


ff 


ausdrücken,  so  unterscheide  man  die  Fälle,  wo  a^^  -f  a:,  ^  -^,  also  wegen 


2 
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der  Beziehung 

cos  (a?i  +  Ä^)  ■=  cos  fl?i  cos  x^  —  sin  a?j  sin  rc,  ^  0 
auch 

mg 

ist,  von  den  Fällen,  wo  a?i  +  a»  >  w  >  Vi  Vi  >  ißt.    Man  findet 
arctgyi  +  arctgy,  =  arctg^^^ft^    (yi^j^l), 

Ä-(arctgy, +  arctgy,)  — -«ctg^^-t^    (yiy*>l), 

weil  —  tg  (ä  —  (a?i  +  a;,))  ""  +  tg  (^x  +  ^^g)  ist.    Die  zweite  Formel 
gestattet  die  Schreibweise: 

arctgy^  +  arctgy,  — «  — arctg^^«^-    (yiy,>l), 
weil  arc  tg  (—  j»)  =  —  arc  tg  0  ist.  — 

Wir  leiten  noch  einige  Grenzformeln  ab.     Will  man  lim  *^' 

ermitteln,  so  setze  man 

^  BS  sin  jer,    arc  ainz  '^  0. 
Dann  folgt 

^.      arosina;       ^        1  i*  1  ^ 

lim  «s  hm  - —  «B  hm  -7-* — -  «=  1 , 

und  femer 


*=o      * 


Andrerseits  ist: 


-r —  arc  C08 


li,n?^  =  l   und  lim!-? ^ )  =  1.). 

§  17.  Ueber  Eunotionen  mehrerer  reeller  Variablen. 

Ist  eine  Grösse  y  in  derartigem  Zusammenhange  mit  n  von  ein- 
ander unabhängigen,  reellen,  stetig  veränderlichen  Grossen  XifX^,*"^i 

*)  Litterator:  Canchy  (Analyse  algäbrique). 
SchlOmilch  (Handbuch  der  algebr.  Analysis). 
Dini  (Fondamenti). 

Hamack  (Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung). 
Da  DoiB-Beymond  (Allgemeine  Fanctionentheorie). 
8erret-Hamack  (Lehrbach  der  Differential-  und  Integralrechnung). 
Pasch  (Einleitung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung). 
Genocchi  (Calcole  differenziale  publicato  dal  Peano). 
Stolz  (411g.  Arithmetik) 
Grayelius  (Lehrbuch  der  Differentialrechnung). 
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dass  ihre  Werthe  Yon  den  Werthen  der  Variablen  abhängen,  so  nennt 
man  y  eine  Function  von  Xt,  x^,  •  •  •  Xn  und  schreibt: 

y  =-  f{Xi,  Xi,   • .  •   Xn). 

Eine  Function  f(xif  x%,  •••  x^  kann  fQr  jedes  Werthesystem 
(xi,  Xty  *  * .  Xi^  gegeben  sein  oder  blos  für  Werthesysteme,  die  durch 
gewisse  Bedingungen  charakterisirt  sind,  wie  z.  B.  dadurch  dass 

Oy  <  aJy  <  6v  (V  e»  1,  2,  '  •  •  w) 

sein  soll.  Ein  Werthesystem  {xiy  x%y  •  •  •  x»)  nennt  man  eine  Stdle 
oder  einen  Punkt  und  bezeichnet  dasselbe  kurz  durch  {x). 

Sind  zwei  Stellen  (a)  und  (/3)  gegeben,  so  nennt  man  einen  diese 
Stellen  verbindenden  Weg  eine  Folge  Ton  Stellen,  die  dadurch  her- 
vorgeht, dass  man  a;i,  rrt,  •  •  •  x»  als  stetige  Functionen  einer  Variablen 
t  darstellt:  Xy  «»  9,  {t)  (1/  «»  1,  2,  •  -  •  n)  und  dann  t  von  einem  ersten 
Werthe  ti,  für  den  9)^(^1)  =*  «^  (1/  «=  1,  2,  •  •  •  «)  sei,  bis  zu  einem 
zweiten  Werthe  U  sich  ändern  lässt,  flir  den  9>y(^2)  =  /St  (1/  «=  1,  2  •••  n) 
sein  soll.  — 

Bine  GesamnUheit  von  Steüen,  die  durch  irgend  welche  Definition 
gegeben  ist,  nennt  man  einen  zusammenhängenden  Bereich,  wenn  irgend 
zwei  Stellen  der  Gesammtheit  durch  einen  in  derselben  verlaufenden 
Weg  verbunden  werden  können.  Der  Bereich  ist  endlich,  wenn  man 
n  Paare  eudlicher  Grössen  g^  und  Gv  derart  angeben  kann,  dass  jede 
Stelle  des  Bereiches  ein  Punkt  des  durch  die  Bedingungen 

gt<x^<.Gr        (1/  =  1, 2,  •  -  •  n) 

charakterisirten  Bereiches  ist. 

Unter  der  Umgebung  (h)  einer  Stelle  {x')  versteht  man  die  Ge- 
sammtheit der  Stellen  (.r),  für  die 

\Xy  —  Xy\<K        (1/  —  1, 2,  •  •  •  n)  • 

ist,  wo  hl,  "  -  hn  endliche  positive  Grössen  sind. 

Eine  Stelle  (x^  heisst  Gremstelle  eines .  Bereiches  von  Punkten, 
wenn  in  jeder  Umgebung  derselben  Stellen  des  Bereiches  vorkommen, 
aber  auch  Stellen,  die  dem  Bereiche  nicht  angehören. 

Einer  in  endlichem  Bereiche  befindlichen  unendlichen  Punktmenge 
ist  mindestens  eine  Häufungsstelle  zuzuordnen,  d.  h.  eine  Stelle,  in 
deren  Umgebungen  unendlich  viele  Stellen  der  Punktmenge  liegen. 

Die  Werthe  einer  in  endlichem  Bereiche  gegebenen  Function 
f(xi, "  '  Xn)  haben  eine  obere  Grenze  G,  d.  h.  es  gibt  eine  Grösse  nicht 
kleiner  als  diese  Werthe  aber  derart,  dass  G  —  d  kleiner  ist  als 
Werthe  f(xi,  Xt,  •  •  •  x«'),  wobei  *  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse 
bezeichnet.    Ebenso  gibt  es  eine  untere  Grenze. 
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Ist  fipcij  Xiy  • ' '  Xn)  in  einem  endlichen  Bereiche  gegeben,  so  gibt 
es  eine  Stelle,  in  deren  Umgebungen  ftir  die  Werthe  von  f  dieselbe 
obere  Grenze  besteht  wie  für  die  Functionswerthe  in  dem  ganzen  Bereiche. 

Man  sagt:  Eine  Function  f  nähere  sich  einer  Grenee  b,  sobald  die 
Variablen  X\,  x%y"  •  Xn  nach  ai,  (h,-  * '  (^n  convergiren,  wenn  die  Function 
in  einer  angebbaren  Umgebung  (A)  von  (a)  nur  solche  Werthe  hat,  dass 

I  f{xij  xty  •  •  •  x^  —  6  I 

kleiner  wird  als  eine  von  vorneherein  gegebene  Grösse  d. 

Die  Function  f{xi,  x%y  •••  rr„)  nähert  sich  einer  Grenze,  wenn 
sie  bei  der  Gonvergenz  der  Variablen  nach  ai,  o«,  •••  o»  niemals  ab- 
nimmt oder  niemals  zunimmt. 

Wenn  eine  Fimction  f  beim  Anwachsen  der  Grössen  a;i,  a^,  •••af. 
nach  aiy  a^,  *  •  •  o»  nach  einer  Grenze  b  convergirt,  so  kann  man  nach 
Angabe  einer  Grösse  d  >0  eine  Umgebung  von  (a)  in  der  Art  be- 
stimmen, dass  für  irgend  ein  Punktepaar  {x\  (x)  derselben 

I  fiXi,  "'Xn)—  f{Xi,  '"Xn)\<d 

wird. 

Eine  Function  f  heisst  an  der  Stelle  (a)  stetig,  wenn  man  jeder 
Grösse  tf  >  0  eine  Umgebung  (Ä)  von  (a)  zuordnen  kann,  wo  die 
Function  nur  Werthe  annimmt,  welche  die  Bedingung  erfüllen: 

I  f(pOi,  a:2,  •  •  •  i^n)  —  f(ai,  a«,  •  •  •  a«)|  <  *. 

Versteht  man  unter  ^i,  ^iy  '  - '  d'n  irgend  welche  Grössen  zwischen 
—  1  und  +  1,  so  lässt  sich  jede  Stelle  in  der  Umgebung  (h)  von  (a) 
in  der  Form  angeben: 

und  es  wird  somit  von  der  an  der  Stelle  (a)  stetigen  Function  verlangt, 

dass 

I  f(ai  +  d'ihi,  •••«,  +  «•«*«)  —  fifliy  aj,  •  •  •  a„)  I  <  * 

sei.     Die  Definition  der  Stetigkeit  involvirt  die  Stetigkeit  von 

fixi,  -'  Xn) 

in  Bezug  auf  jede  einzelne  Variable  x^,  denn  es  soll  auch 

I /•(«!, a,,.  -ar  +  -^A,  •••  «n) —  /"(«!, aj,  •••  On)  !<*  (v  =  l,2, •••n) 

sein.    Doch  umgekehrt  folgt  aus  diesen  n  Bedingungen   noch  nicht 
die  Stetigkeit  in  dem  früher  genannten  Sinne. 

Ist  es  aber  möglich,  in  der  Nahe  von  (a)  eine  Stelle  (a  +  h)  zu 
finden,  so  dass  für  alle  Stellen  (a  -|-  d'h) 

f(ai  +  d'ihi,  •  •  •  a»,  •  •  •  a«  +  ^nK) 
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eine  stetige  Fxmction  Yon  x,  allein  ist,  dergestalt  dass 

I  /"(ai  +  diÄij-'-ay+^^Äy^  —  Ou  +  dnAn) — /*(öi+*'iÄi; •••«», '••öii+^i«Ä»)| 

far  alle  Werthe  von  dy  und  ausschliesslich  durch  Wahl  von  K  aber 
unabhängig  von  diÄi,  •  •  •  -ö-y—iÄy—i,  d^+iÄy+i,  •  •  •  -©•«Ä»  kleiner  wird 

als  —  (wobei  dem  Index  v  successive  die  Werthe  1,  2,  ■  •  -n  beizu- 
legen sind)^  so  ist  f{xi,  x%f  •  •  •  Xn)  an  der  Stelle  (a)  stetig. 

Setzt  man  nämlich  in  der  i;  <»  2  entsprechenden  Ungleichung 
^1  — =  0,  in  der  zu  v  «=»  3  gehörenden  Ungleichung  ^g  — ■  d^  =  0,  usw. 
und  in  der  f&r  i/  »»  n  hervorgehenden  Ungleichung 

und  addirt  dann  alle  n  Ungleichungen,  so  entsteht  wirklich  die  Un- 
gleichung: 

I  f(fli  +  ^ihf  •  •  •  ^  +  *•«*»)  —  /*(»!, ' ' '  an)\<d. 

Die  Bedeutung  dieser  letzten  Art  der  Stetigkeit  liegt  darin,  dass 
die  Untersuchung  der  Stetigkeit  einer  Function  mehrerer  Variablen 
auf  die  Untersuchung  der  Stetigkeit  in  Bezug  auf  je  eine  der  Variablen 
zurückgef&hrt  ist.  • 

Ist  eine  Function  f  an  jeder  Stelle  eines  Bereiches  einschliesslich 
der  Grenzstellen  stetig,  der  durch  die  Ungleichungen  beschrieben  sei: 

üy  —  dt^Xv^Ov-^-  dp        (v  «a  1,  2,  •  •  -  n), 

so  nimmt  f  an  einer  Stelle  des  Bereiches  die  obere  Grenze  der 
Functionswerthe  an,  an  einer  andern  Stelle  die  untere  Grenze;  in 
angebbarer  Umgebung  einer  Stelle,  an  der  f  nicht  verschwindet,  be- 
wahrt die  Function  ihr  Zeichen;  und  f  nimmt  jeden  Werth  an,  der 
zwischen  zwei  an  verschiedenen  Stellen  des  Bereiches  bestehenden 
Functionswerthen  liegt.  Nach  Angabe  einer  Grosse  d>0  kann  man 
immer  n  positive  Grossen  Ai,  •  •  •  A«  derart  finden,  dass  die  Werthe 
von  f  an  zwei  Stellen  (x)  und  (x'),  für  die 

\iCy  —  Xy\<K        (v  —  1,  2, . .  •  n) 

ist,  die  Ungleichung  erfüllen: 

I  f(xi, . . .  a;,)  —  f(xi,  "'Xn)\<  8. 

Alle  diese  Sätze  sind  entsprechend  denen  in  §  15. 
Die  Function 

f{Xly    XfJ     «=■    X^X^  111 

convergirt  nach  der  Grenze  Null,  wenn  man  die  von  einander  unab- 
hängigen Variablen  x^  und  oo^  von  einer  beliebigen  endlichen  Stelle 
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(rCj^^^,  ir,f®>)  auf  stetig  yerlanfenden  Wegen  nach  der  Stelle  (0,  0) 
führt,  d.  h.  auf  Wegen,  die  sich  durch  Formeln  x^  =  g>i(f)  =  ^♦iCO) 
oTj  ™  92(0  "^  ^^»(0  heschreiben  lassen,  wo  i^i{t)  und  ^^(0  in  <ler 
Umgebung  Ton  <  =  0  stetige  Functionen  sind.  —  Setzt  man  /TO,  0)«=0 
und  bemerkt,  dass  man  nun 

unabhängig  von  d'^h^  oder  unabhängig  von  ^ih^^  durch  Wahl  von  i^ 
oder  h^  beliebig  klein  machen  kann,  so  ergibt  sich,  dass  die  Fmiction 
fi^i}  ^s)  üi  der  Umgebung  der  Stelle  (0,  0)  stetig  ist  und  nicht  aliein 
lim  f{xiy  X2)  gleich  Null  sondern  f(0,  0)  «*  0  ist. 

Ebenso  ist  ersichtlich,  dass  die  Function 

an  jeder  Stelle  {x^y  0)  unstetig,  und  an  der  Stelle  (0,  0)  vöDig  rai- 
bestimmt  ist.  — 


in.  Absclmitt 
Arithmetik  complexer  GrSssen. 

§   18.     Ans   mehreren   Grundelementen  snaammengesetste  Grössen 
nnd  die  oomplexen  Grössen  im  engeren  Sinne. 

1.  Bevor  wir  auf  die  nähere  Behandlung  irgend  einer  der  bisher 
besprochenen  Functionen  reeller  Variablen  eingehen,  haben  wir  das 
System  von  Grössen,  das  wir  in  die  Rechnung  au&ehmen,  noch  zu 
erweitem,  und  wir  brauchen  nothwendig  noch  neue  Zahlengrössen: 
die  sogenamiten  eomplexen  Grössen,  denn  ohne  neue  Grössen  könnten 
wir  nicht  einmal  Werthe  von  x  angeben,  für  die  aj*  +  ^  verschwindet, 
wenn  a  eine  positive  (reelle)  Grösse  ist;  und  müssten  an  vielen  Stellen 
die  Definitionen  und  Sätze  mit  Beschränkungen  aussprechen. 

Wir  fahren  die  complexen  Grössen  absichtlich  erst  hier  ein,  um 
wieder  Gelegenheit  zu  haben,  einige  der  schon  geführten  Untersuchungen 
bei  der  vorzmiehmenden  Erweiterung  des  Grössengebietes  zu  wieder- 
holen und  die  wichtigen  Gedanken  hervorzuheben. 

Bisher  betrachteten  wir  nur  Grössen,  die  aus  einem  Grundelemente 
€j^y  dem  entgegengesetzten  e/,  und  den  Bruchtheilen  dieser  zusammen- 
gesetzt waren,  oder  dann  die  durch  Fundamentalreihen  solcher  Grössen 
definirten  Grössen.  War  |  eine  reelle  Grösse,  der  das  Grundelement 
e^  «»  1  zu  Grunde  lag,  so  bezeichnete  ^e^  die  |  entsprechende  Grösse 
in  dem  Grundelemente  e^. 

Nun  kann  man  fragen,  ob  man  nicht  Grössen  x  entsprechend 
den  bisherigen  arithmetischen  Principien  definiren  kann,  die  sich  aus 
mehreren  Grundelementen  (oder  Einheiten)  ei,  6s,  *  *  *  e»  in  der  Gestalt 

X  =  liCi  +  gjes  H (-  inen 

zusammensetzen  lassen,  wo  |i,  |s,  •  •  •  |n  reelle  Grössen  sind. 
Wir  verlangen  also,  dass  sich  für  zwei  Grössen 


n 

a  = 


die  einander  gleich  heissen  sollen,  wenn  a,.  «=  /3y  (i/  «»  1,  2,  •  •  •  n)  ist. 
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die  Grandoperationen  so  definiren  lassen,  dass  a  -^-h,  a  —  b^  ^^^  T 

Grössen  gleicher  Art  sind  (d.  h.  von  der  Gestalt  ^^  f/^r)  nnd  dass 

die  für  die  reellen  Grössen  bestehenden  Rechnungsgesetze  ihre  Giltigkeit 
behalten,  so  dass  unter  anderem  auch  das  Product  zweier  Grossen  a,  b 
nur  Null  ist,  wenn  mindestens  ein  Factor  verschwindet. 

Die  Additionsgesetze  und  das  Rechnungsgesetz  (a  —  h)  -^b  ^a 
verlangt,  dass  man  die  Summe  und  Differenz  durch  die  Formeln  definirt: 

n  n 

a  +  b^  ^(«r  +  ßt)evy    a^b=  ^(«,  —  /Jr)^. 
Es  soll  auch  ab  eine  aus  den  Elementen  e^  gebildete  compleze  Grösse  sein: 

n 

«Ol 

und  sie  soll  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  die  Multiplications- 
gesetze  ganzer  Zahlen  auf  a  und  b  anwendet. 

Daraus  folgt  im  Falle  der  aus  zwei  Elementen  e^  und  e^  gebildeten 
Grössen 

ab  =  a^ß^(e^ei)  +  cc^ß^ie^e^)  +  ihß%{^i^)  +  «a  A(««^«)- 
Doch  das  Product  zweier  Elemente  6^  und  6,  soll  auch  eine  Grösse  der 

sein,  und  es  sollen  die  Beziehungen  bestehen 

daher  muss  zunächst 

und  femer  muss 

.»*£)- *(««(« -0, 

^5(4V  -  «SO  -  4V(4V  -  *g)  -  0, 
*ä^(4V  -  4V)  -  4V(*iV  -  4?)  -  0 

sein.  —  Setzt  man  hier 

und  gibt  man  ä,  ä,  <y,  p,  r  ii^end  welche  Werthe,  so  sind  die  letzten 
drei  Gleichungen  erfüllt,  und  nun  wird 
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Jetzt  ist  zu  sehen  y  dass  man  n  und  n  nicht  gleichzeitig  Null  setzen 
darf,  sonst  würden  die  Producte  e^e^j  e^e^,  e^e^  und  ab  verschwinden, 
ohne  dass  ein  Factor  Null  ist.  Fixirt  man  aher  ein  im  Uebrigen 
willkürliches  Werthesystem  für  tc,  n'y  6,  Qy  t,  so  sind  e^Ciy  e^e^,  e^e^y  e^e^ 
so  definirt  und  das  Product  ab  so  erklärt,  dass  ab  «»  bay  (ab)c  =  {(^c)b, 
(a  +  b)c  ^^  ac-^-bc  ist. 

Soll   endlich   auch  y  eine   Grösse   c '^^  yiC^ -\- y^e^   derart   sein, 

dass  a'^bc  wird,  dass  also 

+  ((yiA)«^  +  (y,ßi  +  yxß^)^^  +  (y^ A) (^p  -  «'<^))«2 

wird,  so  hat  man  zu  setzen: 

yi(ft(Ä(r  +  AT)  +  ß^%Q)  +  yjOJiÄp  +  ßi!iQ)  =  «1, 

yi(/Ji«r  +  ft«  r)  +  y^iß^nx  +  ft(3tp  —  3i^<3r))  =  a,, 

imd  man  muss  fordern,  dass  diese  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  in 
y^  und  y^  eindeutige  Lösungen  zulassen.  Das  ist  der  Fall,  wie  wir 
später  sehen  werden  (§  23,  Nr.  5),  wenn  die  Grösse 

—  (ßi^^  +  ß%^''^){ßi^9  +  ßi^'o), 
d,  h.  wenn 

nicht  Null  ist. 

Man  darf  daher  die  willkürlichen  Grössen  sr,  n'y  6y  r,  z'  weder 
so  wählen,  dass  der  Factor 

rat'*  +  6nn  —  psr* 

von  jdl  verschwindet,  noch  so,  dass  der  zweite  Factor  von  ^ 

Null  ist;  d.  L  man  muss  r,  6,  q  so  wählen,  dass  die  Gleichungen 
nicht  durch  reelle  Werthe  für  —  beziehungsweise  —-   erfüllt    werden; 


110  IIL  Abschnitt    Arithmetik  complexer  OrOsBen. 

und  das  ist  der  Fall  —  wie  wir  hier  als  bekannt  voraussetzen  —  wenn 

(Y)+pt<0 

ist.     (§  27,  Nr.  1.) 

Wählt  man  darnach  ö^  q,  t  gerade  so,  dass  diese  Bedingung  er- 
ftQlt  wird,  dann  sind  die  complezen  Grossen  der  Form  Si^  +  (i^  ^o 
definirt,  dass  für  sie  die  Rechnungsgesetze  ganzer  Zahlen  gelten. 

Setzt  man  insbesondere 

e^e^  a=  Ci  «"  1, 

Ä  =  0,    (T—O,    Ä't  — 1,    «>  =  — 1,    ä'>0,    q<0, 
also 

e,e,  —  —  1 ,    €i  =  +  V—  1 , 


so  dass  die  complezen  Grössen  die  Gestalt  l^  -|-  ^Y—  1  haben,  so 
ist  das  Multiplicationsgesetz  in-  der  Formel 

(a,  +  «,  Y=^  iß,  +  ft  1/=T)  =  (a,  A  -  «,  A)  +  («,  A  +  «,/JO  y:^ 
und  das  Divisionsgesetz  in  der  Formel: 


«1  +  «t  V—  1   _  «1  ßi  +  a«ft    I    ft  «I  —  «iPi 


p^  +  p,  y-T         Pi*  +  A*    "^    Pi'  +  ft*    ^ 
ausgesprochen,  indem  hier  y^  und  y^  die  Werthe  annehmen: 

AM  ■=  «ift  +  «tft  Pi ««  —  «1  Pi 


Man  bezeichnet  }^ —  1  mit  t,  und  die  Grossen  a  =  a|  -|~^*  nennt 
man  im  engeren  Sinne  complexe  ZaJüengrössen;  1  und  i  sind  ihre 
Grundelemente.    Es  ist 

iO  «,  1^  i«  =  _  1^   i8 i^  ii  _  1^  ^4/i+v  _  ^>      (y  _  0,  1,  2,  3). 

Die  aus  der  Einheit  imd  deren  Bruchtheilen  gebildeten  rationalen  und 
die  irrationalen  Zahlengrössen  a  sind  die  reellen  Grössen;  die  Grossen 
ai  heissen  imaginär  und  i  die  imaginäre  Einheit  Die  complexe  Grosse 
Oj  -f*  ^2^  hat  also  einen  reellen  und  einen  imaginären  BestandiheiL 
(a^  —  Ogf)  heisst  die  zu  a^-^a^i  conjugirt  complexe  Grösse. 

Für  die  complezen  Grössen  a^  -f*  ^^  ^^^  ^^^  Bechnungsgesetze 
besonders  einfach;  (die  Bechnungsgesetze  der  allgemeinen  Grössen 
Si^i  "h  ii^  B^d  ^  ^^^  früheren  Formeln  enthalten). 

Wir  nehmen  als  complexe  Grössen  in  zwei  Grundelementen  die- 
jenigen auf,  die  diese  einfachsten  Bechnungsgesetze  darbieten  und  lassen 
hier  die  Erörterung  der  zu  verneinenden  Frage  ausser  Acht,  ob  auch 
Zahlengrössen  aus  mehr  als  zwei  Grundelementen  gebildet  werden 
können,  welche  alle  die  an  die  Grössen  i^e^  -f*  la^  gestellten  Anfo^ 
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derungen  erfüllen;  mid  noch  yielmehr  lassen  wir  die  Erörterung  bei 
Seite,  dass  die  Gesammtheit  der  aus  n  Haupteinheiten  (Gmndelementen) 
zusammengesetzten  Grossen  nicht  mehr  bietet  als  das  Gebiet  der  reellen 
und  complexen  Grössen  in  den  Einheiten  1  und  %  indem  sie  gewisser- 
massen  als  selbstverständliche  Verallgemeinerung  erscheint. 

Wir  haben  jetzt  den  Aufbau  des  Systems  von  Zahlengrössen 
beendet,  die  wir  in  der  Rechnung  benützen  werden.  Ob  unsere  Grössen 
ausreichen,  d.  h.  ob  jeder  durch  die  vier  Elementaroperationen  definirte 
Zusammenhang  zwischen  gegebenen  Grössen  unserer  Art  und  zu  suchen- 
den Grössen  durch  Grössen  aus  unserem  Gebiete  lösbar  ist,  kann  erst 
die  besondere  Untersuchung  lehren,  d.  h.  man  kann  von  vomherein 
nicht  wissen-,  ob  nicht  besondere  Aufgaben  neue  Grössen  erfordern, 
ja  vielleicht  Grössen,  die  nicht  auf  dem  Princip  von  der  Permanenz 
der  arithmetischen  Gesetze  aufgebaut  sind,  wie  man  auch  nicht  be- 
haupten kann,  dass  es  neben  den  vier  bekannten  Elementaroperationen 
keine  weiteren  mehr  gibt.   — 

2.  Wir  wollen  ein  Ahbüd  der  complexen  Zahlengrössen  Si  +  &^ 
schaffen.  Es  ist  uns  bekannt,  dass  in  einer  durch  den  Träger  der 
reellen  Grössen  (der  reellen  Zahlenlinie)  gelegten  Ebene  jeder  Punkt 
gegenüber  dieser  Geraden  und  der  durch  den  Träger  0  der  Grösse  Null 
zur  ersten  Geraden  in  der  Ebene  verlaufenden  Senkrechten,  an  der 
man  auch  einen  positiven  und  negativen  Theil  uaterscheidet,  nach 
Annahme  einer  Maasseinheit  durch  ein  Paar  von  Grössen,  die  Coor- 
dinaten  (S,  17)  bestimmt  ist  und  zu  jedem  Grössenpaare  (|,  rf)  ein 
Punkt  der  Ebene  gehört.  Wenn  wir  daher  in  der  complexen  Grösse 
1  +  117  I  als  Abscisse,  ij  als  Ordinate  eines  Punktes  der  Ebene  an- 
sehen, so  lässt  sich  jeder  Grösse  i-^iri  ein  Punkt  und  jedem  Punkte  eine 
complexe  Grösse  zuordnen.  Die  reellen  Grössen  finden  ihre  Träger  in 
den  Punkten  der  reellen  Zahlenlinie,  die  rein  imaginären  ti}  haben 
dann  ihre  Träger  in  den  Punkten  der  Ordinatenachse ;  und  die  Grössen 
1,  —  1,  i,  — i  insbesondere  in  den  Schnittpunkten  der  reellen  und  der 
rein  imaginären  Achse  mit  dem  um  0  mit  dem  Radius  1  gelegten 
Kreise,  dem  sogenannten  Einheitskreise;  den  Träger  einer  Grösse  |  -|-  iri 
finden  wir  in  einem  Punkte  ausserhalb  der  Achsen. 

3.  Man  kann  die  neuen  Zahlengrössen  auch  auf  Grund  einer 
Definition  der  geometrischen  Multiplication  entstehen  lassen.  Versteht 
man  unter  dem  geometrischen  Producte  zweier  in  einer  Ebene  von 
O  ausgehenden  in  Länge  und  Richtung  verschiedenen  Strecken  die 
Yon  0  ausgehende  Strecke,  die  durch  Vervielfältigung  der  absoluten 
Länge  und  Drehung  um  einen  Winkel  so  aus  dem  einen  Factor  ent- 
steht, wie  der  andere  aus  der  positiven  Längeneinheit,  und  ist  j  der 
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Ausdruck  für  die  Strecke  von  der  Länge  1  und  derjenigen  Bichtong, 
in  die  man  von  dem  positiven  Theile  der  reellen  Zahlenlinie  durch  eine 
Drehung  von  90^  (im  Sinne  entgegengesetzt  der  Drehung  des  Uhr- 
zeigers) gelangt^  so  entsteht  —  1  aus  j,  wie  j  aus  -j-  1  entstanden  ist, 
d.  h.  es  ist  —  1  n=  j  .  j.  Also  j  ^^i  '^  )/— 1  ist  der  Ausdruck  för 
die  auf  dem  positiven  Theile  der  Ordinatenachse  aufgetragene  Längen- 
einheit und  der  Endpunkt  dieser  Strecke  ist  der  Träger  von  t. 

4.  Ist  in  der  Zahlenebene^  in  der  wir  die  complexen  Grössen  auf 
Grund  von  Definitionen  abgebildet  haben,  der  Punkt  A  Trager  von 

oj-^l+iiy,  so  ist  die  Entfernung  r=  0-1  durch 

+  y^  +  ^*  ausgedrückt.  Man  nennt  diese 
Grösse  y^  +  ly*  den  absoluten  Betrag  von 
I  -|-  ti^  Bsa  :t;    und    bezeichnet    ihn   durch   {  x , 

oder  I  5  +  *^  I  • 

Ist  der  Winkel,  den  OA  mit  dem  posi- 
tiven Theile  der  reellen  Zahlenlinie  einschliesst, 
fpy  und  lässt  man  diesen  von  0  an  bis  360^ 
oder  den  zugehörenden  Bogen  fp  auf  dem  Ein- 
heitskreise von  0  bis  23r  wachsen,  so  ist 
S  =  r  cos  qty    iy  =  r  sin  9     und    rc  =»  r  (cos  tp  '\-  ism  q>). 

Zu  jeder  complexen  Grösse  6  +  tri  gibt  es  einen  Werth  von 
r  =  y^^  +  iy*  und  einen  zwischen  0  und  2jr  liegenden  Werth  von  ip 
(die  Grenze  0  mit  eingeschlossen);  denn  ist  |  >  0,  i?  ^  0,  so  ist  9)  der 

zwischen  —  y  und  y  liegende  Bogen,  dessen  Tangente  den  Werth 
y  besitzt:  9  =  arctang  y ;  und  ist  6<0>  ^  ^  0;  so  ist  ip  gleich  «  plus 
dem  zwischen  — y  und  y  liegenden   Bogen,    dessen   Tangente   den 

Werth  y  besitzt:  'y  •=*  jt  +  arctg  y  • 

Die    Betrachtung    der    gegenseitigen 
Lage  der  den  Grössen: 

0,    a '^^^  a^ '{' a^i ,     6  =  6i  +  6,», 

«  +  6  =  («1  +  &i)  +  («2  +  h)i 

zugehörenden  Punkte  0,  A,  B,  C  lehrt, 
dass  die  durch  |  a  |,  \b\,  |  a  -^  &  |  ge- 
messenen Entfernungen  OA,  OB,  OC  der 
Beziehung  genügen: 

weil  eine  Seite  eines  Dreiecks  nicht  grösser  sein  kann  als  die  Summe 
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der  beiden  andern  und  nicht  kleiner  ist  als  die  Differenz  der  andern. 
Diese  Ungleichungen  sind  auch  durch  rein  arithmetische  Betrachtungen 
zu  gewinnen. 

Soll  c  =  a  —  6  sein,  also  a  =  c  +  6,  so  liegt  der  Träger  C  von  c 
&o,  dass  OÄ  die  Diagonale  des  aus  den  Seiten  OB  und  OC  gebil- 
deten Parallelogramms  wird.  Man  er- 
hält also  C,  indem  man  OC  der  Grösse 
nach  gleich  AB  macht  und  in  der  durch 
BA  Ycrzeichneten  Richtung  legt.  Wie- 
der folgt: 

llal  — 16 


Fig.  S. 


^|a  — 6|^|a|  +  |6i. 

Der  absolute  Betrag  von  a  —  6  ist 
gleich  dem  Abstände  der  Punkte  A 
und  B\  daher  liegt  die  Gesammtheit  der 
Funkte  oder  Stellen  a;,  für  die  |  a:  —  a  |  -«  r 
ist,  auf  der  um  A  mit  dem  Radius  r  verzeichneten  Kreislinie.  Die 
Gesammtheit  der  Stellen  x,  fttr  die  |  a;  —  a  |  <  r  ist,  liegt  innerhalb 
des  genamiten  Kreises  und  macht  die  Umgang  r  von  a  aus. 

Weü 

ah^{a^  +  Ojt)  (6i  +  \i)  —  {aj)^  —  0,63)  +  i{a^\  +  a^b^) 
ist,  so  gilt 


a6|-V(a,6,-a,6,)»+(a,6,+a,M*-V(V  +  0(V+6,')-|«ll*i; 
und  weil 


ist,  so  wird 


a_  _  (g,  hl  +  a^  6,)  +  •(fl» &i  --  «i  &t) 


a 
T 


l/{<h  ^1  +  «1  g»t)'  +  (gj  ^  —  «1  &»)* 

y       (&i*+v)' 


0 


§  19.    Die  Moivre'sche  Formel  und  ihre  Anwendung. 

1.  Setzt  man 

a^^Ti  (cos  a  +  *  sin  a),    6  ■=  r,  (cos  /S  +  i  sin  /J) , 


*)  litteratnr:  Qauss  Ges.  W.  II  p.  169. 

Hankel:  Zar  Theorie  der  complezen  Zahlensysteme  1867. 

Weieratrass:  Zur  Theorie  der  aas  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen 

Grössen  1884  in  den  Göttinger  Nachrichten. 
Schwarz,  Dedekind,  Holder  (ebendaselbst  1884,  1886  und  1886). 
Berloty:  Theorie  des  quantit^s  complexes  &  n  unit^s  principales  1886. 
Stole:  (Vorlesnogen). 
Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  die  Anf&ssangen  Dedekind*B  and  Poincar^'s  über 
die  Zahlensysteme  zu  berflhren,  and  aof  die  neaeren  Arbeiten  von  Study,  SchefPers 
and  Mollen  zu  verweisen. 

Bivrmann,  Blementa  der  höheren  Mathematik.  8 
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so  folgt 

ab  «»  r^r^  (cos  (a  +  /J)  +  i  siii  («  +  ß))  j 
also 

a*  =  r^  (cos  2a  +  *  »^  2«) . 

Wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  ist  daher 

a»  sa  rj  (cos  wa  +  %  sin  wa). 


Da  ebenso 


r-  =  7"  (cos  (a  —  /J)  +  t  sin  («  —  /3)), 


»•i 


—  =  --  (cos  (—  /J)  +  i  sin  (—  /J)), 

-1  =  -L  (cos  (—  nß)  +  i  sin  (-  nß))  =  ft— 

ist^  so  gilt  die  Formel 

(cos  «  +  i  sin  a)**  «=»  cos  (j)a)  +  t  sin  (pa) 

sowohl  für  positive  als  auch  für  negative  ganze  Zahlen  p. 

Indem  man  in  der  letzten  Formel  beiderseits  die  p^  Wurzel  zieht 
und  pa  mit  a    bezeichnet,  erhalt  man 

(cos  —  +  i  sin  — j  =»  (cos  a'  -f-  i  sin  «')' 
und  hierauf 

(cos  -^  +  *  sin  — j   —  (cos  «'  —  +  *  sin  a  — )  =»  (cos  a'  +  %  sin  a')^, 

wo  g  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.    So  ist  ersichtlich,  dass  die  Formel 

(cos  a  +  i  sin  «)"» «=»  cos  ma  •{-  imima 
auch  gilt,  wenn  m  eine  rationale  g^ochene  Orosse  ist.    Doch  weil 
sin  («  +  21ä)  =  sin  a,     cos  (a  +  21ä)  =  cos  a 

ist,  wenn  unter  Je  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ver- 
standen wird,  so  lautet  diese  nach  Moivre  benannte  Formel  aus- 
führlicher: 

(cos  «  +  *  sixT«)*"  -a  (cos  (a  +  2hx)  +  i  sin  («  +  2*«))"'  — 

=  cos  (ma  +  2mk7t)  +  »  sin  (wa  +  2mhx). 

2.  Für  eine  ganzzahlige  Grösse  m  hat  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Formel  nur  einen  Weri>h;  ist  aber  m  eine  ge- 
brochene Grösse  -^ ,  die  wir  uns  auf  eine  solche  Form  gebracht  denken, 
dass  die  ganzen  Zahlen  fk  und  v  relativ  prim  sind,  so  nimmt 

cos  (~  «  +  2  ~  Jcx)  +  »  sin  (—  a  +  2  —  Jcxj  (a) 

H  verschiedene  Werthe  an,  wenn  man  k  alle  positiven  oder  negativen 
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ganzzahligen  Werthe  beilegt.  In  der  That,  gibt  man  k  zonäcbst  zwei 
verschiedene  Werthe  ans  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  •  •  •  (fi  —  1)  und 
zwar  die  Werthe  X  nnd  X\  so  kann 

cos  (a  —  +  2il  —  ä)  +  *  sin  (—  a  +  2il  —  ÄJ 
nur  gleich 

cos  (a  —  +  2A'  ~  ä)  +  i  sin  (—  ft  -f-  2il'  ~  «) 


seuiy  wenn 


a  .  -  +  2  A  ~  «  —  «  -  +  2r  -^  +  2xÄ 

ist^   wo  X  eine  ganze  Zahl  bezeichnet;  doch  diese  Beziehung  ist  nicht 
möglich,  denn  es  müsste 

(A  — il')v-=x^ 

sein,  und  das  geht  nicht  an,  da  weder  v  noch  (il  —  X')  durch  ft  theil- 
bar  ist. 

Daher  erhalt  man  wirklich  fi  verschiedene  Werthe  f&r  die  fi^ 
Wurzel  aus  der  v^  Potenz  von  (cos  a  -\-  isixi  a),  wenn  man  in  dem 
Ausdrucke  (a)  k  die  fi  Werthe: 

0,l,2,...(,t-l) 
gibt  —  Setzt  man  hierauf  &  »»  A  -f-  x  fi ,  so  wird  wegen  der  Beziehungen : 

cos  (~  «  +  2A  ~  «  +  2xvn)  «  cos (~  «  +  2A  —  otj , 
sin  (—  «  +  2il  —  «  +  2xvn)  «■  sin  (-^  a  +  2A  —  «j 


kein  neuer  Werth  für  /(cos  a  +  t  sin  «)"  hervorgehen. 

Damit  ist  erwiesen,  daas  die  m^  Wureel  aus  (cos  a  +  *^üi  a)  die 
m  Werthe  tesitgt,  welche  in 

««-te  +  ^)  +  *"'^fe  +  ^)        (*-0,l,2,...(m-l)) 

niedergelegt  sind. 
Da 

1  es.  cos  0  +  *  8Ü1 0>    —  1  =  cos  Ä  +  i  sin  Ä 

zu  setzen  ist,  weiss  man  nunmehr  je  m  Werthe  für  "/l    beziehungs- 


m, 


weise  für   y^—1  anzugeben,  d.  L  je  m  Werthe,  die  die  Gleichungen 

a^— 1=0,    a:"»+l-«0 
erfüllen.     Sie  lauten: 

cos  ^  + »sin  ?^        (*-0,l,2,...(m-l)) 

oder 

8* 
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-'-^±--^'     (*'-«' 1' 2'- -((t))) 

beziehungsweise : 

co8(^)^  +  tsin(?*4J^        (Ifc^O,  1,2,. ..(«-!)) 
oder 

eos  <^^  ±  i  sin(?^»>^        (f-  0, 1, 2, . . .  (fü^))), 

wobei  unter   ((y))  ^nd  (v    T   ))  die  grössten  in  (yj  oder  ^"*  ^  j 

enthaltenen  ganzen  Zahlen  verstanden  sind. 

Damach  sind  die  Werthe  von  a;,  welche  die  Gleichung  x* — 1=0 
erfüllen: 

1,     cos  — 4:«sin-j-    oder     1,    ^  ,     j-^— • 

3.  Unter  den  m**°  Wurzeln  der  Einheit: 

£f^  »  cos  -^  +  i  sin  -^        (*  «»  0, 1,  2,  •  •  •  (m  —  1)) 

heissen  diejenigen  primitiv,  die  zu  keiner  niedrigeren  Potenz  als  der 
w*^  erhoben  1  geben. 

Soll  (£a)*  «»  1  sein,  so  muss  —  eine  ganze  Zahl;  also  n  ein  Viel- 
faches von  m  sein,  wofern  Je  gegenüber  m  relativ  prim  ist.  Daraus 
sieht  man,  dass  nur  diejenigen  m^^  Einheitswurzeln  £k  primitiv  sind, 
für  die  k  gegenüber  m  relativ  prim  ist.  —  Ist  aber  £  eine  solche 
Wurzel,  so  sind  die  w*^  Wurzeln  der  Einheit  «*  (fc  —  0, 1,  •••  (m  —  1))  in: 

a<^  —  1,    «S    «*,'••  «'""^ 

enthalten,  weil  ja  £"  e=  1  und  £*"*  «a  1  ist,  aber  niemals  eine  dieser 
Grössen  5^  einer  anderen  e*  unter  ihnen  gleich  sein  kann,  da  sonst 

£^-"  =  1 

wäre,  obwohl  doch  erst  die  m^  Potenz  von  s  gleich  1  sein  sollte.  — 

4.  Indem  man  eine  Grösse  a  '=^  a^-^  a^i  in  der  Form  darstellt 

I  a  I  (cos  a  -f-  i  sin  a), 
kann  man  auch  m  Werthe  angeben,  welche  die  „binomische^'  Gleichung 

rc™  —  a  =  0 
befriedigen,  und  zwar  sind  diese  Werthe: 

oder 
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V^\  i^^  i  +  *  ^^^i)  (^^^  ^  +  *  ^^^)  (*"'0;l;2,...  (m~l)), 

WO  y\  a  I  die  positive  reelle  m**  Wurzel  aus  ( a  \  bedeutet. 
Die  dem  Werthe  i  «=  0  entsprechende  Grosse 

j/H(co8^  +  i8in^) 

heisst  der  Haupiwerth  der  m*^  Wurzel  aus  a.  Diesen  Werth  bezeichnen 

wir  mit  }/a,  i.  h.  unter  dem  Zeichen  y  a  verstehen  wir  —  wenn  nichts 
anderes  gesagt  ist  —  nicht  eine  mehrdeutige  Grösse  ^  sondern  den 
Hauptwerth  der  Wurzel. 

Beispiel :  Ist  a  »»  —  (l  +  »  V^)  ■*  2  (cos  -^  +  t  sin  -~j ,  so 
wird  die  Gleichung 

iC*  +  (l  +  »l/3)  — 0 
durch  die  Werthe  befriedigt: 

]/2(co8if  +  »8inif)(co»i|^  +  »8in?^)        (*-0,l,2) 
oder  —  was  dasselbe  bedeutet  —  durch 

6.  Es  ist  bekanntlich  "^a*  ■»  y^ ,  d.  h.  die  w**  Wurzel  aus 
a^  ist  auch  die  (m&)^  Wurzel  aus  a^K  Damit  aber  eine  Lösung  der 
Gleichung  aJ**  —  a"*  =  0,  d.  h,  einer  der  Werthe: 


a?-]/|a|-(cos^  +  ism^j(cos^  +  *sm^j 

A  —  0, 1,  2  •  •  •  (m*  —  1) 

unter  den  Lösungen  der  Gleichung  x'^  —  a*  «-  0  vorkomme,  ist  offen- 
bar nothwendig  und  hinreichend,  dass  k  durch  k  theilbar  sei.  •— 
Es  ist  immer 


damit  aber 

ms —  m 


m/—\n        m^ 

^1  _  Vor  • 


l/~I         l/i     il/        na  +  2X«    ,     .    .    na  +  2X«\ 

|/a»  —  ^ |a I»  (cos  — ^ +  %  sm— ^ ) 


/l/~\        i/i     .    /        na  +  ^nhn    .     .    .    na  +  2nhn\ 

werde,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  A  von  der  Form  sei: 
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und   demnacli  ist  l  durch  den  grossten  gemeinsamen  Theiler  von  n 
und  m  theilbar. 

Wir  haben  damit  die  rationalen  Fotenem  complexer  Grössen 

a  «OB  I  a  I  (cos  a  +  t  sin  a) 

besprochen.  — 

6.    Ist  der  Potenzexponent  n  eine  zu  der  Fundamentalreihe 

Wi,  n»,  •  •  •  n^,  •  •  • 

rationaler  Grössen  gehörende  Grösse ,  so  versteht  man  unter  a'  die  zu 
der  Fundamentalreihe 

a""  «.  I  a  |"''(cos  riria  +  2ää)  +  %  sin  n^  (a  +  2i«))        (v  —  1,  2, 3  -  •  -) 

gehörende  Grösse.   —  Da  cos  x  und  sin  x  stetige  Functionen  des  Ar- 
gumentes sind,  wird  bei  bestimmten  Werthen  h: 

lim  cos  ftr  {a  +  2ä:ä)  =  cos  n^a-^-  2hn), 


V=ss  OD 


lim  sin  n,  (a  +  2ä;ä)  =  sin  n  (a  +  2hn), 

und 

lim  I  a  p"  •  (lim  cos  n»  (a  +  2A;ä)  +  i  lim  sin  n»  (a  +  2Ä;«)) 

hat  einen  bestimmten  Werth.     Dieser  Werth  definirt  a\ 

Entsprechend  den  unendlich  vielen  ganzzahligen  Werihen  f&r  i 
und  den  unendlich  vielen  Werthen  von  n(a  -\-  2kx)j  die  nicht  blos 
um  ganzzahlige  Vielfache  von  2it  von  einander  verschieden  sind,  hai 
aber  die  irrationale  Potenz  unendlich  vide  Werthe.  — 

An  dieser  Stelle  bleibt  die  complexe  Potenz  einer  Grösse  a  noch 
unerklärt.  — 

(Siehe  Cauchy,  Analyse  Alg^brique.) 

7«  Aus  der  Moivre^Bchen  Formel 

(cos  a  +  t  sin  «)"•  =  cos  w«  +  *  si°  ^^f 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  sei,   entnehmen  wir  durch  Entwick- 
lung von 

(cosa+isina)'"=cos*"a+i(^jcos"*~*asin«  —  (^jco8'"""*asin*« 

und   durch   Yergleichung   mit   cos  m  a  -f"  ^  sin  m  a   die  Darstellungen 
von  cos  «na  und  sinmcc  in  der  Form: 

cosm«=cos*"a— (^jcos"»-*asin*a-|-(^jcos"»-^asin*a , 

sinm«=»(^jcos«-iasina  — (^)cos"*-'asin»a+(^)cos'«--5„gin5^ 

Die  Ausdrücke  für  cos  ma   und   sm  ma  sind  somit  gange  Fundionen 
von  cosa  und   sina.    Insbesondere  gilt 
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cos  2a  «a»  cos*  a  —  sin*  a , 

cos  3a  —  cos'  a  —  3cos  a  sin*  a, 

cos  4a  —  cos*  a  —  6  cos*  a  sin*a  -|-  sin*  a, 

cos  5a  =  cos^  a  —  lOcos'  a  sin*  a  +  5cos  a  sin*  a , 


sin  2a  «=  2co8  a  sin  a ; 

sin  3a  •»  3cos*  a  sin  a  —  sin*  a , 

sin  4a  «»  4cos*  a  sin  a  —  4co8  a  sin*  a , 

sin  5a  =*  5cos*  a  sin  a  —  10  cos*  a  sin*  a  +  sin*  a , 

und  wegen  cos*  a  -f-  sin*  a  »=  1  kann  man 

cos  ma  ^=^  cos  2na  *=»  cos*"a  —  (  **)  cos**~*  a  (1  —  cos*  a)  +  •  •  • 

+  (-  l)"ö  (1  -  C08»  «)• 

als  ganze  rationale  Function  von  cos  a  darstellen^  und  auch  als  ganze 
rationale  Function  von  sin  a.  —  Ebenso  ist  -. in  eine  sanze 

sm  a  COB  a  ^ 

rationale  Function  Ton   cos  a   oder  sin  a   entwickelbar;   und  bei  un- 
geradem  m  =  2n  +  1  ist  und  — : sowohl  als  sanze  ratio- 

D  ■  C08  a  sina  ® 

nale.  Function  von  cos  a  als  auch  von  sin  a  darstellbar.  — 
So  erhält  man  insbesondere  die  Formeln 

cos  a  =  cos  a ,      cos  2a  =  2cos*  a  —  1 , 

cos  3a  =  4co8*  a  —  3cos  a,     cos  4a  «=  8cos*  a  —  8cos*  a  +  1, 
cos5a»a  16cos*  a  —  20cos*a  +  öcosa,    cos6aa>i32cos^a  —  48co8*a+ 

+  18cos*a  — 1 
usw.,  aus  denen  man  ablesen  kann,  dass 

cos  ma  —  2cos  a  •  cos  (tn  —  1)  a  —  cos  (w  —  2)a 
ist,  wie  es  auch  die  Relation 

cos  (x^  +  o;,)  =  2cos  x^  •  cos  x^  —  cos  (x^  —  x^ 

vorschreibt. 

Man  kann  umgekehrt  die  ganzzahligen  Potenzen  von   cos  a  und 
sin  a  durch  die  cosinuse  und  sinuse  der  vielfachen  Argumente  ausdrücken. 

In  der  That,  setzt  man 

cos  a  +  i  sin  a  =  a,    cos  a  —  t  sin  a  -»  a', 
also 

2  cos  a  «=»  a  +  ^S    2  t  sin  a  =  a  -—  a', 
so  wird 
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(2coB  «)«  —  (a  +  a')"* ,    (2i  sin  «)»  —  (a  —  aj^ 
und  wegen  aa'  =  1 , 

(2 sin  a)'»i«  —  a«»  +  (—1)»» a«  —  (^)  (a«-»  +  (— l)»-«a "•-«)  + 

+  (J)  (a*"-*  +  (—  ir-*  a'«-*) . 

Weil  aber 

(««-«A«  +  a'«-«/')  =  2cos  (w  —  2/i)  a 
ist,  so  folgt: 

2««-i.cos«««  — cos  2n«  +  (Y)co8(2w— 2)«+  (^^)  cos(2n  -  4)  «  +.•• 

+(.!!.)".  2.+ 4  c:). 

21.  cos»«+i  a  -  cos  (2n  +  1)  a  +  ("*+*)  cos  (2«  -  1)  «  + 

+  ("•+')  cos  (2n  -  3)  «  +  . . .  +  ('-+  ')  cos  «, 

und  in  ahnlicher  Weise: 

(—  1)»  2»«-i  sin«"  «  —  cos  2n  «  -  (\**)  cos  (2n  —  2)  a  +  •  •  • 

+  (-  1)-^  Cl\)  cos  2a  +  (-  1).  i-  (^),. 
(-  1)»  2«»  sin««+ia  —  sin  {2n  +  1)  a  -  f  "j*"*)  sin  (2n  -  1)  a  + 

+  C%+  *)  sin  (2n  -  3)  «  -  ...  +  (-  1)-  f "  +  >in  «, 

also  insbesondere 

2  cos*  «=«  cos  2a  +  1, 
4  cos^  a  =  cos  3«  +  3  cos  a , 
8  cos*  a  =  cos  4«  +  4  cos  2a  +  3 , 
16  cos^  a  «=  cos  5a  +  5  cos  3a  +  10  cos  a, 

—  2  sin*  a  =  cos  2a  —  1 , 

—  4  sin*  a  »>  sin  3a  —  3  sin  a, 

8  sin*  a  »s  cos  4a  ~  4  cos  2a  +  3 , 
16  sin*  a  =  sin  5a  —  5  sin  3a  +  10  sin  a, 


(Siehe  Cauchy  A.  A.,  Cap.  VII.) 
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§  20.    üeber  unendliche  Beihen  ans  complexen  Orössen. 

!•  An  dieser  Stelle  wollen  wir  auch  die  unendlichen  Beihen  ans 
complexen  Grössen 

Oy  ■■  «/  -f-  «/'  i    (v  ■■  0, 1, 2,  •  •  •) . 
knrz  betrachten. 

CO 

Man  nennt  die  Beihe  ^  a^  convergent  und  «  «=  (t'  +  1 6"  ihren 

GrenMwerthj  wenn  jeder  positiven  Grösse  8  eine  ganze  Zahl  m  derart 
zuzuordnen  ist,  dass  bei  jedem  Werthe  n  ^  m  der  absolute  Betrag 
der  Differenz  aus  der  Partialsumme 

n  n  n 

a.  —  2'"'  —  2'  <*»'  +  *  ^  "»"  "■  "*  +  * ''""  * 
und  einer  bestimmten  endlichen  Grösse  s  kleiner  wird  als  8y  wenn  also 

Bestehen  diese  Ungleichungen,  so  ist  auch 

\<-6'\<8    und    \6:'^6''\<8, 
d.  h.  die  Partialsummen 


'  —  ^  «/     und   6n   —  ^  «»" 


haben  die  Grenzen  6'  und  <r'',  und  die  unendlichen  Beihen 

OD  OD 

^  «r'     und     ^  u^" 

yssO  raaO 

convergiren  und  besitzen  die  Grenzwerthe  ts'  und  6'\ 

Convergiren  umgekehrt  diese  Reihen  atis  den  reellen  und  imaginären  Be- 


standtheilen  der  Grössen  a^^^  a^'-^- 1 «»",  so  convergirt  auch  die  Reihe  ^  a^ , 

r— 0 

denn  mit  den  Ungleichungen 

\6:-6'\<s,    \6n''—6"\<ß    (n^m) 

ist  gleichzeitig 

\8n  —  (ö'+i6'')\'^\8n  —  s\<28^d    (n^m). 

2«  Die  fMfihwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Convergen» 
der  ursprünglichen  Reihe  liegt  in  den  keiner  Erklärung  mehr  bedürfenden 
Ungleichungen 

«n+y  —  8n\<ä    (n  ^  m;  1/  =  1,  2,  3  •    ■) ; 
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es  mtiss  also  nothtvendig 

lim  I  a,  I  «s  0 

VbsoO 

sein.  — 

00  00  00 

3.  Die  Reihe  ^  o,  ™  ^  «/  +  i  ^  a/'  convergirt  unabhängig  von 

VsaO  yssO  V:aU 

der  Anordnung  der  Glieder,  wenn  die  Reihen 

00  00 

^ttr    und   2^a," 
tm&€ä»»tj^^  convergiren,  wenn  also  die  Reihen 

00  OP 

conTergent  sind.  — 

00  OB 

Sind  die  Reihen  ^  |  «/  |;    ^  \  «/'  |  convergent,   so    convergiit 
auch  die  Reihe 

00 


und  weil 


2'(l«''l  +  l«'"l)5 


«;  1  +  I  a,"  I  ^ !/«;» +  «,"»  —  I  a, 

ist,  eoMver^wi  die  Beihe  aas  den  absolaten  Beträgen  der  Glieder  o»: 
TTann  umgekehrt  die  Reihe  aus  den  absoluten  Beträgen  \  o,  |  convergirt, 

OD 

convergirt  auch  die  Reihe  ^  o, ,  denn  wegen  der  Ungleichungen : 

I  ^  I  ^  I  *»'  I     ^^^     I  ^»  I  ^  I  *»"  I 
convergiren  die  Reihen 

OD  00 

2^«;   und    2^«/' 

absolut. 

Demnach  sieht  man:  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Reihen  aus  unendlich  vielen  complexen  Grössen  unab- 
hängig von  der  Anordnung  der  Glieder  convergiren,  besteht  in  der  Con- 
vergensi  der  Reihen  der  absoluten  Beträge  der  Glieder, 

OD 

Die   Grenzwerthe    solcher    ^^absolut   conyergenter''  Reihen    ^,a> 


yaO 


dürfen  wieder   als   Summen   der   Reihen   aufgefiasst   werden   und   die 
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Rechnmigsoperationen  mit  solchen  Reihen  sind  ebenso  wie  die  mit 
den  xmbedingt  'convergenten  Reihen  reeller  Grössen  auszuführen.  — 
(Es  gelten  auch  den  Sätzen  in  §  7,  Nr.  6,  c  und  §  1,  Nr.  10  ent- 
sprechende Sätze  fOr  complexe  Grossen  a^,,-  — ) 


00 


Falls  ^  I  o,  I   eine  divergente  Reihe  ist;  kann  die  Reihe  ^  a^ 

höchstens  bedingt  convergiren,  d.  h.  bei  bestimmt  gewählter  Anord- 
nung der  Glieder  convergent  sein. 

QP 

4.  Für  die  Reihen  ^^  a,  aus  complexen  Grössen  sind  zwei  Sätze 

noch  bemerkenswerthy  die  den  Sätzen  in  §  7  Nr.  3  entsprechen: 

Der  absolute  Betrag  der  Summe  von  belidng  vielen  uHUkürlich  ge- 
wählten Gliedern  einer  absolut  convergenten  Beihe  bleibt  kleiner  eis  eine 
endUdie  positive  Grösse  G. 

00 

In  der  That,  ist  die  Reihe  ^  \  a,  |  convergent,  so  kann  man  dieser 

eine  solche  positive  Grösse  G  zuordnen,  dass  die  Summe  von  beliebig 
vielen  Gliedern  kleiner  ist  als  G.  Weil  aber  der  Betrag  einer  Summe 
von  Grössen  höchstens  gleich  ist  der  Summe  der  Beträge  der  Grössen, 
bleibt  umsomehr  der  Betrag  der  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern 
der  Reihe  der  a^  kleiner  als  G. 

Kann  man  umgekehrt  eine  Grösse  g  so  angeben,  dass  für  jedes  n 

Xi  I  ^  I  <  j^  i^^i  SO  convergirt  die  gegd>ene  Beihe  absolut     Wenngleich 

dieser  Satz  keines  weiteren  Beweises  mehr  bedarf,  stellen  wir  doch 
folgende  üeberlegung  an:  Nehmen  wir  aus  der  angeschriebenen  Summe 
die  Glieder  heraus,  in  denen  der  reelle  Theil  positiv  ist,  und  nennen 
sie  y/  +  dpi,  so  ist 

n  n 

Ebenso  ist  g  grösser  als  die  Summe  der  Beträge  der  reellen  Theile 
von  den  Grössen  a,,  welche  negative  reelle  Theile  haben;  g  ist  grösser 
als  die  Summe  der  Beträge  der  imaginären  Theile  von  den  Grössen 
Oy,  welche  positive  oder  welche  negative  imaginäre  Bestandtheile  be- 
sitzen. Aber  dann  convergiren  nach  dem  früher  angegebenen  Satze 
die  Reihen 


OB 


2'l«/|  und  2!«'" 
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und  umsomehr  ist  die  Reihe 

OD 

2 

convergent.    (Nr.  3.)  — 


dt 


5.  Ist  die  onendliche  Reihe  ^  a^  absolut  convergent,  und  sind 

Cy  (v  SS  0^  1,  2  '  •  •)  Grössen,   die  dem  Betrage   nach  kleiner  sind    als 
eine  angebbare  Grösse  Gj  so  convergirt  auch  die  Reihe 

^0^0  +  ^1«!  +  ^2«i  H • 

CD 

Ist  die  unendliche  Reihe  ^.a^  convergent  und  sind  c^y  c^fC^f"- 
solche  compleze  (oder  reelle)  Grössen,  dass  die  Reihe 

I  Co  —  Ci  I  +  I  Ci  —  Ci  I  H h  I  Cr  —  Cir+i  I  H 

convergirt,  und  lim  Cy  einen  endlichen  Werth  besitzt,  so  convergirt  auch 

die  Reihe 

^^o^^o  +  ^^i  +  ^^  H f 

denn  die  unendliche  Reibe 

00 

^,  (Cy  —  Cr+l)  St 
V— 0 

ist  absolut  convergent  und  es  gilt  (vne  in  §  7,  Nr.  12) 


m 


^Cf^üf,  —  (C6  — Cl)50  +  (pl—  ^)«1  H h  (^-1  —  Cm)«m-1  +  ^S«  - 

§  21.     Ueber  xmendllohe  Frcdxiote  aus  oomplezen  Grösaen. 

1«  Sind  die  complexen  Grössen  Ci,  Cs,  •  •  •  von  Null  verschieden 
und  derart,  dass  zu  jedem  Werthe  v  ein  bestimmter  von  Null  ver- 
schiedener endlicher  Werth  c,  gehört,  wobei  zugelassen  ist,  dass 
lim  I  Cy  I  über  jede  Grenze  wächst  oder  unter  jede  Grenze  hinabsinkt, 

und  ist 

n 

Cid  •  •  •  c»  •=  jj  2  c»  ^  -P»* 

SO   heisst   der  Grenzwerth   lim  P«  der  Werth   des   unendlichen  Pro- 


OD 

ductes:  /  Z^- 


VtBl 


Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Oanvergenä 
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des  unendlichen  Rrodudes  —  die  ebenso  wie  früher  zu  definiren  ist  — 
liegen  in  Ungleichungen 

^  —  1    <€     (n^m,  f;  =  l,2,3,...)- 

n 

Die  nothu?endige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  das  un- 
endliehe  Product  /  J  (1  +  öj»)  olsoUU,  d.  h.  dass  j[  J  (1  +  |  «^  | )  conr 

00 

vergirt,  besteht  in  der  absoluten  ConvergenB  der  Beihe  ^o,.     Das  ab- 

solut  convergente  Product  convergirt  unbedingt. 

2.  Diese  Sätze  lassen  sich  ebenso  beweisen,  wie  die  über  Prodncte 
reeller  Factoren.  Doch  0um  Beweise,  dass  das  unbedingt  convergente 
Product  auch  absolut  convergirt,  haben  wir  noch  besondere  Betrach- 
tungen nöthig.  — 

Jedes  beliebige   Theilproduct   des    unbedingt   convergenten  Pro- 

00 

ductes  -P  =  /  /  (1  +  ötv)  ist  —  wie  wir  auch  schon  wissen  —  con- 


»»1 


vergent.    Zerlegen  wir  daher  P  in  Theilproducte: 

JJ(1  +  yO)  +  ^;)  i),         JJ(1  _  y(.)  +  sw  i), 

JJ(1  +  y<.)  _  d(.)  ,•),         2J(1  -  y(*)  -  d«  0, 

wo  die  Grössen  y^  und  ö^  positiv  und  reell  sind,  so  müssen  auch  diese 
Prodacte  convergent  sein.  Wenn  wir  nun  zeigen  könnten,  dass  die 
nothwendige  Bedingung  für  die  Convergenz  der  Theilproducte  in  der 
der  Beihen 

00  CO 

2'yW,    ^nstj»      (^-1,2,3,4) 

00 

liegt,  so  wäre  erwiesen,  dass  die  absolute  Conyergenz  der  Beihe  ^  a^ 

für  die  absolute  Conyergenz  des  unbedingt  convergenten  Productes  P 
nicht  allein  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig  ist;  denn  wenn  die 

00 

vorhin  genannten  Beihen  convergiren,  convergirt  die  Beihe  ^  \  o,  |  und 

P  ist  absolut  convergent. 

Zum  Bewebe  des  verlangten  Satzes  ist  entweder  zu  zeigen,  dass 
ein  Product  der  Gestalt 

00 

JT(i  +  yr +  *,»), 

»==1 
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wo  die  reellen  Grössen  y^  und  ebenso  die  reellen  Grossen  d^  je  einer- 

00  CD 

lei  Zeichens  sind,  convergirt,  wenn   ^  (y^  +  ^y  0   <>der  wenn  ^  y» 

OD 

und  ^  Sy  convergent  sind,  oder  es  ist  zu  zeigen,   dass  das  Prodnct 
mit  der  Reihe  ^  (y^  +  ^r  0  divergirt 


Dabei. ist  zu  bemerken,  dass  hier  nur  von  absolut  und  unbedingt 

00 

convergenten  Reihen  ^  (y^  +  '» *)    ^i^    Rede   sein  kann,    weil   die 

y,  und  die  d,  einerlei  Zeichens  sind;  und  dass  andrerseits  lim  |y,|BBO, 
lim  {  dy  I  a»  0  ist,  sonst  wäre  P  nicht  conTergent. 

fsssoo 

Im  Falle  alle  Grössen  dp  Null  sind,  ist  uns  der  Satz  yon  früher 
bekannt. 

Im  Falle  alle  Grössen  y.  Null  sind,  wird 

n  n 

und   somit   ist   |  P«  |    und    lim  |  Pr  |  =■  |  P  |    endlich   (von   Null   ver- 


■TsssOO 


schieden)  und  bestimmt,   sobald  ^  d,^   conyergirt  und   zwar  selbst 


v»l 


2 

»«=0 


dann,  wenn  auch  ^S^  divergirt.    Aber  das  Product 


P^r  +  P"i^\p\(^  +  i^) 


00 


ist  unbestimmt  und  somit  divergent,  weim  ^  d,  divergirt,  gleichviel 


2 
■2 


00 


ob  dabei  ^  *,«  convergirt  oder  divergirt. 
In  der  That,  wäre 

.^i!S  (fti + *  itr) 


n: 

00 


bestimmt,  wenn  ^  d,  divergent  ist,   so  müsste  wenigstens  eine  der 

Grössen  P'  oder  P"  entweder  einen  von  Null  verschiedenen  bestimmten 
endlichen  Werth  haben — beide  können  wegen  der  Ungleichung  |  P|*>  1 
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nicht  Ntdl  sein  ~ —  oder  sie  müsste  in  bestimmter  Weise  ^  d.  i.  positiv 
oder  negativ  unendlich  werden,  und  es  liesse  sich  in  beiden  Fällen  z.  B. 
fÄr  die  Reihe  der  Grössen  P/  (n  =-  1,  2,  3,  •  •  •)  eine  solche  Zahl  m  an- 
geben, dass  für  alle  n'^m  Fn  dasselbe  Zeichen  behält  und  {  P/  |  grösser 
bleibt  als  eine  positive  Ghrösse  g.  Doch  diese  Annahme  wird  sich 
bald  als  unzulässig  herausstellen. 

Der  einfacheren   Erledigung   wegen   setzen   wir   dy «»  ed^,    ver- 
stehen unter  den  dn  positive  Grössen  und  geben  £  den  Werth  +  1;  je 

nachdem  dn  ^0  ist     Nun  bilden  wir 

P.+1  =  Pi+i  +  i  P;Vi  =  {P:  +  i  P:)  (1  +  adn+i  i) , 
ujid  finden,  dass 

K^l  ^  Pn   —  Sdn  +  l  Pn,      P«  +  l  =  Pn  +  «^n+l  Pn 

ist^  sowie 

Pn-^n  =  Pn-\-fi  —  l  —  ^dn-^fi  Pn-^fi  —  lf 
Pn-^fi  =*  Pn4-/i— 1  +  sdn-^-ft  Pn-{-,u  —  l  •    

Durch  Addition  der  den  Werthen  fi  =«  1,  2,  •  •  •  v  zugehörenden  Glei- 
chungen dieser  Art  entsteht 

J^+y  —  JRi  —  «  (dn+l  Pi'  +  dnJ^i  P«4-l  + h  ^n+y  Pn+v— l), 

Pn^y^  Pn  +  B  (dn  +  l  Pn  +  ^n+i  P«H-1  H h  4+r  Pn+r-l). 

Multipliciren  wir  die  letzte  Gleichung  mit  £  und  mit  einer  Grösse  £% 
die  die  Werthe  +  1  annehmen  soll,  je  nachdem  P«  für  h  ^  w  be- 
ständig positiv  und  grösser  als  g  oder  beständig  negativ  und 
\  Pn\> g  ist,  so  wird  ersichtlich,  dass 

Ss'Pn+y  >  Se'Pn  +  g  (dn^l  +  (?n+i  H H  d^^y) 

ist;  doch  weil  wegen  der  vorausgesetzten  Divei^enz  der  Reihe  ^  d, 

die  Summe  der  Grössen  dn^f^  bei  passend  gewähltem  v  beliebig  gross 
gemacht  werden  kann,  lässt  sich  v  so  wählen,  dass  es'Pn^y  grösser 
wird  als  jede  noch  so  grosse  Grösse  G. 

Dasselbe  gilt  von  se'  Pn^r+x  (A  ■=»  1,  2,  3  •  •  •),  weil  ja 

B€'  Pn+fi  -=^  es'  Pn+iu^l  +  S'  dn+^  PL-^^^l  (jl  =  V  +1,   V  +  2,  •  •  •) 

ist.     Jetzt  aber  kann  zufolge  der  aus  der  Beziehung: 

«'K+y  «=  fi'  P«  —  {dn+l  Bb'K  +  dn+i  Ss'Pn^i  -] 1-  dn  +  t  Ss'Pn+y-l) 

durch  Substitution  von  n  -|-  ^  ^^d  f^  <u^  Stelle  von  n  und  v  hervor- 
gehenden Gleichung: 

a' Pn+t^fi  kleiner  gemacht  werden  als  Null,  d.  h.  negativ. 

Dieser  Wechsel  des  Vorzeichens  von  P^+,^^  gegenüber  dem  von 
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Pn  (n'^m)  widerspricht  der  Annahme^  dass  die  Grossenreihe  der  P^^s 
dasselbe  Vorzeichen  beibehält.    Die  Annahme  war  also  nicht  zulässig. 

Ebensowenig  können  wir  bei  den  Grössen  P^  (^  ^  tu)  einen 
Wechsel  des  Zeichens  ausschliessen. 

Endlich  aber  kann  auch  keine  der  Grössenreihen  Pn,  P«  f&r  lim  n^=^oo 
nach  Null  convergiren,  denn  die  andere  müsste  dann  in  bestimmter 
Weise  d.  i.  ohne  fortwährenden  Zeichenwechsel  endlich  oder  unendlich 
werden,   was  nicht  möglich  ist.     So  sehen  wir,  dass  das  unendliche 


OD 


Product  jj  j  (1  +  *yi)  mit  der  Reihe  ^  dp  in  der  Art  diyergirt,  dass 


P 

unbestimmt  ist. 


P. 

Gehen  wir  jetzt  wieder  zu  dem  unendlichen  Producte 


00 


■p-JT(i +>''+*'»') 


f  =1 


zurück,  denken  die  endliche  Anzahl  von  Factoren  herausg^riffen,  in 
denen  |  yv  |  oder  auch  |  ^r  |  ^  1  ist,  und  setzen  bei  den  übrigen  Factoren 

l  +  y,  +  «J,»_(l  +  y,)(l  +  j^), 

P 

SO  ist  ersichtlich,  dass  r-pi  dann  unbestimmt  wird,  wenn  das  Product 


Ü('^^) 


diyergirt.    Daher  ist  die  Convergenz  dieses  unendlichen  Productes  für 

OD 

VT      * 

die  von  P  nothwendig.  Wird  nun  angenommen,  dass  die  Reihe  ^  rx~ 
conyergent  sei,  so  folgt,  wenn  man 


J7(i+,.)-J7(i+i^) 


setzt,  dass  P  nur  dann  convergent  sein  kann,  wenn  auch  die  Reihe 

OD 

^,yv  convergirt. 

Bemerkt  man  noch,  dass  die  Reihe    ^.  :r-£ —    gleichzeitig    mit 

00 

der  Reihe   ^  dy  convergirt  und    dirergirt,    weil  lim  y^  «=■  0  ist^  so 

iF»!  r—09 
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darf  man  die  eben  genannten  nothwendigen  und  hinreichenden  Conver- 
genzbedingangen   anch  ersetzen  durch  die  Forderung;  dass  die  Reihe 

00  00  00 

^1  (yv  +  *v  0  oder  die  Reihen  ^  y»  und  ^  ö^  conyergiren. 

Nach  diesem  Satze  ist  die  früher  in  Frage  gestellte  Identität 
zwischen  absoluter  und  unbedingter  Convergensf  eines  unendlichen  Pro- 
ductes  aus  complexen  Grössen  Cy  «=»  1  +  «v  erkannt.  — 

Damach  rechnet  man  auch  hier  mit  den  absolut  (und  unbedingt) 
conyei^enten  Producten  aus  complexen  Zahlengrössen  so^  wie  mit  den 
früheren  Zahlengrossen. 

(Pringsheim,  Math.  Annal.  Bd.  XXXUL) 
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complexen  Variablen« 

1«  Eine  Grösse  x  heisst  eine  compUxe  Variable,  weim  sie  ver- 
schiedene (complexe  und  reelle)  Werthe  annehmen  kann^  und  die 
Variable  ist  unbeschränkt  veränderlich,  wenn  sie  alle  reellen  und  com- 
plexen Werthe  annimmt.  Jeder  einzelne  Werth  Xq  von  x  hat  in  einem 
Punkte  der  Zahlenebene  seinen  Träger;  die  Werthe  der  unbeschränkt 
veränderlichen  Grosse  x,  für  die  \x  —  Xq\  <ir  ist,  constituiren  die 
Umgebung  r  von  ^^  und  ihre  Träger  liegen  innerhalb  des  Kreises  mit 
dem  Radius  r  um  die  Stelle  Xq. 

Unter  einer  in  der  Nahe  einer  ersten  Stelle  Xq  stetig  veränder- 
lichen complexen  Grösse  x  verstehen  im  eine  Variable,  die  alle  Werthe 
annimmt,  für  die  \x  —  Xq\  kleiner  ist  als  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Grosse  d.  -  Die  Gesammtheit  der  Stellen  einer  complexen  ste- 
tigen Variablen  ist  demnach  durch  einen  gtmfach  ausgedehnten  Bereich  A 
in  der  Zahlenebene  darstellbar;  und  eine  Stelle  x'  ist  Grrenzstdle  dieses 
Bereiches,  wenn  in  jeder  (wenn  auch  noch  so  kleinen)  Umgebung  von 
x'  Stellen  vorkommen,  die  dem  Bereiche  A  angehören,  aber  auch 
Stellen  vorkommen,  die  A  nicht  angehören.  Ein  Bereich  A  heisst 
fMsammenhängend,  wenn  man  von  jeder  Stelle  in  dem  Bereiche  zu  jeder 
anderen  solchen  auf  einem  „verbindenden  Wege^'  gelangen  kann,  ohne 
die  Begrenzung  von  A  zu  betreten  oder  zu  überschreiten. 

Die  complexe  Variable  a;  =  5  +  *fl  yniii  unendlich  klein,  wenn  sie 
Werthe  annehmen  kann,  die  ohne  Null  zu  sein,  dem  Betrage  nach 
von  Null  um  weniger  verschieden  sind  als  jede  noch  so  kleine  positive 
Ghrösse;  und  sie  wird  unendlich  gross,  weim  sie  Werthe  annehmen  kann, 
die  dem  Betrage  nach  grösser  sind  als  jede  vorgegebene  positive  Grösse  G, 
Dazu  müssen  |  oder  rj  allein  oder  |  und  rj   unendlich  werden,   doch 

Biemftiin,  Element«  der  höheren  Mathematik.  9 
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das  Verhältnis  y  »=  tg9  kann  die  verschiedensten  Werthe  haben,  d.  h. 

es  kommt  in  der  Zahlenebene  jedem  dnrch  den  Nullpunkt  0  ge- 
zogenen Strahle  ein  unendlich  entfernter  Punkt  zu. 

Da  aber  in  den  meisten  Untersuchungen,  wo  eine  unendlich  wer- 
dende Grosse  x  auftritt,  das  Verhältnis  y  nicht  in  Betracht  kommt, 
spricht  man  auch  bei  complexen  Variablen  yon  einem  ^^bestimmien, 
eigentlichen  Unendlich*'  und  versteht  darunter  den  Werth,  den  —  für 

a;  =  5  +  *^"=0  besitzt,  wobei  das  Verhältnis  y  ganz  gleichgültig  ist 

Man  fasst  somit  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Zahlenebene  in  einen 
Punkt  o;  *=  cx>  zusammen,  und  diese  Festsetzung  besagt  nur,  in  wel- 
cher Art  man  den  Grenzprocess  vollzieht*). 

Jeder  in  endlichem  Bereiche  liegenden  unendlichen  Punktmenge 
ist  mindestens  eine  Häufungsstelle  zugeordnet,  derart,  dass  in  jeder 
beliebig  kleinen  Umgebung  derselben  unendlich  viele  Punkte  der 
Menge  liegen. 

Sind  unendlich   viele  Stellen  der  gegebenen  Punktmenge  ausser- 


*)  Man  beschreibt  diesen  Process  des  Näheren  z.  B.  dadurch,  dass  man  jedem 

im  Endlichen  gelegenen  Funkte  a;<»£-{-»?2  der  Zahlenebene  einen  und  nur  einen 

Punkt  der  Oberfläche  der  um  den  Punkt  0  gelegten  Kugel  mit  dem  Badins  1 

zuordnet,   indem  man  von  dem  Schnittpunkte  M  der  Eugelfläche  mit  dem  in  0 

auf  die  Zahlenebene  in  bestimmt  gewählter  Richtung  verzeichneten  Perpendikel 

nach  dem  Träger  P  von  x  einen  Strahl  legt  und  den  Punkt  P\  in  dem  der  Strahl 

die  Eugelfläche  trifft,  als  den  dem  Ebenenpunkt  zage- 

ordneten  Eugelflächenpunkt  au^sst.   Den  Punkten  der 

Zahlenebene,  die  ausserhalb  eines  um  0  verzeichneten 

endlichen  kreisförmigen  Bereiches  liegen,  fOi  die  \x\'^G 

ist,  entsprechen  dabei  Stellen  in  der  Nähe  von  M  und 

die  Bilder  unendlich  entfernter  Punkte  der  Zahlenebene 

•^  fallen  nach  M. 

Die  analytische  Behandlung  dieses  Processes  yoII- 

zieht  man  folgendermassen.    Ist  in  dem  rechtwinkligen 

•  Coordinatensystem  (X,  !F,  Z)  die  Gleichung  der  Engel- 

'  fläche 

^^^'  *•  X*  +  r*  +  Z*  =-  1 

und  die  Gleichungen  der  Geraden  von  lf(0,  0,  1)  nach  P(£,  17,  0) 
so  sind  die  Coordinaten  des  P  zugeordneten  Punktes  P': 

und  der  Punkt  P'  ist  Träger  von  «  =  J  +  tri  =-  ^i^- 

1  —  ^ 
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halb  eines  um  0  gelegten  Kreises,  dessen  Radius  grösser  ist  als  jed- 
wede angebbare  Grosse,  so  ist  die  Stelle  oo  Häufdngsstelle  der  Punkt- 

menge,  d.  K  in  jedem  Bereiche;  wo     —     <  J   ist,    liegen   unendlich 

viele  SteUen  der  Panktmenge.  — 

2.  Ordnet  man  jeder  Stelle  x  eines  Bereiches  A  einen  oder  meh- 
rere Werthe  y  zu,  so  heisst  die  Grösse  y  eine  ein-  oder  mehrdeutige 
Function  von  xi  y  «^  f(x)  =«  /"(l  +  »ly). 

y  SS  f(^x)  ist  in  dem  Bereiche  A  analytisch  dargestellt,  wenn  die 
Rechenvorschrift  bekannt  ist,  durch  die  die  Berechnung  des  Functions- 
werthes  mittels  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Elementar- 
operationen zu  vollziehen  ist. 

Hat  f{x)  an  einer  Stelle  a  desshalb  keinen  Sinn,  weil  bei  der  Sub- 
stitution o;  *»  a  eine  Division  durch  Null  zu  vollziehen  wäre,  und  ist 

^T-T  an  der  Stelle  a  Null,  dann  sagt  man,  f{x)  sei  für  o?  «■  a  unend- 
lich. Für  a:  «=  oo  hat  f{x)  den  Werth  6  oder  oo,  je  nachdem  /*(— ) 
an  der  Stelle  a?  =  0   den  Werth  h  oder  -ttx  für  a:  «=  0  den  Werth 

Null  hat. 

Ist  eine  in  einem  Bereiche  A  eindeutige  Function  y  ■»  f{x)  ge- 
geben und  kann  man  nach  Annahme  einer  willkürlich  kleinen  Grösse  Ö 
eine  Umgebung  b  der  Stelle  a  =»  o^  -f"  ^^  finden,  so  dass  f&r  alle 
Stellen,  die  dieser  Umgebung  und  A  angehören  |  f{x)  —  h\<.8  ist, 
dann  sagt  man,  dass  sich  f{x)  der  Grensse  h  nähert^  sobald  x  nacf^  a 
convergirtj  und  schreibt: 

lim  f(x)  a=  6,     (lim  x  «=»  a). 

Dabei  ist  es  gleichgiltig,  auf  welchem  Wege  die  stetig  veränderliche 
Grösse  x  nach  a  convergirt.  (Den  einzelnen  Weg  kann  man  be- 
schreiben, indem  man  entweder  |  und  rj  als  stetige  Functionen  einer 
Variablen  t  darstellt,  oder  einen  Zusammenhang  zwischen  ^  und  tj 
festsetzt:  jF(|,  rf)  =  0,  derart,  dass  jF(ai,  o,)  =  0  ist). 

Die  Formel 

lim  f(x)  —  6 

ist  folgendermassen  zu  lesen:  Man  kann  jeder  positiven  Grösse  d  eine 
reelle  Grösse  G  so  zuordnen,  dass  für  alle  Werthe  von  x,  die  dem  Be- 
reiche A  angehören,   wo  f{x)  gegeben  ist,  und  4eren  Betrag  grösser 

ist  als  O, 

f(x)  —  b\<d. 

9* 
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Kann  man  jeder  Grosse  G  eine  Umgebung  e  von  a  so  zuordnen, 
dass  I  f(x)  I  >  G  wird  für  die  dem  Bereiche  Ä  angehörenden  und  der  Be- 
dingung \x  —  a\  <£  genügenden  rc-Werthe,  so  setzt  man  lim  f(x)  =  oo. 

Wenn  sich  endlich  einer  Grosse  g  eine  andere  G  so  zuordnen 
lässt,  dass  für  die  dem  Bereiche  JL  angehörenden  2:-Werthe;  deren  Be- 
trag I  a?  I  >  ^  ist,  I  f(x)  I  >  G  wird,  so  schreibt  man 

lim  f(x)  —  oo . 


X=:ao 


Die  noihwendige  und  hinreichende  Bedingung  daßr,  dass  eine  Func- 
tion f{x)  hei  einem  Grenssühergange  von  x  nach  a  einen  endlichen  Grem- 
werth  besitzt,  besteht  darin ,  dass  man  jeder  reellen  Grösse  J  >  0  eine 
solche  Umgebung  s  von  a  zuordnen  kann,  dass  für  jedes  dieser  Um- 
gebung angehörende  Punktepaar  x  und  x' 

\n^)-n^i\<s 

wird.    (Vergl.  §  14,  Nr.  1  u.  7.) 

Eine  in  bestimmtem  Bereiche  Ä  gegebene  eindeutige  Function 
y  '^  f{^)  heisst  an  der  in  diesem  Bereiche  liegenden  Stelle  a*)  stetig^ 
wenn  man  jeder  reellen  Grösse  d  >  0  eine  solche  Umgebung  s  von  a 
zuordnen  kann,  dass  für  alle  dem  Bereiche  Ä  und  dieser  Umgebung  an- 
gehörenden Stellen  x 

\f(x)-fia)\<8. 

Dann  ist  lim  f(x)  »»  f(a)  und,  wenn  x  und  x'  ein  den  Bedingungen 

X  —  o|<f,  \x'  —  a|<fi  genügendes  Werthepaar  ist,  so  wird 

\f(x)-f(x')\<2S. 

Die  Stetigkeitsbedingung  an  der  Stelle  a  ist  also  noffiwendig  und 
hinreichend  für  die  Existenz  eines  bei  dem  Grenzübergange  lim  x^^a 
heryorgehenden  endlichen  Grenzwerthes. 

Eine  eindeutige  Function  f(x)j  die  an  jeder  Stelle  Xq  eines  end- 
lichen Bereiches  A  einschliesslich  der  Grenzstellen  stetig  ist,  ist  auch 
„in  dem  Bereiche'^  stetig;  das  soll  heissen,  dann  lasse  sich  nach  An- 
gabe einer  Grösse  d>0  eine  Grösse  Sq  derart  finden,  dass  für  alle 
Stellen  x  aus  derselben  Umgebung  Bq  jeder  beliebigen  Stelle  Xq  tou  ä 

\fi^)-fM\<s 

wird. 

Eine  eindeutige  Function  f(x)  ist  an  einer  Stelle  x  =  a  unstetig, 
wenn  lim  f(x)  keine  bestimmte  Grösse  oder  eine  von  f(a)  verschiedene 


*)  der  also  auch  eine  Umgebimg  znzaordnen  ist,  die  nur  Ä  angehörende 
Stellen  umfasst. 
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Grösse  ist,  oder  wenn  f{x)  an  der  Stelle  a  unendlich  wird.  —  Ist  f{x) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  <x>  und  f ür  o; "»  cx>  gegeben,  so  heisst  sie 
an  dieser  Stelle  stetig,  wenn  f{a>)  bei  dem  Grenzübergange  lim  x  =  cx) 
den  endlichen  Grenzwerth  f(po)  hat.  — 

Die  ünstetigkeitsstelle  o; «»  a  oder  oo  heisst  eine  ausserwesentlick 
singulare  Stelle  der  Function  f(x),  wenn  das  Product  einer  ganzzah- 
ligen (endlichen)  Potenz  von  (x  —  a)  beziehungsweise  von  —  in  f{x) 

SS 

an  der  Ünstetigkeitsstelle  stetig  ist  — 

Für  Functionen  mehrerer  von  einander  unabhängiger  complexer, 
stetig  veränderlicher  Grössen  Xi,  x%, '  *  'Xn  lassen  sich  ähnliche  Be* 
griffe  und  Sätze  aufstellen.  Es  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  der  Bereich 
von  „Stellen"  {xi,  x^,'  - .  x^,  in  dem  eine  Function  f(xi,  x^,  •  •  •  Xn) 
gegeben  sein  wird,  im  Allgemeinen  ein  (2n)-fach  ausgedehnter  ist,  da 
die  Werthe  jeder  einzelnen  Variablen  Xt  einen  zweifach  ausgedehnten 
Bereich  constituiren  werden.  — 


IV.  Abschnitt 
Theorie  der  algebraisclieii  Gleiclinnseii« 


I.  Capitel. 
Lineare  Gleichungen. 

§  23.   Einleitimg  tind  die  einfaohBten  Systeme  linearer  Gleichungen. 

1«  Wir  besch'aftigen  uns  nun  mit  den  ganzen  rationalen  Func- 
tionen einer  oder  mehrerer  unbeschränkt  yeränderlicher  complexer 
Grossen. 

Die  Beschaffenheit  der  ganzen  rationalen  Function  einer  Variablen  x 

y  -=  fix)  =s  ooa?"  +  Oia?""^  H h  a»_i  x  +  a^ 

können  wir  beurtheilen,  wenn  wir  die  Frage ,  ob  und  f&r  welche 
rc-Werthe  die  Function  einen  vorgegebenen  Werth  A  annimmt,  zu  be- 
antworten yermogen.  Wir  geben  Ä  den  besondem  Werth  Null,  da 
die  Bestimmung  yon  rc-Werthen,  för  die  f{x)'^A  ist,  auf  die  Er- 
mittlung Ton  a;-Werthen  zurückkommt,  für  die  die  ganze  rationale 
Function  f{it)  -^  A^^  (p{x)  verschwindei  — 

Die  Variablenwerthe,  die  die  Gleichung  f(x)  =  0  befriedigen, 
nennt  man  Lösungen  oder  Wwrzeln  der  Gletchung  und  NtdlsteUen  der 
gangen  Function  f(x).  Es  ist  festzustellen ,  ob  jede  ganze  rationale  Func- 
tion NuUsteUen  hat.  Wenn  das  der  Fall  ist,  nimmt  sie  auch  f&r  ge- 
wisse Werthe  des  Argumentes  x  den  endlichen  Werth  A  an. 

2.  Die  Gleichung  ersten  Grades  oder  Jineare  Gleichung^ 

f{x)  «»  d^^a;  +  Ol  =  0 
hat  die  Wurzel  «=  —  —  «=«,,  und  nur  diese,  deim  wäre 

a^x  +  a^  =  a^  (a?  —  x^ 

für  einen  yon  x^  verschiedenen  Werth  x^^  x^  Null,  so  müsste  o^  und 
auch  a^  Null  sein,  und  dann  genügte  der  Gleichung  jeder  endliche 
Werth  von  x\  man  sagt^  dann  wäre  f{x)  identisch  Null:  f{pc)  ^  0. 
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3«  Eine  Gleichung  ersten  Grades  in  n  Variablen  Xi,  x%j  •  •  *  Xn 
oder  die  „lineare'^  Gleichung: 

ctiXi  -f-  a%x%  -j- . . .  -j-  a„ap«  =  c 

ist  f&r  unendlich  viele  Werthesysteme  {xx,  x%j  •  •  •  Xn)  erfdUt,  weil 
zu  einem  beliebigen  System  von  (n  —  1)  Werthen  för  (n  —  1)  der 
Variablen  jedesmal  ein  bestimmter  Werth  der  n*^  Variablen  gehört, 
der  in  Verbindung  mit  den  beliebig  gewählten  Grossen  die  Gleichung 
erfÖUt. 

4.  Bei  der  Untersuchung  der  Losungen  einer  linearen  Gleichung 
in  mehreren  Variablen  kann  es  sich  desshalb  nur  um  Losungen  han- 
deln, die  gegenüber  den  Coefficienten  besondere  Eigenschaften  haben. 

So  fragt  man  bei  einer  Gleichung 

ax  +  6y  — c, 

wo  a,  (  und  c  reelle  ganze  Zahlen  sind,  ob  man  auch  reelle  und 
ganzzahlige  Lösungen  {x,  y)  angeben  könne. 

Offenbar  dürfen  a  und  h  keinen  gemeinsamen  ganzzahligen  Theiler 
haben,  der  nicht  auch  in  c  enthalten  ist,  wenn  ganzzahlige  Lösungen 
vorhanden  sein  sollen.  Gesetzt  diese  Bedingung  wäre  erfüllt  und  es 
wäre  etwa  a  <  &,  dann  bilde  man 

e  —  hy 

X  = 

a 

und  setze  für  y  der  Reihe  nach  die  ganzzahligen  Werthe 

0,1,2,...  (a-1) 

ein,  so  wird  einem  dieser  y-Werthe  auch  ein  ganzzahliger  o; -Werth 
entsprechen. 

In  der  That,  heissen  zwei  der  gewählten  y-Werthe  ri^  und  i/g  und 
ergibt  die  Division 

c  —  lnx  — J>i«  +  n>     «  —  ^«?a— A«-k.^2; 
so  können  die  Beste  r^  und  r^  nicht  gleich  sein,  weil  sonst 

&(^2  — «?i)  =  «OPi  -A) 

wäre,  was  nicht  möglich  ist,  da  h  und  (i^g  —  i^j)  nicht  durch  a  theil- 
bar  sind.  Wenn  sich  also  bei  den  a  Substitutionen  y  -■  0, 1,2,  •.•  (a — 1) 

in  ^——^  und  der  Division   durch  a  jedesmal  ein  verschiedener  Rest 

ergibt,  muss  einmal  auch  der  Rest  0  auftreten.  — 
Heisst  die  nun  erwiesene  ganzzahlige  Lösung 

80  sind  auch 

a?  =  a?o4-&w,    y  =  yQ  —  au 
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ganzzahlige  L58ungen;  wenn  unter  u  irgend  eine  positive  oder  n^ative 
Zahl  verstaDden  wird. 
Sind  demnach  in 

aa?  +  Jy  —  1 

a  und  b  {heilerfremde  ganee  Zählen^  so  gibt  es  (unendlich  vide)  gansh 
gahUge  Lösungen  für  diese  Gleichung.  — 

6,  um  ein  System  Ton  fi  Gleichungen  zwischen  n  Variablen 


behandeln  zu  können^  betrachten  wir  zuiächst  iswei  Gleichungen  in  zwei 
Variablen  x^  und  x^i  ^ 

und  untersuchen ;  was  sich  fQr  Eigenthümlichkeiten  darbieten  komien, 
wenn  man  nach  den  Werthesystemen  {x^  x^)  forscht,  die  den  Glei- 
chungen genügen. 

Im  Allgemeinen  gibt  es  ein  und  nur  ein  Werthesystem,  das  beide 
Gleichungen  erfüllt.  Indem  man  die  Gleichungen,  in  denen  x^  und  x^ 
dieselben  Werthe  beizulegen  sind,  mit  o^i  bezw.  —  ajg  multiplicirt  und 
dann  addirt,  entsteht  eine  Gleichung  ersten  Grades  für  die  Variable 
Xi]  und  wenn  man  die  Gleichungen  mit  —  a,^  bezw.  a^^  multiplicirt 
und  dann  addirt,  entsteht  eine  Gleichung  für  a;^  allein.  Diese  Glei- 
chungen lauten: 

(«11  Oaa  —  «18  Oai)  a?i  —        ^i  «s«  —  «^j  a^ ,  . 

^^(«11  «M  —  «i»ö^n)  ^a  =  —  (^10^21  —  c^aji), 
und  desshalb  ist 

*         «11  «11  — «11  «11  '  «iiflii  — «iiflsi 

das  den  gegebenen  Gleichungen  genügende  Werthesystem. 

Ist  a^ti^^  —  ^8^1  ^^  ö;  *ö  genügt  den  Gleichungen  wegen  der 
Beziehungen : 

V 

0  .  a?!  =  c^a^  —  CjOia ,    0  -  x^  =  —  (c^a^^  —  CgOn) 

kein  endliches  Werthesystem;  sie  sind  unvereinbar,  weil  sie  einander 
widersprechende  Aussagen  enthalten.  In  der  That,  aus  der  Annahme, 
dass  aiiOf^  ^  «is^i  °=^  ^  ^^h  ^o\^ 


«n  __  «11 
«11         «n 


Ä, 
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und  es  wird 

was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  —   Wenn  aber  —  =  k  ist^ 

dann  gilt 

2ii  ss-B  £ii  ■- ^ 
«11       «n        c, ' 

und  es  wird  nicht  aUein  a,,a,,  -  a,,a,,,  sondern  auch 

Null.  —  Jetzt  lauten  die  Gleichungen  (a) 

0  •  a^i  —  0    und  0  •  ajg  —  0, 

und  Xj  und  x^  erscheinen  in  unbestimmter  Form  -^ ,  was  dadurch  seine 

Erklärung  findet^  dass  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  bis  auf  einen 

Factor  -j-  übereinstimmen,  so  dass  beide  Gleichungen  x^  und  X2  ebenso 

beschranken  wie  eine  aUein  und  somit  keine  bestimmte  Lösrag  hervor- 
gehen kann. 

Diese  Uebereinstimmung  der  Gleichungen  muss  sich,  im  Falle  dass 
^1^  —  «12^1  verschwindet,  auch  zeigen,  wenn  sie  homogen  sind,  d.  h. 
wenn  c^  und  c^  Null  sind. 

In  der  That,  die  Gleichungen 

«11^1  +  «12.^2  ~o, 

haben  nur  das  Losungssystem  (0,  0),  wenn  |  a^i^  —  «12^21  I  ^  ^  ^^^1 
doch  wenn  a^a^  —  «12^1  ^'  ^;  ^^^ 

ist,  bestimmt  jede  nur  das  Verhältnis  der  genügenden  Yariablenwerthe 
und  dies  in  gleicher  Weise: 

1  *  ^J  ^~*  """"  *^12  •  ^11  "*"  ^82  *  ""~  ^^1  * 

6,  Wir  behandeln  auch'  ein  System  von  drei  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten 

fl  ■=  «11^1  +  (^U^i  +  «18^  —  ^1=0, 
1%  "^  ^1^1  "1     «22^2  "r    «23^8  Cj  ^  U, 

/s  =  «81^1  +  ^%^%  +  «38^8  "0^  =  0. 

Zur  Losung  dieses  Gleichungensystems  bedürfen  wir  wie  früher  solcher 
Grössen,  mit  denen  die  Gleichungen  zu  multipliciren  sind,  dass  die 
Summe  der  multiplicirten  Gleichungen  eine  lineare  Gleichung  für  eine 
Variable  x^^  x^y  x^  allein  liefert. 
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Maltiplidren   wir   vorerst   die  zweite   and   dritte  Gleichong  mit 
willkürlichen  Grossen  x  und  X,  und  bilden  die  Summe^  so  entsteht: 

^  («11  +  öfsi«  +  OjiÄ) +ar,  (a,j  +  a,,x  +  OjjÄ) +a;3  (ai8  +  0,3% +053^)= 

Hier  kann  man  über  x  und  l  so  yerfÜgen,  dass  die  Coefficienten  yod 
x^  und  x^  Yerschwinden;  oder  dass  die  Coefficienten  von  x,  und  x^ 
verschwinden  oder  endlich  die  Coefficienten  von  x^  und  x^  Null  werden. 
Man  erhält  entsprechend  diesen  Forderungen  die  Werthepaare: 


X 


X 


«llöii  — fl8lOj8' 

flu  «88  —^1^8 
—  («11088— Ö81«18)' 


l  — 

«11088  — flfi  «18. 

081088  —  081018' 

X 

OiiO,,       o„a,3     ^ 

-(OiiOsi— o,!««)' 

2  ^= 

OiiO„  —a^iOit. 

OiiO,,— OjiO,,'  "  Oji  Oj,  —  Oji  o,, ' 

und  wenn  man 

«11  («»8  «88  — «88  «w)  —  «81  («12  «88  — «82  «18)  +  «81  («18«28  "  «2ä  «is)  = 
=  —  «18  («81  «88  —  «81  «88)  +  «88  («11  «88  —  «81  «18)  ^  «88  («11  «88  —  «81  «is)  ^ 
=  «18  («81  «88  —  «81  «88)  —  «88  («11  «88  ^  «81  «I2)  +  «88  («11  «28  ~  «81  «18) 

mit  ^  bezeichnet^  so  wird 

IJXi—  ^(«88«88  — «88«»8)  — ^(«18«88  — «88«18)+^8(«18«88  — «88«18)j 
-^a;^  — — Ci  (aji  Ojs — %  o»)  +  Cj  (oji  Ojj-— Oji  ai  j)  —  (i  (aji  «88  —  «81  «11) » 
^^8=        ^(«81«d8— «81«88)  — ^8(«ll«8a— «81«18)  +  ^(«ll«8«  — «il^J 

und  die  Losung  ist  bewerkstelligt.  — 

Man  ersieht  aber  auch^  dass  wir  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

(«88  «88  ^  «82  «8s)  ;       —  («18  «88  "  «88  «18)l  («18  «88  "  «28«18) 

oder 

—  («81  «88  —  «81  «88)  ;  («11  «88  —  «81  «w)  ;      "  («11  «M  "  «81  «18) 

oder 

(«21  «88  —  «81  «88)  ;      —  («11  «88  "  «81  <hi)  f  («11  «88  —  «21  «la) 

hätten  multipliciren  können,  um  gleich  zu  dem  erwünschten  Ergebnis 
zu  gelangen.  — 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  (a)  x^  x^,  x^,  so  ist  ersichtlich, 
dass  der  Zähler  (in  jedem  der  Werthe  für  x^,  x^y  x^  z.  B.  der  Zahler) 
von  Xi'f  aus  den  in  den  gegebenen  Gleichungen  stehenden  Coefficienten 
der  andern  Unbekannten  Xf  und  Xf»  und  den  Grossen  C|,  e^^  c^  so 
gebildet  ist^  wie  der  Nenner  J  aus  den  zuerst  genannten  Coefficienten 
und  denen  yon  Xi ,  d.  i.  au',  Oa'j  (hi'-  Ih  der  ersten  Darstellung  des 
Nenners  ^  bemerken  wir  sechs  Glieder  aus  je  drei  Grossen  axftf  ^ 
zwar  sind  die  zweiten  Indices  dieser  Grössen  jedesmal  1,  2,  3;  die 


J 


§.  24.    DeterminanteD.  Nr.  1.  139 

zweiten  Indices  hiDgegen  sind  ans  allen  Permutationen  der  Elemente 
\,  2,  3  gebildet.  Es  treten  also  regelmässig  gebildete  Aggregate  von 
3'  Grossen  in  den  Zählern  und  dem  Nenner  der  Ausdrücke  für  die 
Löstmg  des  Gleicbungensystems  auf,  deren  nähere  Beschreibung  aus 
den  folgenden  Betrachtungen  hervorgeht  — 

§  24.   Determinanten« 

!•  Wir  beschäftigen  uns  allgemein  mit  gewissen  Ausdrücken^  die 
sich  aus  n^  Elementen  a  mit  doppeltem  Index  (i^,  v: 

a^r      (fi,v=  l,2,.-.n) 

zusammensetzen  lassen,  den  sogenannten  Determinanten, 

Sind  zunächst  n  Elemente  ai,  Os,  •  •  •  a,.  gegeben,  und  bildet  man 
neben  der  Verbindung: 

01  02  *  *  *  A» 

durch  Umsetzung  zweier  benachbarter  Grossen  a  oder  zweier  Indices 
yon  benachbarten  Grössen  a  die  Verbindung 

so  sagt  man,  diese  sei  durch  eine  Inversion  aus  der  ersten  entstanden. 
Bildet  man  eine  Verbindung 

wo  Vi,  vt,  •  •  •  Vn  aus  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  •  -  •  n  entnommen 
sind,  aber  niemals  zwei  gleiche  Werthe  gewählt  sind,  so  ist  die  Anzahl 
der  Inyersionen  gleich  der  Zahl,  die  angibt,  wie  oft  höhere  Indices 
links  vor  niedrigeren  stehen. 

Nach  dieser  Definition  wählen  wir  aus  der  Menge  yon  n^  Ele- 
menten üfit  diejenigen  mit  gleichen  Indices  fi  und  v  und  bilden  deren 
Product: 

hierin  yertauschen  wir  die  zweiten  Indices  auf  alle  möglichen  Arten 
und  geben  dem  einzelnen  der  so  entstehenden  Froducte  yon  n  der 
yorgelegten  Grössen  üf^y 

das  positiye  oder  negatiye  Vorzeichen,  je  nachdem  die  zweiten  Indices 
aus  der  Anordnung 

durch  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  yon  Inyersionen  in  die  An- 
ordnung 

1,  2,    ••  n 

überfOhrbar  sind,  und  flennen  das  so  definirte  Aggregat  /l  von  nl  Gliedern 
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die  aus  den  r?  Elementen  a^,  gAüdete  Determinante.    Man  bezeiclmet 
die  Determinante  ^  symboliscli  durch 


an     ai% 

021      (h% 


ai 
a% 


a 


fifi 


oder 


2'±(' 


aixatt "  •  ann)- 


^'  Ordnung.    Das  Diagonalglied  und  jedes  andere  Glied  enthält,  wie 

'  ann  lehrt,  aus  jeder  Horizontal- 


en i    a«s 

In  dem  ersten  Symbole  sind  die  Elemente  a^,  in  n  JSarißonialr 
reihen  oder  Zeilen  und  n  Verticalreihen  oder  Colonnen  angeordnet  Das 
Glied  ai\atg*''ann  aus  J  heisst  das  Biagonalglied  der  Determinanie 
n 

die  Entstehungsart  von  /:/  aus  011032 
reihe  ein  Element  und  aus  jeder  Colonne  ein  Element  und  nur  eins, 
und  man  kann  die  Determinante  auch  als  Aggregat  aller  Producte 
aus  je  n  solchen  Grossen  axfi  hinstellen ,  von  denen  nie  zwei  in  einer 
Zeile  oder  in  einer  Colonne  des  Schemas  stehen.  Das  Zeichen  des 
einzelnen  Productes  wähle  man  in  der  früheren  Weise. 

Damach  *aber  kann  man  das  Aggregat  ^  offenbar  auch  dadurch 
aus  Oii^«  '**  ann  gewinnen,  dass  man  die  ersten  Indices  auf  alle  mög- 
lichen Arten  vertauscht  und  die  zweiten  Indices  festhält  und  dem  ent- 
stehenden Gliede 

ein  positives  oder  negatives  Vorzeichen  gibt^  je  nachdem  die  gut- 
geordnete  Folge  von  Indices:  1^  2,  •  •  •  n  durch  eine  gerade  oder  un- 
gerade Anzahl  von  Inversionen  aus  der  Anordnung  i/i,  1/2^  *  *  •  t^«  S^ 
Wonnen  werden  kann,  und  es  folgt,  dass 


öll 

012 

•        öl» 

an 

021 

•     a»i 

021 

■ 
• 
• 

022 

• 
• 
• 

•     a%n 

• 
• 
• 

- 

O12 

• 
• 

O22        • 

■ 
• 

■  •     an% 

• 
• 
• 

am 

Öfi2      • 

•       ann 

«1« 

«an     • 

•  •    a«« 

ist.  — 

2.  Vertauscht  man  in  dem  Symbole  für  ^  zwei  nebeneinander- 
stehende Zeilen  oder  Colonnen,  etwa  die  v**  und  (1;  +  1)**,  so  entstehen 
Symbole  neuer  Determinanten  ^^  oder  ^^j  deren  Diagonalglieder 

aii022  •  •  •  Ov— i,r  — lOy+i,»Oy,  y-fi  •  •  •  O»», 

O11O22   •    •    •    Oy_l^    y— lOy,r-f  lOv-f  1,  V    '    '    *    0»» 

lauten.  Diese  Glieder  als  Bestandtheile  von  J  aufgefasst  haben  das 
negative  Zeichen,  da  sie  aus  011022  -  *  -  0«»  durch  eine  Inversion  der 
Indices  v  und  v  -{•  1  hervorgehen.     Denmach  ist  klar,  dass 


1 
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^j  =  —  ^,    ^,  =  —  ^ 

ist^  und  es  folgt  der  Satz:  Die  Determinante  /ü  ändert  ihr  2!eich€n,  wenn 
man  in  ihrem  Symbole  zwei  benachbarte  Zeilen  oder  Colonnen  vertauscht. 
Vertauscht  man  zwei  Zeilen  oder  zwei  Colonnen^  die  darch  [i  —  1 
Reihen  von  einander  getrennt  sind^  so  entsteht  eine  Determinante 

J'  =  (—  l)«^-i  J^  —  J, 

denn  die  beschriebene  Operation  kann  auch  dadurch  bewirkt  werden, 
dass  man  die  zweite  der  beiden  Reihen  durch  fi  Vertauschungen  von 
je  zwei  benachbarten  Reihen  an  den  Platz  der  ersten  bringt  und  dann 
die  erste  durch  (i  —  1  ebensolche  Vertauschungen  an  den  ursprüng- 
lichen Platz  der  zweiten. 

Eine  Determinante,  in  deren  Symbol  die  entsprechenden  Elemente 
zweier  nd>eneinanderstehender  Parallelreihen  (Zeilen  oder  Colonnen)  gleich 
sind,  hat  den  Werth  Ntdl,  denn  bei  Vertauschung  der  Reihen  geht 
-^  in  —  jd  über  und  der  Werth  wird  nicht  geändert;  es  ist  ^= —  -J, 
also  ^  =  0.  —  ^  verschwindet  auch^  wenn  die  entsprechenden  Ele- 
mente zweier  beliebiger  Parallelreihen  gleich  sind. 

Die   bei   der  Auflosung   zweier   Gleichungen  ^ii^i  4~  ^s^s  *==  ^: 


1» 


^st^i  ~{~  ^2^  ""  ^   auftretenden  ganzen  Functionen  der  Coefficienten 
sind  Determinanten  zweiter  Ordnung.    Es  ist 


^^2  —  «21  «12 


«11       «12 
«21       «22 


5      ^«22  ^«12  


Ci       «18 


—  (^1«21  — <^«ll) 


und  somit 


«11     ^1 

«21      ^ 


«11       «12 

c^    ajj 

a?!  — 

9 

«21       «22 

m 

Cg      «22 

w 

«11       «12 
«21       «22 


Xo  = 


«11       ^1 
«21       ^ 


Das  Symbol 


D 


a 


11 


«12 


a« 


a 


«18 

"21       "'22       «28 

«81       «82       «88 

ist  das  Zeichen  für  das  Aggregat: 

«11«22«SS  —  «11«28«82  +  «12«28«81  ^  «12«S1«88  +  «18«21«82  —  «13«22«8l 

oder,  was  dasselbe  ist,  für  das  Aggregat: 

«11«22«88  —  «11«82«88  +  «81«12«M  "  «21«12«88  +  «21«82«18  "  «81«22«18> 

dem  wir  bei  Behandlung  des  Systems  dreier  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten  begegneten;  und  man  sieht,  dass  die  Gleichungen  (a)  in 
der  Form 
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Cj     öig    a„ 

«U       ^1       «18 

«11     «18     <a 

Cj     a„    a„ 

,  Dx,^ 

«Sl       ^       «88 

,     ^^8  = 

««     ««t     ^ 

^8       «82       «88 

«81       h       «88 

«81      «88       <i 

Dxi 


zu  schreiben  sind. 

3.  Wenn  man  in  dem  Diagonalgliede  von  J  Ou  ungeandert  lässig 
aber  die  ersten  oder  die  zweiten  Indices  2;  3^  •••  n  der  übrigen 
Factoren  auf  alle  möglichen  Arten  vertauscht,  so  erhalt  man  alle 
und  zwar  (n  —  1)!  Glieder  von  J^  die  den  Factor  a^^  besitzen.  Das 
Aggregat  all  dieser  Glieder  von  d  ist  in  dem  Symbole  enthalten: 


a 


11 


a%% 


An  8 


Otn 


. 


a 


nn 


Das  Aggregat  derjenigen  Glieder  aus  jdy  die  den  Factor  ai,  aof- 
weisen,  ist  in  dem  Symbole  enthalten: 


(-  ly+^ai. 


weil 


^—(—1)^+1 


a%i    üti 


Ctnl     Ckn% 


fllr       «11 


fll.r— 1         fl^2,r+l       '  •  •       ÖS, 


öj«,v  — 1        ««,»+1       •  •  •       ö»! 


öl».-4i,, 


Äl,r— 1        öi,r+l 


«1, 


ist^  denn  wenn  man  in  jd  eine  Reihe  über  {y  —  1)  Parallelreihen  hin- 
wegschiebt, entsteht  eine  Determinante  ^=( — 1)*"'^^«=( — l)*"*"^^. 

Die  Determinante  ^,  deren  Glieder  —  wie  wir  nochmals  er- 
innern —  je  ein  Element  jeder  Zeile  und  jeder  Colonne  besitzen,  laset 
sich  nun  in  der  Form  darstellen 

^  s=»  an  All  +  018-4.12  + f-  ai«-4i„ . 

Will  man  das  Aggregat  von  Gliedern  aus  jd  herausheben,  die  den 
Factor  a^,  besitzen,  so  bilde  man  aus  ^  eine  Determinante  z/',  in  deren 
Symbol  die  (i^  Zeile  und  v^  Colonne  yon  jd  erste  Zeile  und  erste 
Colonne  ist,  dass  also  ^'  »"  ( —  1)^+^^  wird;  dann  ist  ersichtlich,  dass 
der  Factor  von  a^^,  in  -J  durch  die  Determinante  (n  —  1)*"  Ordnung 


(- 1)^+' 


gegeben  ist. 


«11  •  •  •  «1,»— 1 

«/«— 1,1  '  •  •  Ä^— 1,»— 1 

.  ■ 

««,1  •  •  •  a»,r— 1 


0^1,»+ 1 
a/«-i,f+i 

a/4-hl,r+l 
öiS»  +  l 


•  •  •     öl« 

•••       «iU-1,« 
•  •  •       «/u  +  1,» 


^U9 


a 


nn 


l 
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Man  nennt  die  hier  beschriebene  Determinante  Af^^  die  Unter- 
däerminante  des  Elementes  a^«,;  sie  entsteht  aus  ^y  indem  man  die 
in  dem  Elemente  a^y  sich  schneidenden  Reihen  unterdrückt  and  der 
entstehenden  Determinante  aus  (n —  1)*  Grossen  das  Zeichen  ( —  1)^+* 
vorsetzt. 

Nun  ist  auch 

af,iAf,i  +  af,^Af,t  H f-  a^„ J^„  —  ^        (ft  «  1,  2,  •  •  •  w) 

und  ebenso 

airAi^  +  ^%^A%^  +  •  •  •  +  (inrAnr  ^^  ^        (v  —  1,  2,  •    •  n) . 

(Beispiele  fOr  diesen  Satz  finden  sich  in  Nr.  4  des  vorigen  §.) 

Es  folgt  jetzt  unmittelbar  y  dass  eivie  Determinante  J  den  Werth 

Null  hat,  wenn  die  Elemente  einer  Zeile  oder  Colonne  edle  Null  sind. 
Stellen  wir  aus  jd  eine  andere  Determinante  her  dadurch,  dass 

wir  die  ft**  und  A**  Zeile  oder  die  v**  und  A**  Colonne  aus  entsprechend 

gleichen  Elementen  bestehen  lassen,  dann  geben  einerseits  die  Summen 


n 


^a^xAxx     und     ^a^^Anx 

die  Werthe  der  neuen  Determinanten  an;  doch  andrerseits  ist  aus  dem 
Satze  unter  Nr.  2  bekannt,  dass  solche  Determinanten  den  Werth 
Null  besitzen,  folglich  bestehen  die  Relationen: 

a^iAxi  +  a,iiAxi  -i f-  (^finAin  =  0        (f*  ^  Ä), 

ai^Axi  +  (hvAtx  H f-  OnvAni  =0        (v  ^  A). 

4.    Setzen  wir  jetzt  das  Schema   von  n  Colonnen  und  (n  —  1) 
Zeilen  zusammen: 

an        «12         •  • '     öj » 

•  •  • 

•  •  • 

öt^  — 1,1      flf/<  — 1,2       •    •    •  ö|4  — 1,11 


«nl  0,%%  '  '  '      ö, 


nn 


und  bilden  aus  je  (n  —  1)  Colonnen  (ohne  weitere  Umsetzung  der 
Colonnen)  Determinanten  (n  —  !)*•'  Ordnung,  geben  diesen  n  Deter- 
minanten aber  noch  die  Zeichen,  die  früher  den  n  ünterdeterminanten 
Afiij  Af^f,  •••  Af^n  beigelegt  waren,  nennen  sie  daher  auch  wieder 
A^v  (v  «» 1,  2,  •  •  •  n),  so  sind  sie  durch  die  (n  —  1)  Gleichungen  mit 
einander  verbunden: 
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«11 


-4«!  +  ait       Äni  +  • h  öti 


^fin 


0, 


(«) 


6.  Sind  zwei  Determinanten  gegeben,  in  denen  blos  die  ent- 
sprechenden Elemente  zweier  gleichnamiger  Zeilen  z.  B.  der  ersten 
verschieden  sind,  so  dass  etwa 

n 

^l  =  ^  +  («11022  •  •  •  ««n)  =  ^üivAir  , 

r=l 

n 


^%  =  ^i  (^11^22  •  •  •  ÖHii)  =  ^hi^Aip 


ist,  so  wird 


r«l 


A  +  ^2  =  j^ifllr  +  ftlrMlr 


-2' 

i'=l 

öll  +  &11,      «12  +  &12, 
«21  <h% 


«li»  +  hn 


«Hl 


«»2 


a, 


nn 


und  umgekehrt  ist  ersichtlich/ d^o^s  eine  Determinante  j  in  der  die  Ele- 
mente einer  Zeile  (oder  Colonne)  als  Summe  je  zweier  Grössen  aufge- 
fasst  werden,  in  die  Summe  zweier  Determinanten  zerfaüt. 
Weü 

cz^  =  caii-4ii  +  ^«12-4.12  +  • — )r  cainAin 
ist,  so  gilt: 

C/l  «=»  ^  +  (Cau,  «22,   •  •  •  a»n), 

d.  h.  man  muUiplicirt  eine  Determinante  jd  mit  einer  Grösse  c,  nidem 
man  die  in  ihrem  Symbole  stehenden  Elemente  einer  Zeüe  {oder  Colonne) 
mit  c  miütvplicirt.  —  Die  Yerknüpfang  der  letzten  zwei  Sätze  lehrt, 
dass  der  Werth  einer  Determinante  nicht  geändert  wird,  wenn  man 
die  mit  einer  beliebig  gewählten  Grösse  multiplicirten  Elemente  einer 
Reihe  zu  den  entsprechenden  Elementen  einer  Parallelreihe  addirt. 

6«  Nach  diesen  Anwendungen  des  Satzes  von  der  Darstellung 
der  Determinante  als  Summe  von  Producten  der  Elemente  einer  Zeile 
oder  Colonne  und  der  zugehörenden  ünterdeterminanten,  greifen  wir 
aus  ^  diejenigen  Glieder  heraus,  die  die  Elemente  a^  und  a„  ent- 
halten.    Das  Aggregat  dieser  Glieder  ist  symbolisch  durch 
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flxi022  /,  +  (<hz  ' ' '  öi»»)  ■=  öHxOm-4i  « 

aasgedrückt.    Indem  man  in  dem  Symbole  von  ^  die  erste  Zeile  zur 
zweiten  macht,  sieht  man^  dass  in  ^  auch  der  Bestandtheil  —  ai%a%iÄi  s 

IS 

vorkommt;  und  dass  in  ^  auch  die  durch: 


^1       «12 


•«1 


«82 


Ai2 
12 


ausgedrückten  Glieder  enthalten  sind.  Ebenso  besitzt  ^  den  Bestandtheil 


^1  2; 

H9 


wenn 


^i,  =  (-  ly-hi-hr+t 


flV 


«81  •••  ö«,^  — l         «»,/i<+l  •"  Ö8,y_i         «8,^  +  1  •••  ö»» 


«Hl  •••  ö^,^^  — 1        Ö«,ii4.i  •••  On,«— 1        Ä«,y+i  •••  On,, 


ist;  wobei  i/k  <.  v  vorausgesetzt  ist  Das  ergibt  sich;  indem  man  aus 
d  eine  Determinante  ^'  herstellt,  in  deren  Symbol  die  erste  und 
zweite  Colonne  die  ^**  und  v^  von  ^  ist.  —  Ferner  ist  offenbar: 


und  auch 


n — 1       n 

'^  "^  !  «1/* 


«Ir    I 

0>x  t   I 


fi9 


(f*<0 


(^  <  V;  X  <  A)  , 


wenn  Axx  unter  der  Voraussetzung;  dass  x  <  A;  fi  <  i/  sei;  die  mit 

dem  Zeichen  ( —  1)«+/'+^+''  versehene  Determinante  («  —  2)**'  Ord- 
nung bedeutet;  die  aus  /:/  entsteht*;  wenn  man  in  dessen  Symbol  die 
in  den  Elementen  ax^«  und  ax^  sich  schneidenden  Zeilen  und  Colonnen 
unterdrückt.  — 

Man  nennt  Ä^x  die  zu  dem  Froducte  ax^axv  und   auch   die   zu 

dem  Producte  —  Ox  vdXfi  gehörende  Unterdeterminante  zweiter  Ordnung 
von  ^;  —  also  ist  die  zu  a^^aji^  (y  >  fx)  gehörende  Unterdeterminante 
—  AxXy  lind  diese  bezeichnen  wir  mit  Axx\   ebenso  ist  Äxn  «*  —  Ä^x 

die  zu  axfiOx^  (^>  x)  gehörende  Unterdeterminante. 

Nach  diesen  Definitionen  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  die  Unter- 
determinanten erster  Ordnung  z.  B.  ^h;  Äu,  •  •  •  Äin  in  folgender  Art 
darstellbar  sind: 

Biermaan,  Blem«nte  der  höheren  Msthemmtik.  10 


146 


IV.  Abaohnitt.    Theorie  der  algebraiichea  OleichniigeiL 


IS                      18 

In 

19                      19 

•  +  aniAin 
19 

Ali  «=  (hl  Ali  +  Ö98-4]9  +  •  • 

91                       28 

•  4-  as„-4i2 

8n 

=  <HiAi2  +  asi^is  +  •  • 

91                      91 

•  +  ^1-^1« 
91 

Ain'^  an  Ali  +  «22 -^u  +  •  • 

nl                     ii9 

•                    ■90 

•  +  a%n-lAii 

n,n — 1 

««  a2i-4i2  +  a8i-4i8  +  •  • 

nl                     nl 

•  +  ^nl         Ain 

nl 

USW. 


7.    Man  nennt  weiter  die  zu  den  Gliedern  der  dreizeiligen  De- 
terminante 


a 


Xfl 


:  ax 


a 


afi 


öiv     axt 

ttav      ttat 


(X<k<6,  ll<V<t) 


gehörende  Unterdeterminante   dritter  Ordnung  AjtXa   von  ^  die  mit 


M'i't 


dem  Zeichen  (—  l)«+M+i+»'4'<'+«  versehene  Determinante  (n  —  3)*" 
Ordnung;  die  aus  ^  entsteht,  wenn  man  aus  dem  Symbole  Ton  ^  die 
in  den  Elementen  Unfi,  axvy  a^^  einander  schneidenden  Zeilen  und  Co- 
lonnen  fortlässt;  und  wieder  ist 


n— 9  n  — l        n 
jUTssl  v^2  *=»8 


a 


*/* 


axv    Ok 


axfi     axv     CtXt 


a, 


a/i 


a. 


av 


€iat 


AjtXa 

ßAVt 


Diese  Z^i^Toce^schen  Darstellungen  von  J^  die  man  bei  der  Be- 
rechnung einer  vielreihigen  Determinante  benützen  wird,  kann  man 
verallgemeinern,  indem  man  neben  die  Unterdeterminanten  der  ersten 
drei  Ordnungen  solche  höherer  Ordnungen  stellt,  deren  Definition  wohl 
nicht  mehr  auszusprechen  nöthig  ist;  und  leicht  ist  jetzt  zu  erkennen, 
dass  eine  n- reihige  Determinante  ihrem  Diagonalgliede  gleichkommt^ 
wenn  alle  die  Elemente  axfi  verschwinden,  in  denen  fi  >  A  ist. 


§  25.    Systeme  von  linearen  Gleiohungen. 

1.  Nach  diesen  Auseinandersetzungen  über  die  Determinanten  iat 
es  uns  möglich,  ein  Midnges  System  von  Gleichimgen  ersten  Orades  in 
mehreren  Variablen  aufeulösen. 

Es  sei  zunächst  ein  System  von  m  Gleichungen  in  m  Variablen 
gegeben: 
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hlt/l  +  fcfiy2  H f-  hmt/m  —  Cj,  . 

Wir  mnltipliciren  diese  Gleichongen  der  Reihe  nach  mit  den  ünter- 
detenninanten  Bifi,  B^f^,  •••  JBm/i  der  „Determinante  D  des  Gleiohungen- 
systems'^;  d.  i.  der  Determinante 

D  -  2'±  (^"^  •  •  •  *--)' 
und  addiren  die  moltiplicirten  Gleichungen,  so  entsteht 

das  den  gegebenen  Gleichungen  genügende  Werthesystem  lautet  daher: 

feil      •  •  '      6l,/i  — 1      Ci      &l,^4.l      •  •  •      bim 

:  :         :        :  (f*  =  l,2,  •••  m). 

Ist  D  Ton  Null  y erschieden ;   ergeben    sich  somit  für  yi,  yi,  •  •  •  y^ 
endliche  Werthe,  die  aber  alle  Null  sind,  wenn  Ci,  c%,  •  •  •  Cm  den  Werth 
Null  haben,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen  (ß)  homogen  sind. 
Ist  2)  «■  0,  ohne  dass  die  Determinanten 

^1+  (6116»  •  •  •  6^-1,^-1,  C^o  6^  +  1,^  +  1  •  •  'bmm)  '^Cfi      (ft«=l,2-*m) 

verschwinden,  so  gibt  es  kein  endliches  Werthesystem  (f/i,  y%j  •••  y„t), 
das  die  Gleichungen  erf&Ut;  sie  sind  unvereinbar.  Wir  werden  auf 
diesen  Fall  noch  näher  eingehen. 

um  hier  alle  Fälle  zu  beherrschen,  haben  wir  uns  auch  noch  mit 
m  homogenen  Gleichungen  in  m  Variablen  zu  beschäftigen,  wenn  die 
Determinante  des  Gleichungensystems  Null  ist,  und  mit  m  nicht  homo- 
genen Gleichungen  (j3),  die  die  Eigenschaft  haben,  dass  D  und  Ci,  Cs,  •  •  •  (7„i 
Null  sind.     Setzt  man  in  diesen  Gleichungen 

y^=  — ~-         (fi— 1,2,...  m) 

und  bezeichnet  —  c^  mit  b^.m+iy  so  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  {ß) 
die  m  homogenen  Gleichungen  in  (m+  1)  Variablen  Xi,  x^,-  "  Xm+ii 

9m  =  bf^iXi  +  hfi^Xf  +  •  •  •  +  ft^,m-hliPm+l  «^0  (f*  «=  1,  2,  • . .  tw). 

Die  Goefficienten  dieses  Systems  haben  aber  die  Eigenthümlich- 
keit,  dass  die  (m-f- 1)  Determinanten,  die  aus  je  m  Colonnen  des  Schemas 

10* 
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•  •  ■ 

•  •  • 

6ml  j    6m«     •  •  •       6m,m4-l 

gebildet  werden  können,  alle  verschwinden.  — 

2.  Es  sei  zunächst  das  System  von  n  Gleichungen  in  n  Yariableii 
a?i,  a;,,  •  •  •  a:»  gegeben: 

/i  =  diioci  +  öi«a^«  +  •  •  •  +  «Ina;«  —  0, 

/i  s»  OiiXi  +  a22a^  -|-  . .  .  -|-  a2«aJn  =  0,  ,-. 

fn  «=  öiiia?l  +  ^«irj+  •  •  •  +  «nna?«  =*  0, 

und  ^  =  2^  +  («ii«««  •  •  •  flfnn)  *=■  0,  aber  es  seien  nicht  alle  Unter- 
determinanten  erster  Ordnung  Null.  Dann  lässt  sich  zeigen,  dass  ef'ne 
Gleichung  /}*  =  0  eine  Folge  der  übrigen  ist  — 

Multipliciren  wir  nämlich  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den 
Unterdeterminanten 

-4.i;4,  -4.2^,  •  •  •  -^^; 

die  nicht  alle  verschwinden  mögeU;  und  addiren  hierauf  die  Gleichungen, 

Ai^fl  +  A%f,f%  H +  ^fifn  = 

(«11  ^iM  +  •••  +  (inlAnfi)Xi  +  •••  +  («i^^i^H )ranfiÄnp)Xft'\ 

+  (ai«-4i^  +  •  •  •  +  O^nAnf^Xn 

identisch  Null,  denn  die  Coefficienten  von  Xx^  Xij  *  •  •  Xn  verschwinden. 
Demnach  lässt  sich  /^  als  lineare  Function  der  übrigen  Functionen 
fr  betrachten: 

Af,f,f^  =  ~  {Äififi  + 1-  -4^-i»/*/iu-i  +  -ä^+i/Ji+i  H h  Änfifu)i 

d.  h.  die  Gleichung  /]„  ™  0  ist  wegen  der  übrigen  (n  —  1)  G^eichiingen 
überflüssig,  und  die  Losungen  des  Gleichungensystems 

/i  =  0,  /i  =  0, . . .  /-^-i «  0,  f^+t  _  0,  .../;=«  0 

genügen  auch  den  gegebenen  n  Gleichungen. 

Die  Vergleichung  dieses  Systems  von  (n  —  1)  Gleichungen  mit 
den  früher  entwickelten  Beziehungen  (a)  (§  24,  Nr.  4)  lehrt,  dass  die 
Proportion  besteht: 

XiiXii"  'iXn^  Äf,i :  Af,2  :  •  •  • :  -4^n 
und  dass 

Xy  —  QAf,r        (v  =  1,  2,  •  •  •  w) 

wird,  wo  Q  einen  beliebigen  Factor  bedeutet.  Jedem  bestimmt^ 
festen  Werthe  q  entspricht  eine  ,,besondere^'  Lösung. 

Die  Werthe  für  Xi,  x%,  •  •  •  x^,  die  einem  System  von  n  homogenen 
Gleichungen  genügen^  dessen  Determinante  jd  verschwindet^  verhalten  siA 
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cUso  zu  einander  me  die  Unierdeterminanten  der  aufeinanderfolgenden  EU* 
mente  a^p  (v  —  1,  2,  •  •  •  n)  der  (i^  Zeile,  (wobei  vorausgesetzt  wird, 
dass  nicht  alle  Unterdeterminanten  -4^»  (v  =  1,  2,  •••  n)  verschwinden).  — 

Wir  sagten  früher,  dass  die  Gleichungen  (ß)  unvereinbar  seien, 
wenn  D  ™  0  ist  und  die  Determinanten  C^  nicht  alle  verschwinden. 
Diese  Aussage  soll  noch  näher  erläutert  werden,  wie  im  Falle  zweier 
Gleichungen. 

Setzt  man  zufolge  der  Gleichungen: 

h^Bi^  +  hfiBi^  H h  hm^Bmfi  «—0        (f*  —  1 ,  2,  •  •  •  m) 

^1/«  ■" ff-  {f>t,iBt(i  H \r  bm^Bfnft)  , 

so  lautet  die  erste  Gleichung  (ß) 

—  (ftsi  ttVi  +  ht  R-  ys  H h  *sm  «^  y«) 

(m  1                               tn  8                                              ^m  m        \ 
0ml  15—  Vi  +  K%    «  -    y«  H f-  bnm  „ »m  )  —  ^i . 

Weil  aber 

^-  —  g-  —  ...  —  5-        (Ä  —  2, 3,    .  •  w) 

ist,  da  zufolge  der  m  Gleichungen: 

ftii^ii  +  &11B1J  H h  ftamÄm  —  0        (Ä  —  1,  2, ...  m) 

die  Proportion  besteht: 

JBji :  JBij  : . . . :  Jöi«  «=«  Bxi :  Bi% :  •  -  • :  -Bimi 
oder 

Ä/t  —  PaB;i/,         (ft  «=  1,  2,    . .  m) 

ist,  so  entsteht  zwischen  den  Grössen  Ci,  c«,  *  •  •  c«  eine  lineare  Beziehung: 

die  im  Allgemeinen  nicht  bestehen  kann.  Und  damit  haben  wir  hin- 
länglich Grund  die  Gleichungen  für  unvereinbar  zu  erklären*).  — 

Wenn  in  dem  System  von  n  homogenen  Gleichungen  {y)  nicht 
allein  d  sondern  auch  jede  Unterdeterminante  erster  Ordnung  Afiv 
verschwindet,   aber  mindestens   eine  Unterdeterminante   zweiter  Ord- 


*)  Die  UmstiUidlichkeit  dieses  Beweises  ist  hier  dadurch  begründet,   daas 
nur  wenige  Sfttie  über  Deternunanten  Raum  finden  konnten. 
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nung  Axx  nicht  Null  ist,  so  ist  eine  moeite  der  n  Gkidmnffen  f,i^O 

überflüssig. 

Das  Verschwinden  von  ^  führte  uns  auf  ein  System  von  (n  ~  1) 
Gleichungen.  Sagen  wir  jetzt,  dass  die  erste  Gleichung  fi'^0  eine 
Folge  der  übrigen  ist: 


und  setzen  yorans,  dass  alle  ünterdeterminanten  Aft^  verschwinden,  aber 
unter  den  ünterdeterminanten  zweiter  Ordnung  z.  B.  Äi%  nicht  Null 

IS 

sei,  multipliciren  die  (n  —  1)  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den 
Unterdeterminanten  der  Elemente  aus  der  ersten  Colonne  Ton  An 
also  mit  .^is,  An,  •  •  •  Ain  und  addiren  sie  nachher,  so  entsteht  wieder 

IS         IS  19 

eine  Identität 


denn  es  ist 


^Mu=o, 


An  «—  (hsAn  +  (H2A19  H f-  Ohs^i«  =  0     (siehe  §  24  Nr.  6), 

IS  IS  IS 

OfpAit  +  OtvAii  + f-  a,y-4in  =  0,       (v  —  1,3, 4,  •  •  •  n), 

IS  IS  IS 

und  es  erscheint  wirklich  wieder  eine  der  (n  —  1)  Gleichungen  als 
Folge  der  übrigen  (n  —  2). 

Unter  diesen  Fall  passt  das  früher  genannte  System  von  m  homo- 
gene Gleichungen  in  (m  +  1)  Variablen  9^  =  0  (ft  =  1,  2,  •  •  •  »), 
wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man  den  m  Gleichungen  eine  weitere 
Vfi  +  i^^  0  hinzufügt,  aber  g>fi  +  i  als  lineare  Function  von  g>if^''(pm 
hinstellt;    und  wir  müssen  sagen: 

Wenn  für  das  System  (ß)  D  und  Ci,  0%,  •  •  •  Cm  verschwinden^  iä 
gewiss  eine  Gleichung  eine  Folge  der  übrigen.  — 

3.  Verschwinden  bei  dem  System  {y)  nicht  allein  ^  und  alle 
Grossen  A/nvj  sondern  auch  alle  Unterdeterminanten  zweiter,  dritter 
usw.,  endlich  (n  —  ft  —  !)*•'  Ordnung  (n  —  f*  >  1),  ist  aber  mindestens 
eine  Unterdeterminante  (n  —  fi)^'  Ordnung  nicht  Null ,  dann  sind 
(n  —  f»)  der  gegd>enen  n  Gleichungen  eine  Folge  der  ^  übrigen;  doch 
diese  letzteren  müssen  so  gewählt  sein,  dass  eine  der  Determinanten 
ft**'  Ordnung,  die  aus  den  Coefficienten  von  (i  der  n  Unbekannten 
Xi,  x%y  •  •  •  Xn  gebildet  sind,  nicht  verschwindet. 

Zum  Beweise  wird  man  ebenso   verfahren  wie  früher  und  man 
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kommt  dami  auf  die  Frage  nach  den  Lösungen  eines  l^stems  von  fi 
homogenen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten,  wo  n  —  fc  >  1  ist: 

an^i  +  öi8a:2  + h  (hn^n  ■*■  0, 


Setzt  man  (w  —  fi)  mal  (n  —  f*  —  1)  der  Unbekannten  Null  (aber 
nicht  zweimal  dieselben  Unbekannten  Null  und  anch  die  einzelne  Un- 
bekannte 0^  nicht  jedesmal  Null),  so  kommt  man  auf  (n — fi)  verschiedene 
Gleichungensysteme,  Ton  denen  jedes  aus  gi  Gleichungen  mit  je  (ji  +  l) 
Unbekannten  besteht.  —  Diese  wissen  wir  zu  lösen;  und  wir  erhalten 
in  Verbindung  mit  den  Werthen  Null^  die  man  als  Werthe  einzelner 
Unbekannten  setzte^  (n  —  fi)  besondere  Lösungensysteme^  die  wir  mit 

iilf  SsS)  *        Stil; 


in—fi^ly      Sa—^,8;  in—ft^n 

bezeichnen^  obwohl  unter  den  Grossen  (  einer  Zeile  gewiss  (n — fi — 1) 
Nnll  sind.    Es  bestehen  daher  die  Gleichungen: 

(A  — l,2,.-(n  — ft)) 

und  die  allgemeinste  Losung  ist  dann: 


wo  Qi,  Q%,  •  *  •  Qn^fi  willkürliche  Grossen  bedeuten.  — 
Beispiel.    Die  Determinante  D  der  drei  Gleichungen 

/i  —  «1  +  ^2  —  a:»  —  7  —  0, 
A  —  ^i  —  ^2  +  ^8  —  1  —  0, 
^—  x^  —  x^  —  3  =  0 

ist  Null;  die  Unterdeterminanten  erster  Ordnung  der  Elemente  aus 
der  ersten  Golonne  Ton  D  sind  Null^  doch  die  der  übrigen  Elemente 
sind  nicht  Null.    Die  Determinanten  Ci,  C^,  C^ 
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+  7 

1 

—  1 

+  1 

1 

1 

+  3 

1 

-  1 

1  +  7  —  1 :     1      1+7 
1+1      1 1 ,    1—1+1 

0+3—11      '  0  1+3 

verschwinden  ebenfalls,  daher  lauten  die  Gleichungen  zur  Anflösong 

0-a;,  =  0,    0«,  =  0,    0-05,  =  0, 

und  es  muss  eine  Gleichung  eine  Folge  der  übrigen  sein.   Man  findet 

A  ^  /•,  -  2/i 
und  hat  darum  das  System 

^1  +^2  ~  ^  —  7  =  0, 

-0 

weiter  zu  behandeln.     Die  Lösaugen  lauten  offenbar 

Verwandeln  wir  das  System  von  zwei  Gleichungen  durch  Substitution  yon 


x^  —  Xj  —  3 


'1 


z. 


Xa    ^~'    ""■ 
^  ^4 


in  die  folgenden  Gleichungen 

h  —  f^f  3je?4  — 0, 
setzen  einmal  b^^^O^   ein  zweites  Mal  jer^  s»  0,   so   ergeben    sich   die 
besonderen  Werthesysteme  als  Losungen: 

4,  3,  0,  1   bezw.  0,  4,  4,  0, 
und  die  allgemeinen  Lösungen  sind: 

^1  ===  4pi,  0,  =  3(>i  +  4()„  ^8  =  4pj,  z^  —  Q^. 

Indem  wir  —  mit  p  bezeichnen,  wird  wiederum 


X. 


z. 


4;   a^2  ==  r  ■=  3  +  p;   x^ 


Zn 


9 


*)  Litteratur.  Ueber  Determinanten  snche  der  Leser  weiteren  AufschlasB  in  deo 
Büchern  von 

BriOBchi,  Theorie  der  Determinanten  und  ihre  hauptsächlichen  Anwen- 
dungen (deutsch  V.  Schellbach  1856), 

Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten, 

Gordan 's  Vorlesungen  Aber  Invariantentheorie  I.  Bd.  (herausgegeben  too 
EerschensteiD  er). 
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IL  CapiteL 
Die  rationalen  Functionen. 

§  26.    Gänse  rationale  Functionen  einer  Variablen. 

1.  Wir  gehen  nun  auf  die  Lehren  von  der  einzelnen  ganzen  Func- 
tion n^^  Grades  einer  Variablen  x  ein: 

f{x)  —  Ooa?"  +  aja;""-^  +  •  •    +  a«-ia?  +  ö,. 
Um  zu  zeigen  y   dass  f{x)  in  der  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle  x 
stetig  isty  dass  also  nach  Annahme   einer  positiven  Grosse  d  eine  Um- 
gebung r  von  X  zu   finden   sei,   an    deren  Stellen    x  -\-h    f(x)  nur 
Werthe  besitzt^  för  die 

!  A« + A)  -  n^)  I  <  * 

wird^  entwickeln  wir  zunächst 

/•  (x  +  Ä)  =  ao  (a;  +  A)»  H h  «^  (^  +*)""''  H h  «-  - 1  (^  +  *)  +  «« 

nach  Potenzen  von  h. 

Nach  dem  Binomiallehrsatze  ist 

WA 

(n  —  ii\         /    n  —  H    \       /n  —  x\        /n  —  k\        - 
ist,  und  hierauf  gilt: 

r(a;+Ä)-2'*'ICK*^"''+-+(*7*)«**'"*"'  +  -+ö'*"-'l- 

Den  Coefficienten  von  h*'  bezeichnen  wir  mit  - — \-^  und  bemerken,  dass 

vi  ' 

f(*)(x)  =  n(n  —  1)  • . .  (n  —  V  +  l)ao^"  *  H 

+  (w  —  Ä)(n  —  Ä  —  1)  •  •  •  (n  —  fe  —  v  +  l)«*^""*""  +  «"  +  i/!a„-r 
aus 

f  »^-i)(a;)  =  n(n  —  1)  •  •  •  (n  —  V  +  2)002?»-"+^  H 

+  (n  —  Ä)  (n  -  Ä—  1) . . . (n  —  i  ~  1/  +  2) 0*0;«-*"-^+^  +  •  •  • 
+  v\-  an^voc  +  (v  —  1)!  a»-.y+i 
hervorgeht,  indem  man  an  Stelle  jeder  Potenz  o;"*    wa;"*""^,   an  Stelle 
von  sfi  Null  setzt.    Durch  denselben  Process  geht  auch 

f^^\x)  =  noos^"^  +  (»  —  l)aiir""*  +  •  — |-  a„-i 
aus  /"(a;)  hervor.  —  Man   nennt  /^*>(a?)   die   ersk  Ableitung  von  /'(rc); 
f^^^x)  heisst  die  v**  Ableitung  von  /*(a;).    Die  v**  Ableitung  von  f(x) 
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ist  offenbar  die  fi**  Ableitung  von  f^^^^^{x)\  die  (n  —  !)*•  und  n*"  Ab- 
leitung lauten: 

/Xn-i)(a:)  —  (n  —  1)1  {a^nx  +  «0,    f^^^Kx)  —  n!  ao, 

die  (w  +  !)*•  und  jede  weitere  Ableitung  sind  Null.  —  unter  der 
nuU^^  Ableitung  von  f{x)  sei  f{x)  selbst  verstanden. 

Mit  Hilfe  der  Ableitungen  f^^'^x)  lasst  sich  die  Entwicklang  von 
f(x  -f-  h)  folgendermassen  schreiben: 

Indem  man  o;  durch  Xq,  h  durch  o?  —  a?^  ersetzt,  entsteht  die  Formel: 

in  der  f(xQ)  uod  /^^^Xq)  (v  —  1,  2,  •  •  •  n)  die  Werthe  der  Function  /"(j:) 
und  ihrer  n  Ableitungen  an  der  Stelle  Xq  bedeuten. 

Zufolge  dieser  Formel,  der  sogenannten  „Taylor'schen  Entwicklung 
der  ganzen  Function  in  der  Umgebung  der  Stelle  Xq^  —  das  will 
si^en  —  der  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  (x  —  x^^,  ist 
eine  ganze  Function  durch  ihren  Werth  an  der  Stelle  Xq  und  die 
Werthe  ihrer  Ableitungen  an  derselben  Stelle  bestinunt 

Wenn  nun  jeder  der  Beträge   der  Coefficienten  a^  von  f(x)  und 

I  Xq  I  endlich  ist,  kann  man  eine  positive  Grösse  g  angeben,  die  grosser 

i  I 

ist  als  jeder  der  Beträge     —  f^^^^x^)  1  (v  —  0,  1,  2  •  •  •  n)*),  und  nach 

Angabe  einer  beliebig  kleinen  positiven  Orösse  d  lässt  sich  Xq  eine 
solche  Umgebung  zuordnen,  dass  der  Betrag  \f(x)  — f(^o)  L  der  an 
jeder  der  Bedingung  \x  —  ar^  |  <  r  genügenden  Stelle  kleiner  ist  ak 

,    I  a?  —  «0  I*  —  1 

auch  kleiner  wird  als  d  (vergl.  §  7,  Nr.  4);  d.  h.  die  ganee  Function  mtf 
endlichen  Coeffidenten  ist  an  jeder  endlichen  Stelle  und  auch  in  jedem  end- 
lichen Bereiche  der  Zahlenebene  stetig. 

S.  Das  Verhalten  der  ganeen  Function  erläutern  femer  folgende  Satte. 

a)  Für  den  absoluten  Betrag  von  x:  |  j;  |  ■»  S  kann  man  einen 
solchen  Werth  r  angeben,  dass  |  f(x)  \  fOr  alle  der  Bedingung  |  ^  |  ^  ^ 
genügenden rr 'Werthe  grosser  wird  als  eine  vorgegebene  positive  Grosse;. 

Es  ist 


A^)j-'«oll-!i  +  9(~)|, 


*)  wobei  unter  /"(<>)  (a?o)    K^q)  vergtanden  ist. 
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und  wemi  a  den  grössten  der  Betrl^e    —  {(v  =  1,  2^ •  •  •  n)  bezeiclinety 

so  ist  für  einen  a?-Werth  von  grosserem  Betrage  als  Eins: 

I 


^{i)\M\+h+-+h)<T^ 


«  1_J-     «-^' 
i 

also  aach 

l«»!6-(l-j^)<|A(x)|<|ao|6"(l  +  |-^), 
wenn  r^Tj  <  1  ist. 

Setzt  man 

l^|-6>.l  +  y    also    j-^<*, 
wo  d  eine  beliebige  positive  Grösse  ^  1  bezeichnet,  so  wird  daher 

I  ao  :  S- (1  -  *)<  I A«)  |<  i  a.  I  6- (1  +  *). 

Wählt  man  endlieh  r  nicht  allein  sO;  dass  r  >  1  -|-  ^ ,  sondern  auch  dass 

\ao\r-(1^8)>g 

ist,  so  wird  |  f{x)  \  für  rr-Werthe,  deren  Betrag  6  ^  r  ist,  grösser  als  g] 
und  wir  kömien  sagen,  dass  etwaige  Nuüstdlen  der  ganeen  Ftmction 
f{x),  an  denen  ja  auch  |  f(x)  \  verschwinden  wird,  nur  innerhalb  eines 
um  die  SteUe  x^^O  gelegten  Kreises  mit  dem  Radius  r  sfu  suchen  sind. 
Für  einen  rc-Werth,  dessen  Betrag  grösser  ist  als  jede  angebbare 
Grösse,  wird  j  f(x)  |  unendlich:  lim  f(x)  «=  c»,  weil 


m  I  >  i  «0 1  £•  (1  -  *) 

ist^  d.  h.  die  ganae  Function  wird  an  der  SteUe  x^^  oo  unstetig. 
Indem  wir  d«*l,  |a;|=»|>14-a  setzen,  wird  noch  immer 

I  fip^)  I  >  0, 

folglich  ist  1  -|-  a  eine  positive  Grösse  grösser  als  der  Betrag  jeder 
der  etwaigen  Nullstellen  von  f(^x).     Wir  nennen  der  Kürze  halber 

1  +  «,  das  heisst:  1  +  maa;   -^ 

me  obere  Qren§e  der  Beträge  der  Wurzeln  Xfi  von  f{x)  ««  0  (wenngleich 
nur  die  Ungleichung 

l  +  a>\Xf,\ 

besteht,   und  die   in  §  11    eingeführte  Definition  der  oberen  Grenze 
einer  Menge  von  Grössen  hier  verletzt  wird). 

b)  Bei  der  Frage,  ob  eine  gange  Function  mit  reellen  Coefficienten 
^)  Ol,  ' ' '  (hi  positive  reelle  NuUstellen  besitzt,    kann  man  öfter  eine 
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obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  von  f{x)  <»  0  angeben,  die  kleiner 
ist  als  1  +  a. 

Wir  setzen  voraas,  dass  a^  >  0  sei,  denn  andernfalls  ist  —  f{^)=^9{^) 
eine  Function,  in  der  der  Coefficient  der  höchsten  o: -Potenz  positir 
ist.  Wenn  f(x)  «=  0  eine  positive  reelle  Wurzel  haben  soll,  müssen 
in  f{x)  nothwendig  positive  und  negative  Coefficienten  vorkommen. 
Es  sei  ak  der  erste  negative  Coefficient  in  der  Reihe  ao^aiy-'-a* 
und  ß  der  grösste  Werth  unter  den  Beti^en  |  ai  |,  '  Os  |,  -  •  -  !  o«  j. 
Dann  können  wir  wegen  der  Identität 

—  ß  — — ^-~  +  ß  (rc"-*  +  a:»-*-*  -i h  a:  +  1)  =  0, 

+  a»-,«— *+l  +  (ß  +  «»)«"-*  -\ \-(ß  +  On-l)  x  +  (ß  +  an) 

setzen,   and  f{x)  ist  fSr  einen  positiven  Werth  x  gewiss  grösser  all 
Null,  so  lange  nnr 

«»-»(«-  1)  — i->0 

0 

und  umsomehr,  wenn 

(^-l)*-|->0 
ß  ^ 

ist.      —  ist   wieder  die  früher   mit   a   bezeichnete  Grosse.     Denmacb 

können  die  positiven  NuUstellen  der  Function  f{x)y  die  reelle  Coefficienten 
hat,  nicht  grösser  sein  als 

i  +  >^- 

Ist  &  >  1,  so  ist  die  hier  bestimmte  Grenze  kleiner  als  die  frühere 
1  +  a.     Ist  z.  B. 

f(x)rr=afi  +  Qa^  +  0'X^  — 1x^  +  0  ^x  +  b, 
so  hat  man 

Ä  =  3,  «  =  7,  1  +  «  =  8,  1  +  >/«  —  1  +  V^  <  3. 

Um  eine  untere  Grenze  für  die  möglicher  Weise  vorkommenden 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  -=»  0  mit  reellen  Coefficienten  her- 
zustellen, bilde  man  durch  die  Substitution  35  =  —  y  eine  neue  Glei- 
chung /"( —  y)  «=  0  und  beachte,  dass  die  positiven  Wurzeln  dieser 
Gleichung  negative  Wurzeln  der  gegebenen  sind.  Man  suche  danun 
die  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  /"(— y)*=0 
oder  besser  der  Gleichung 

(-  1)-  /•(-  y)  =  0, 

deren  höchste  y -Potenz  einen  positiven  Coefficienten  hat^  nehme  diese 
Grenze  negativ,  so  wird  keine  negative  Wurzel  von  f{x)  =  0  kleiner 
sein  als  diese  Grösse. 
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In  dem  früheren  Beispiele  ist 

(-  1)V(-  y)  -  y»  -  3y*  +  7y«  -  5 

nnd 

1  +  1^=1  +|/7  =  8; 

Also  ist  —  8  die  untere  Grenze  der  negativen  Wurzeln,  d.  h.  es  gibt 
keine  negative  Wurzel  von  grösserem  Betrage  als  8. 

Will  man  eine  untere  Grenee  der  positiven  Wureeln  von  f(x)  —  0 

ermitteln,  so  setze  man  o; «»  —  und  suche  die  obere  Orenze  der  posi- 
tiven Wurzeln  der  Gleichung: 

(-l)-«-/(i-)-=0. 

Der  reciproke  Werth  dieser  Grenze  ist  die  verlangte  untere  Grenze 
der  positiven  Wurzeln. 

Die  untere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  von  ( —  1)*  f{ —  y)  «=»  0 
ist  ebenso  die  obere  Grenze  der  negativen  Wurgdn  von  f(x)  — » 0. 

In  unserem  besonderen  Falle  ist 

(—  iy^f{-j)  '^6is'  —  l0'  +  Sg  +  l, 
und  darum  wird  die  untere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  von  f{x)  =  0 

Die  obere  Grenze  der  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 

ST»  +  3«*  —  7a;»  +  5  —  0 
ist  das  negativ  Beeiproke  der  oberen  Grenze  der  positiven  Wurzeln  von 

5«'»  — 7/» +  3/- 1  —  0, 
also  gleich 

0,4 

Reelle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind  also  nur  in  den  Intervallen 

(_8,-»Spi)    ^   (!S-,    i  +  fT) 

möglich.  — 

c)  Ist  g  (x)  eine  für  a;  <»  0  verschwindende  ganze  Function 

g  (x)  a»  Ooir"  +  üiX^-^  H 1-  On-m^^      (0  <  W  <  n) 

und  ist  a    der  grösste  Werth  unter  den  Beträgen 


a 


/« 


a. 


(|ii  =  0, 1,  •  •  •  (n  —  w  —  1)), 


«— m 


so  wird  der  Betrag 
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|P(«)|  — |o»-»«"l 


1  H rc  +  •  •  •  H ^— a;* 

"ü — m  '•n — m 


=  I  o,_,««  1 1  1  +  *(«)  I 
für  einen  Werth  x,  dessen  Betrag  §  <  1  ist,  kleiner  als 

a._„IS«(l+Ä). 


Ist 


1  a  e 

6  ^  j-q^^ — >,  d.  h.  r^i  ^  1;  so  bestehen  die  Ungleichungen 

,o._„||'-(l-j^)<|i,(«)i<|a.-«,$"(l  +  j^j); 
nnd  setzt  man 

80  lauten  die  Ungleichungen 

I  a,  _ « 1 6~  ( 1  -  »X !  i?  (o?)  i  <  I  o«  - « 1 5«  (1  +  ») . 

Hier  sieht  man,  dass  i&r  a;-Werihe,  deren  Betrag  auch  kleiner  ist  als 
die  der  Bedingung 

genügende  Orösse  r,  der  Betrag  von  g{i^)  kleiner  wird  als  die  be- 
liebige Grösse  G, 

d)  Für  ^-Werthe  von  genügend  kleinem  Betrage  kann  man  den 
Betrag  von  ^  (x)  kleiner  machen  als  jede  vorgegebene  Grrosse;  darum 
Jcann  man,  wenn  g(x)  reelle  Co^ficienten  hat,  reelle  x-Werfhe  von  so 
kleinem  Betrage  angeben,  dass  das  Zeichen  von  g(x)  das  von  a^^n^af  ist 

e)  Ist  daher  f(x)  eine  ganze  Function  mit  reellen  Coefficienten 
und  Xq  eine  reelle  Stelle,  an  der  f  (Xq)  nicht  Null  sei,  so  kann  man 
in  der  Formel 

\x  —  Xq\  so  kleine  Werthe  geben,  x  so  nahe  an  x^  wählen,  dass 
f(x)  —  f(xQ)  das  Zeichen  yon  (x  —  x^  f  (xq)  hat  Gesetzt,  das  treffe 
in  dem  Intervalle  von  x^  —  h  bis  Xq  +  h  (Ä  >  0)  zu,  und  es  sei 
f(x^>0,  dann  wächst  fix),  wenn  man  x  von  x^-^h  bis  a?o  +  * 
zunehmen  lässt.  Ist  aber  f  {x^  <0,  so  nimmt  die  Function  f{x)  dkt 
während  x  von  x^  —  h  bis  x^-^-h  wächst. 

f)  Wenden  wir  das  in  dem  Absätze  c)  bewiesene  Theorem  auf 
die  frühere  Function 

an,  so  können  wir  1 9  (— )  |  für  jeden  Werth  von  — ,  dessen  Betrag  kleiner 


(  S6.   Gmnse  niionale  Fanctionen  einer  Variablen.    Nr.  8.  159 

ist  als  eine  angebbare  Orosse  —y  d.  h.  für  alle  Werthe  von  x^  deren 

Betrag  grösser  ist  als  r,  kleiner  machen  als  die  beliebig  gegebene 
Grosse  G. 

Und  ist  f{x)  eine  ganze  Function  mit  realen  Coefficienten^  so 
lässt  sich  somit  eine  Grosse  r  derart  angeben^  dass  f{x)  fidr  alle 
2;-WertIie  von  grösserem  Betrage  als  r  das  Zeichen  des  Gliedes  a^rc" 
besitzt.  Ist  f{p^  von  ungeradem  Grrade,  so  nimmt  diese  Function  für 
zwei  reelle  Werthe  von  ungleichem  Zeichen^  deren  Beträge  >  r  sind^ 
ungleiche  Zeichen  an^  und  f{pc)  besitzt  als  stetige  Function  gewiss  eine 
reeOe  Nullstdle  (§  15,  Nr.  4). 

g)  Dem  Satze  unter  a)  stellen  wir  den  folgenden  gegenüber:  Ist 
\f(p^i)\>Oy  dann  lassen  sich  Grössen  h  derart  angeben ,  dass 
\fi^  +  h)\<\f(x,)\  wird. 

Nehmen  wir  der  Allgemeinheit  halber  an,  dass  f^^^  (x^),  •  •  •/^'*'"*(a:i) 
Null  seien,  so  lautet  die  Entwicklung  Yon  f{xi  +  ^)  ^^^h  Potenzen  von  h 

Bezeichnet  man 

^y^^'^C^'^a^  +  ib^^\C^\(coBa^  +  isma^)     (fi— m,fn+l,...n), 

Ä  ■-■  I  Ä  I  (co89>  "h  *®^  9)7 
80  wird  der  Quotient: 

n 

Wahlen  wir  |  h  \  und  9  nun  derart,  dass 

1  Ä  ■  <  -  nnd  mq>  +  ««  —  (2v  +  1)« 

■    VWl 

ist,  wo  V  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird: 

n 

und 


fJhJ±3 


oder 


^  1  -  I  G„A"  1  +  ^  I  C^A^ 


^■±''!äi-ift.»-i(i-j^'ii»i — lä|i»-!l- 

Die  Klammergrösse  hat  für  abnehmende  Werthe  von  \  h  \  den  Grenz- 
werth  1   und  bleibt  fttr  Werthe  yon  \h\  zwischen  0  und  einer  ge- 
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<1     oder    i /•(«.+ Ä)  j  <  I /■(«,) 


wissen  positiven  Grösse  positiv^  und  darum  ist  auch  fär  gewisse 
Werthe  von  h 

fix,  +  h) 

Wenn  nun  der  absolute  Betrag  der  Function  f{x)  -»  /"(|  -|-  iij)^ 
die  wir  nach  den  Rechnungsgesetzen  complexer  Grossen  auf  die  Form 

bringen  können^  wo  P(S,  17)  und  Q(4,  ri)  ganze  rationale  Functionen 

von  I  und  ri  sind,  für  alle  der  Bedingung  |  a?  |  «»  Vl^~+~^  ^  '^  8^ 
nügenden  a;-Werthe  grosser  ist  als  eine  positive  Grösse  g^  wenn  also 
der  Betri^  von  f{po)  an  einer  Stelle  x^  des  um  die  Stelle  n; «»  0  mit 
dem  Radius  r  gelegten  Kreises  einen  von  Null  verschiedenen  Werili 

(P*(Sq,i^o)+ Ö*(5o,i^q)H  hat,  so  kann  man  zufolge  unserer  Sätze  bei 
passender  Wahl  der  ganzen  Zahl  v  von  Xq  aus  schrittweise  zu  Stellen 

a?i,  x%j  •  •  •  Xfi,  ' '  • 

im  Innern  des  Kreises  gelangen,  wo 

\fix,)\<\n^,-^)\  (^=1,2...) 

wird.     Wenn  wir  hierauf  wüssten,  dass  die  durch  die  Gleichung 

definirte  algebraische  Function  0  der  reellen  Variablen  £  und  17  in  der 
Umgebung  der  Werthesysteme  (J,  ly),  für  welche  P*  (6,  1?)  +  ö*  (5> '?) 
und  dann  auch 

P%f])    nnd     0(5,1,) 

verschwinden,  stetig  ist,  so  könnten  wir  sagen,  die  Fimction  |  f{x) , 
hat  nicht  blos  die  untere  Grenze  Null,  sondern  sie  hat  das  Minimiun 
Null,  sie  erreicht  also  an  einer  bestimmten  Stelle  x'  *^  i'  -{-  itj'  den 
Werth  0,  und  die  Gleichung  f(x)  —  0  hat  mindestens  eine  Wurtd  x. 
Gesetzt,  wir  hätten  diesen  Fundamentalsate  der  Algebra  anch 
in  diesem  Punkte  genau  erledigt,  80  wäre  die  nächste  Aufgabe  auf  die 
Ermittlimg  dieser  Wurzel  gerichtet  und  diese  bestünde  in  einem  Ver- 
fahren, durch  welches  eiue  Fundamentalreihe 

Xo,  Xi,  Xi,  '  '  •   Xfiy   '  '  • 

gefunden  wird,  die  eine  Stelle  a?'  »«■  g'  +  irj'  definirt  und  die  Eigen- 
thümlichkeit  besitzt,  dass  die  Grössen: 

fM  H I  /"(S^  +  iriM)  I  -  iP"  (6^,  Vm)  +  Q'  (S/.,  n,)) '   0»  -  o,  i,  2  •  •  •) 

eine  Elementarreihe  constituiren,  denn  dann  würde 

PiXn)  und  Q{V,ri')  —  0    rmd    f{%'  +  «ij')  —  f{x')  =  0  sein. 


1 
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3.  Wir  wollen  hier  und  noch  in  weiterer  Folge  annehmen^  dass 
wir  den  Satz: 

Jede  ganse  rationale  Function    einer  Variablen  hat  mindestens 
eine  NüUsteUey 
ganz  strenge  bewiesen  hätten  und  ziehen  nun  die  Folgerungen^   be- 
halten uns  aher  vor^   das  Theorem   noch   ganz   strenge   zu  beweisen 
(s.  §  45). 

Wir  zeigen  zunächst^  dass  die  ganze  Function  f(x)j  welche  die 
Nullstelle  x^  besitzt,  in  das  Product  von  {x  —  a;,)  und  einer  ganzen 
Function  zerfallbar  ist,  oder  dass  —  wie  man  sagt  —  f(x)  durch 
{x  —  x^),  den  sog.  y^Wurzelfactof^^  iheübar  ist. 

Setzen  wir  neben  f(x)  f{y\  wo  y  eine  zweite  Variable  sei,  bilden 

f{x)  —  f(tf)  =  ao(a^  —  y")  +  «1  (a^""*  —  y"~^)  H h  ««-i  («  —  y)  — 

«0  -i—  +  «1        a;-y        +  ' '  •  +  o— i  J 

und  bemerken,  dass  sich  jeder  Ausdruck —  auf  die  Form 

a?"-*  +  aj^-^y  H \-  a;y^-*  +  y"-^ 

bringen  lässt,   wenn  nur  y  von  x  verschieden  ist,    was  wir  festsetzen 
wollen,  so  erhält  man 

öo^*"'+(«oy+öi)^"""^+(öoy*+aiy+a2)^*'"*+ 

— f-K»"""*  +  «ly""*  H h  «*-i) 

und  f&r  y  "=>  a^i  folgt  entsprechend  der  Voraussetzung,   dass  f{x)   für 
a;  — ■  a?!  verschwindet, 

(«0^""*  +  (öo^?!  +  a{)x'''-^  H 

Die  Elammergrösse  ist  eine  ganze  Function  (n  —  l)^'^  Grades  von  x, 
die  vrir  mit  g>i(x,x^)  bezeichnen.  Der  Coefficient  von  a;"*"^  ist  aus  dem 
von  a;"— '*+^  gebildet,  indem  man  diesen  mit  x^  multiplicirt  und  a^— i 
addirt,  oder  ist  aus  dem  Coefficienten  von  af""'*'"^  gebildet,  indem 
man  von  diesem  a^  subtrahirt  und  die  Differenz  durch  x^  dividirt.  — 
Zur  mechanischen  Herstellung  dieser  Coefficienten  schreibe  man 
nach  Homer  die  Coefficienten  von  f{x)  von  Oq  ab  bis  a^  in  eine  hori- 
zontale Reihe  an  und  links  seitwärts  als  sogenannten  „Operations- 
factor^'  Xi]  unter  Oq  setze  man  wieder  ag,  unter  a^  die  Summe  aus 
dem  Producte  des  eben  angeschriebenen  Coefßcienten  a^  in  x^  und  dem 
Coefficienten  a^;  den  neuen  Coefficienten  multiplicire  man  mit  x^  und 
addire  a^  usw.  —  Verfährt  man  mit  dem  Coefficienten  von  x^  in 
9i{XjX^)  ebenso,  so  erhält  man 

OoaJi»  +  aia?!»- 1  H h  «»-i^i  +  «n  —  f{Xi). 

Biormann,  Bkmonta  der  hOh«ren  M»tliBm»tlk.  11 


^(«)-/"(y)-(*-y) 


/■(«)  —  («  —  «,) 
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Ist  Xi  keine  Nullstelle  von  f(x)f  so  gewinnt  man  durch  Anwendung 
desselben  Verfahrens  die  Coefficienten  der  Function  <Pi{XyXi\  die  der 
Quotient  yon  f{x)  —  f(x)  und  (x  —  Xi)  ist,  und  gewinnt  f{Xi)  selbsi 
Beispiel:  Man  soll  /'(x)  =  a;^  +  3a;*  —  Ix^  —  rc  +  ö  durch  (x'^l) 
dividiren.  —  Wir  bilden  die  Schemen: 

1,  3,0,  -7,        1,  5;    -1!1,  3,        0,  -  7,  1,        5 

1,  4,  4,  -3,  —2,  3  i  1,  2,  -2,  —5,  6,  —1 

Es  ist  also  f{l)  =  3,  f(—  1)  =  —  1,  d.  h.  die  Stellen  +  1  und  - 1 
sind  nicht  Nullstellen,  aber  f(x)  hat  zwischen  +  1  und  —  1  minde- 
stens eine  reelle  Nullstelle;  und  femer  ist: 

f{x)  =  3  +  (a;  -  1)  (rr*  +  As^  +  4x^  —  3x  —  2)  = 
=  —  l-{-(x  +  l){a^  +  23ir'  —  2x'  —  5x  +  6). 

Die   früher  aufgestellte  Function  <Pi(x,  x^)  hat   mindestens  eine 
Nullstelle  x^,  daher  ist 

9>i  i^\  ^i)  =  (^  —  ^s)  9i.(^;  ^17  ^i) 
und 

f{x)  =  (a;  —  x^)  (x  —  x^)  q>^  (x-,  Xj,,  x^), 

wo  die  ganze  Function  (n  —  2)***^  Grades  das  Glied  a^x*"^  besitzt. 
Wenn  man  so  fortschreitend  zu  einer  Darstellung 

f{x)  =  {x  —  x^)  (x  —  iCj)  •  •  •  (iC  —  Xv)  q)t  (x]  x^^  x^,  •  •  •  x^) 
kommt,  wo  g?»  eine  ganze  Function  (n  —  v)^^  Grades  mit  dem  Gliede 
öo^**"""  ist,  so  ist  auch 

f(x)  ~(x  —  Xi)  {x  —  x^'"{x  —  Xv^i)(pv-\-i  (a;;  x^^  x^,  •  •  •  Xr+i), 
wenn  x^^i  die  Nullstelle  von  g>v  ist  und  9)y+i  offenbar  eine  ganze  Function 
{n  —  v  —  1)*®^  Grades  mit  dem  Gliede  aoX""^-^  bedeutet.  — •  So  ist 
durch  den  Schluss  von  v  auf  (v  +  1)  die  Allgemeinheit  unserer  Be- 
ziehungen gewonnen,  und  es  ist  daher  auch 

f(x)  =  (a:  —  Xi)  {x  —  X2)"'(x  —  Xn)  9» («5  ^u  '"  a?«)j 
wo  (fn  eine  ganze  Function  (n  — -  w)*®°  Grades  mit  dem  Gliede  aox^ 
ist,  d.  h.  es  wird 

f{x)  =  ao(x  —  Xi){x-'X2)"'{x  —  Xn) 

oder  wie  vdr  symbolisch  schreiben: 

n 
f(x)  n=  oo  jTJ  (X  —  Xn). 

Sind  ni  der  Stellen  Xi,  x^y  •  •  •  Xn  gleich  Xi,  ng  gleich  Xt,  usw.,  endlich 
n,n  gleich  Xm,  wo  «1  +  W2  +  •  •  •  +  n^  =  w  gilt,  so  ist 


m 

n 


f{x)  =  Oo  jTJ  {x  -  x^) 


M 


} 
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uad  indem  man  x^  als  ,,1%,^- fache  NüUstdlef'  d.  h.  n^  mal  zählt,  sieht 
man,  dass  die  gange  Function  n^  Grades  gewiss  n  NuUsteUen  hat.  — 

Besässe  f(x)  «»  0  noch  eine  (n  +  1)**  von  den  früheren  Wurzeln 
yerschiedene  Wurzel  Xn+i,  so  müsste 

verschwinden,  und  dann  hätte 

tt— 1 

noch  die  Nullstellen  Xi,  •  •  •  a;».  Das  ist  nur  möglich,  wenn  ai  «.  0 
ist.     Damit  aber  dann  die  ganze  Function 

Ojo;"-"*  +  •  •  •  +  a„ 

ftlr  die  (n  —  1)  Werthe  Xi,  x%y  •  •  •  a;»-_i  verschwindet,  muss  Oj  =»  0 
sein;  und  so  fortfahrend  sieht  man,  dass  die  ganze  Function  n*^  Gra- 
des fix)  nur  dann  für  (n  +  1)  Werthe  verschunnden  kann,  wenn  alle 
Coefficienten  NuU  sind. 

Eine  algebraische  Gleichung  n***  Grades  /'(o?)  —  0  hat  daher  höch- 
stens n  Wurzeln  und .  u)€nn  ein  (n  +  1)**'  Werih  die  Gleichung  erfüllt , 
sind  aUe  Coefficienten  von  f(x)  Null  und  die  Gleichung  ist  für  alle 
X'  Werthe  erfüllt,  oder  identisch  NuU;   man  schreibt  f{x)  ^  0. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  können  wir  nun  sagen,  wir  haben  in 
§  19,  Nr.  2  und  4  die  Wurzeln  der  binomischen  Gleichungen  gefunden, 
wahrend  wir  früher  nur  aussprachen,  wir  hätten  so  viele  Lösungen 
ermittelt,  als  der  Grad  anzeigt. 

Sind  f{x)  und  g  {x)  zwei  ganze  Functionen  vom  n^  und  m*®°  Grade, 
wo  « ^  w  sei,  die  für  (n  +  1)  Werthe  der  Variablen  gleiche  Werthe 
annehmen,  so  ist 

eine  ganze  Function  n^^  Grades,  die  für  mehr  als  n  bestimmte  und 
von  einander  verschiedene  Werthe  verschwindet.  Darum  müssen  die 
Coefficienten  Null  sein,  und  f(x)  und  g(x)  sind  identisch  gleich,  d.  h. 
sie  sind  von  gleichem  Grade  imd  stimmen  in  den  Coefficienten  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  überein;  man  schreibt  f(x)^g{x). 

Lässt  sich  eine  ganze  Function  in  das  Product  mehrerer  ganzer 
Functionen  zerlegen,  so  ist  die  Summe  der  Gradzahlen  der  Factoren 
gleich  dem  Grade  der  gegebenen  Function  und  die  Coefficienten  gleich- 
namiger Potenzen  des  Productes  und  der  Function  sind  gleich. 

Nennt  man  Primfactor  eine  ganze  Function  ersten  Grades,   die 

also  nur  für  einen  Werth  der  Variablen  verschwindet,   so  kann  man 

sagen:  die  ganze  Function  kann  höchstens  auf  eine  Art  in  ein  Product 

11* 
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von  Pritnfactorm  zerlegt  werden,  —  gerade  wie  eine  zasammengesetzte 
Zahl  nur  anf  eine  Art  in  das  Product  von  Primzahlen  zn  zerl^en 
ist  — ;  denn  wäre 

n  n 

SO  folgte 
und  in 


stimmten  die  Grössen  —   (v  «=  1,  2  •  •  •  n)   mit    Xi,  x%^  •  •  •  rc»   überein. 
Es  ist  z.  B. 

wobei  s  «=  —     o         ,     6^  —  ^^^ — "i--^  bedeutet 


2  '  2 

n 


4.  Führt  man  die  in  —  =  /  J  (^  ""  ^*>^    angezeigten    Multipli- 

cationen   aus^    so  ergibt   die  Vergleich ung    der   Coefficienten   gleich- 
namiger Potenzen  die  Formeln: 

a?i  +  a?a  +  •  *  •  +  a?w  =  ^  a:^  «=  —  — , 

XiX%  +  iTiiCs  H Xn^lXn  =  ^^n^^^r»  =  ~, 


a 
wo  die  „|ii-fache  Summe'^  in  dem  Ausdrucke  für  ( —  Vf  -^  über    aUe 

Producte  von  je  /it  verschiedenen  der  n  Elemente  Xi^x^^**  *  Xn  oder^  was 
dasselbe  ist,  über  alle  Gombinationen  der  /it^^  Classe  auszudehnen  ist 
Die  Anzahl  dieser  Verbindungen  ist 


\fi/        fftl(n— fft)l        \n  —  fi/ ' 
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WiU  man  diese  Bezeidmung  auch  im  Falle  i^^^n  benützen,  so  hat 

man  (n  —  n)!  =»  1,  y^j  =■  ylj  -»  1  zu  setzen,  wie  es  schon  früher 
einmal  geschah. 

Wir  begegnen  in  den  früheren  Beziehungen  n  symmetrischen 
Functionen  der  Grössen  Xi,  Xt,  >  --  Xn,  die  wir  auch  schon  namhaft 
gemacht  haben. 

6.  Die  ganze  FuncHon  n*"  Oraäes  ist  —  wie  wir  jetzt  sehen  — 
iis  auf  einen  Factor  a^  iestimmt,  wenn  man  ihre  n  Nullstellen 

iif  i%}"  '  in 

kennt;  und  zwar  hat 


üo 


(^  -  2^rX--^  +  2'^r,  ßr.x-*  _...  +  (_  1).  5,1, ...  ^  _  f(a:) 


^  »  n»« 


die  genannten  Nullstellen.    Der  Factor  Oq  ergibt  sich  aus  der  Angabe 
des  Werthes  der  Function  an  einer  (n  -f-  1)**°  Stelle. 
Sind 

^li^8;  •  •  'Vn+1 

die  Werthe  einer  ganzen  Function  n^  Grades  an  den  (n  -f-  1)  Stellen 

Si;  U)  '  "  611+1, 
so  ist  sie  in  folgender  Weise  arithmetisch  aus  den  gegebenen  Grossen 
und  der  Variablen  x  zusammengesetzt: 

denn  dieser  Ausdruck  nimmt  ftlr  a;  >»  Sv  den  Werth  17,  (1/ »- 1, 2  •  •  •  n  -f  1)  an. 

—  Diese  Formel  heisst  die  Lagrang^sche  Interpolaüonsformel. 

Beispiel:  Falls  f(x)  far  a;  —  —  1, 1,2, 10  die  Werthe  —3,  2,  —  1, 8 
annimmt,  so  wird 

/•(*) -.^(a;-l)(a; -2)(a:- 10)  + I  (»  +  !)(«- 2)  («- 10)  + 

+  l(a;  +  l)(a;-l)(*-10)  +  i(a;  +  l)(a;-l)(a;-2). 

Die  ganze  Function  vf^  Grades,  welche  die  n-fache  Nullstelle  |  hat 
und  für  x^^O  den  Werth  ij  =»  ( —  1)»6"  annimmt,  hat  die  Gestalt 

f{x)^{x^lY, 
Doch  weil  hier 

ist  und  /"(O)  =«  ö,  «—  ( —  1)*5"  sein  soll,  so  wird  a^  «=  1  und  jetzt 

(a,  _  I).  =_  2' (- 1)"  C)  «^«"-% 
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also  auch  ^ 

Wir  haben  also  den  „binomischen  Lehrsatz'^  abgeleitet;  der  früher 
schon  öfter  als  bekannt  vorausgesetzt  wurde. 

6»  Wir  befassen  uns  noch  mit  den  mehrfachen  Nullstellen  einer 
gangen  Function  und  wollen  zeigen^  dass  eine  k- fache  Nuüstdle  van 
f^x)    {k  —  ly fache  Nullstelle  von  f^^^{x)  ist. 

Ist  zunächst 

n 

f(x)  —  Oo  iJ  (x  —  x^) 

gesetzt,  so  ist  die  erste  Ableitung  f^^^(x)  zufolge  der  Identität  zwischen 
den  ganzen  Functionen  von  h 

und 

n 

flo  ££  (x  +  h  —  a;,.)  •  —  f(x  +  h) 

als  Coefficient  von  h  in  der  Entwicklung  des  Productes  aufzufassen. 

Anstatt  aber  dieses  Product  auszufflhren  und  den  Coefficienten 
von  h  herauszunehmen;  bilden  wir  die  CoefGcienten  von  h  in  den  zwei 

Darstellungen  für  den  Quotienten     '    Vj    : 

"^  ■*"  1!    f(x)    "*  '    n!     f{x) 

und 

und  setzen  sie  einander  gleich.     Da  ergibt  sich  die  wichtige  Formel 
oder 


n«) 

-x 

r(«)- 

>=1 

1 

wo  far  f^^^{x)  f{x)  geschrieben  ist,   wie  man  auch  f'{x)^  f'ipo)*" 
för  /-«(rc),  /•W(ic)  . . .  schreibt. 

Ist  in  der  Reihe   der  Nullstellen  von  f{x)  etwa  a;^  eine  n,« -fache 

m 

(ft  —  1;  2  •  •  •  m)  und  ^  w^,,  =  n,  gilt  also 
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80  Wird  offenbar 

rix)  ^  yr    % 

und 

m  m 

oder  wenn 

TO  m 

gesetzt  wird: 

m 


Bezeichnen  wir  das  Product 


m 


Ylip-^^T''''-K^)> 


80  ist  nun: 

und  weil  if^^iix)  an  der  Stelle  x^  den  von  Null  yerschiedenen  Werth 
annimmt: 

ifm^i(Xft)^^nft(x^ — Xi)  (x^  —  Xi)'"  (Xfi  —  Xfi^i)  {Xfi  —  a;^+i)  •••  (a^^u— a;^), 

hat  p^{x)  die  (n^,  —  1)- fache  Nullstelle  x^. 

Versteht  man  unter  einem  Theiler  einer  ganzen  Function  f{x)  jede 
ganze  Function  h{x)y  deren  Product  in  eine  zweite  ganze  Function 
k{x)  gleich  f{x)  ist:  h{x)  •  lc{x)  =»  f{x)y  so  kann  man  nun  sagen: 

Die  ganze   Function  ^{x),  die   den  Grad  ^  (W/<  —  1)  «=«  n  —  m 

besitzt  7  ist  darum,  weil  ^m-iC^^)  durch  keinen  Wurzelf actor  von 
q>n{x)  =  0  theilbar  ist,  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f(x)  und 
f(x).  Gesetzt,  man  wüsste  ^(x)  zu  finden^  ohne  dass  man  die  Null- 
stellen von  f{x)  kennt,  so  wäre  der  Quotient  von  f(x)  und  ^(x)  eine 
ganze  Function  q>m(x),  die  an  den  Nullstellen  von  f(x)  nur  einfach 
verschwindet  (siehe  §  28). 

Da  eine  i-fache  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  (fc  —  l)-fache 
Wurzel  von  /^(a?)  —  0  ist,  so  ist  dieselbe  Wurzel  Qc  —  2) -fache  Null- 
stelle  von  f'(x)  und   einfache  Wurzel   von  /'(*""*>(a;)  «=  0.    Damach 
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ist  die  Taylof'scJhe  Entwicklung  von  f(x)  in  der  Umg^rg  der  nfrfaeken 
Nullstelle  Xf^: 

«.)-(«-,,)-.(«=.'+pf,/.v*..W+...+<?=^/.-.(4 

woraus  man  entnimmt,  dass 

lim        f^-,  -  -  ^"-^ 

ist.     Der   Quotient   7 — --^ —    tat   an  jeder    Stelle    ausser    rc  =  x« 

ofifenbar  den  Werth,  den  die  frühere  Elammergrosse  besitzt;  ist  x^x^, 
so  setzt  man  als  Werth  des  Quotienten  den  Werth,  den  die  Elammer- 
grosse für  X  '^  Xfi  haty  da  dieses  auch  der  Werth  ist,  nach  dem  die 
Elammergrosse  convergirt,  wenn  man  x  nach  x^i  fBhrt.  Bei  einer  an- 
deren Festsetzung  hätte  der  Quotient  an  der  Stelle  x  ^^  x^i  eine  i^heb- 
bare^'  ünstetigkeit,  und  diese  ist  nun  vermieden. 

Ebenso  setzt  man  als  Werth  des  Quotienten  von 

fipo)  —  (h^ix)  .  (pn,{x)    und    f>){x)  —  ^{x)  '  ^m-i(a;) 

an  einer  Nullstelle  von  d(aj)  den  Werth  des  Quotienten r-.  an 

dieser  Stelle,  wenngleich  man  diesen  Schluss  aus  der  Relation 

f(x)ilfm^i(x)  —  f(x)aofpm(x)  —  0 

nicht  ziehen  kann,  da  f  und  /^  für  die  Nullstellen  von  d(x)  gleich- 
zeitig verschwinden. 

Bezeichnet  man  in  der  früheren  Lagrange'schen  Interpolationsformel 

so  ist  nach  der  eben  genannten  Bedeutung  von 

y(6) 

an  der  Stelle  S  "»  £v  die  Formel  in  der  Form  zu  schreiben 

•+1 

8.  Um  zu  prüfen,  ob  Xi  eine  Nullstelle  von  f(x)  ist,  bildet  man, 
wie  schon  früher  gesagt  war,  den  Quotienten  von  f(x)  und  (x^Xi)] 
der  Rest  ist  f(xi\  denn  es  war: 

— /"(af,) + («—«1)  { «""*«o + *"~*  K*i + «1)  H — f-  («o^r*  +  •  ■  ■ 

+  «»_x)} 

— /"(*i)+ (af— «i)9>i(«;  «1). 


j 
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Dividirt  man  (Piix^x^)  durch  (x — x,),  so  ist  der  Rest  ^-yp,  indem 

_  q«i)  4.  (^  _  x^)(p^(x]  «1) 

gilt;  femer  ist 

%(«;  ^i)  —  ^^  +  (^  —  »i)98(^;  «1)  ^8w. 

Wenn  man  also  das  frühere  Dinsionsverfahren  von  Homer  mit 
den  Coefficienten  von  f(x)  und  dem  Operationsfactor  x^  fortsetzt, 
erhalt  man  der  Reihe  nach  die  Functionen  (p%{x]Xi)y  g>3{x*jXi)  -••  q>n{x]Xi)] 
ihre  Constanten,  Ton  x  freien  Glieder  sind: 


9\ 


(v  *«  1,2,  •  •  •  n). 


Wenn  f{Xi),  '    ^^'  ,  •  •  •     ,  _  \!'   Null  sind,  so  ist  Xi  eine  X;&che 

Nullstelle  von  f(x). 

Hier  ist  auch  das  Verfahren  dargelegt,  das  man  anwenden  mag, 
um  die  Taylor'sche  Entwickelung  einer  ganzen  Function: 


f{x)  —  O,  +  On^iX  H f-  OoX^ 


^(0)  +  ^).  +  ...+  »^ 


Ml 


in  der  Umgebung  einer  Stelle  Xi  wirklicli  za  gewinnen.  Man  führe  das 
DiTisionsrerfahren  aus,  nnd  leite  nicht  etwa  die  Ableitungen  direct 
ab,  deren  Werthe  an  der  Stelle  «1  man  bedarf. 

Beispiel:  Die  Function  f{x)  ■-  «*  —  2rc'  +  2aJ*  —  2»  +  1  soll 
nach  Potenzen  von  x  —  1  und  nach  Potenzen  von  x  •}-  1  entwickelt 
werden.    Nach  dem  Schema 


1 
1 
1 
1 
1 
1 


—  2 

—  1 
0 
1 
2 


2 
1 
1 
2 


—  2     1 

-  1     0 
0 


-1) 


—  2 

—  3 

—  4 


2 
5 
9 


—  2    1 

—  78 

—  16 


—  6    14 

—  6 


ist 

f(x)  _  («  -  1)»  (2  +  2(x  —  1)  -j^  (X  -  D») 

beziehungsweise 

f(x)  —  8  —  16(05  +  1)  +  14(3:  +  1)»  -  6(«  +  1)»  +  (a;  +  1)*, 
und  man  erkennt  x^'l  als  zweifache  Nullstelle  von  f(x). 
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9.    Die    Taylor'sche    Eatwickelung    einer    ganzen   Function  mit 
reellen  Coefficienten 

setzt  uns  auch  in  den  Stand,  für  die  möglicherweise  auftretenden  reellen 
Nullstellen  eine  obere  Grenze  zu  bestimmen,  die  von  den  uns  be- 
kannten Grenzen  verschieden  ist.  f{x  -f-  h)  ist  bei  positivem  h  positiv, 
wenn  x  einen  Werth  hat,  für  den  die  Ableitungen  und  f{x)  grosser 
sind  als  Null.     Sucht  man  daher  bei  positiv  vorausgesetztem  Werthe 

Oft  =  ^^ — r-   einen  Werth  a?,,   fiir  den  -, V^>0   ist,    dann  einen 

"  «I  *'  (n  —  1)!    — ^  ' 

Werth  x^^Xi,  für  den    ,    __  ^'  ~  >  0   ist  usw.,  endlich  einen  Werth 

Xn  ^  ^n-1  ^  a?n-8 ' ' '  ^  ^1,  ^^  den  f(xn)  ^  0  wird,  so  bildet  x^  eine 

obere  Greruse  der  positiven  reellen  Wureeln  oder  Xn  ist  jedenfalls  nicht 

kleiner  als  die  grösste  positive  reelle  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0. 

Während  die  oberen  Grenzen  der  positiven  reellen  Wurzeln  von 

*/ — 
den  Gestalten   1  +  a,   1  +  ya  für  die  Gleichung: 

a;^  +  5a;*  —  4a;^  +  9fl;  —  1  —  0 

die  Werthe  10  und  4  haben,  findet  man  mit  Hilfe  der  neuen,  Ne  wton'schen 
Regel,  indem 


4! 


5a?  +  5    für  o;  =  a?!  —  0    positiv, 


^^  —  lOrr*  +  20a;  —  6  fQr  a;  —  a^  —  y  positiv, 
f^^  —  10a;»  +  30a;»  —  12a;  für  a;  —  a^  —  1  positiv, 

/^=-5:r*  +  20a;»  — 12a;»  +  9  für  a;— rr^  —  l  positiv, 

und  f(l)  >  0  ist,  in  a;  =  1  eine  ganzzahlige  obere  Grenze  für  die  po- 
sitiven Wurzeln.  Es  liegt  also  zwischen  0  und  +  1  eine  positive 
Wurzel,  denn  /"(O)  und  f(l)  sind  von  verschiedenem  Zeichen. 

n 

10.  Wir  verwenden  die  frühere  Formel  f{x)  =  ^,    ^        noch  in 


y«l 


anderer  Hinsicht,  indem  wir  die  Coefficienten  gleich  hoher  a;-Potenzen  in 
f\x)  «=  naox*^"^  +  (♦*  —  l)aia;*""»  -|-  . . .  -j-  a„_-i 


und  in 

n 


+(«o*;~*  +  öi«;~*  -I — f-  «,-i) 
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einander  gleichsetzen.      Bezeichnet  man  die  Summe  der  ft*^  Potenzen 
der  Nnllstellen,  die  sog.  ft^  Poienasufnme: 

a^  +  xj  +  . . .  4-  a;^  —  5^ ,       (^  =  1 ,  2,  •  •  •  (n  —  1), 
so  wird 

a^s^  +  na^  —  (n  —  l)a^, 
«oS,  +  01*1  +  na,  =  (n  —  2)ag, 


ao5«— 1  +  aiSn-i  +  •  •  •  +  w«- 
oder 

Ol +  «1  «0  —  0, 

2a,  +  Siai  +  5,ao  — 0, 

Sä,  +  s,a,  +  s,a,  +  Sja^  —  0, 


öii-i, 


^a^  +  5ia^-i  +  SiU^^^i  -\ 1-  s^ao  —  0, 

(n—  l)ö«-i  +  Sia,-j  +  58a,«8  H |-5^a»-;,-iH f-Sn-iOo  — 0. 

Will  man  ans  den  ersten  (i  Gleichungen^  die  in  ^i,  Ssi  •  •  •  s^  linear 
sind^  Sfi  berechnen,  so  bemerke  man,  dass  die  Determinante  dieses 
Gleichungensystems  ihrem  Diagonalgliede  a^  gleichkommt,  und  darum 
wird 


<h 

"o 

0 

. . .  0 

0 

2a, 

«1 

«0 

. . .  0 

0 

1 

(-ly 

3a, 

«« 

«1 

. ..  0 

0 

< 

• 
• 
• 

• 
• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

(/*  —  i;o/<- 

-1    O/i- 

-«   Ofi- 

-8 

•  •  •  ai 

öfo 

/*«/. 

a^,. 

-1  ö^- 

-S 

• '  •  a% 

«1 

also  insbesondere 

«i  — —  J;   «2  — ^t(«i'  — Za^a,), 

^s  =  —  r-»  («i*  —  3«o«i««  +  3«i»V)> 


«o' 


Si 


-;  (aj*  —  4ai*a,a(j  +  ^ajaga^*  +  2a^a^  —  4ta^a^  usw. 


Ifli  Falle  fipc)  «■  af  —  1,  wo  ai,  aj,  •••  o«— i  Null  sind,  verschwinden 

5i,  5«,  •  •  •  ««-1, 


doch  Sq  =^^  a?,®  ist  wie  im  Allgemeinen  gleich  n. 

Um  die  Summe  höherer  ganzzahliger  Potenzen  der  Wurzeln  als 
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der  (n  —  iy^  oder  die  Summe  negativer  ganzzahliger  Potenzen  der 
Wurzeln  zu  finden,  bilde  man  die  Identität 


Vsl 


oder 


OnSk  +  a«+i5*+i  -| J-  ais^+jb-i  +  ooSn-^k  —  0. 


Wenn  man  hier  k  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  •  ••  oder 
—  1,  —  2,  —  3,  •••  beilegt  y  findet  man  schrittweise  Gleichungen  f&r 

Sn,   Sn  +  l,   Sn^i,    '  '  '      oder      S-i,   S— 2,   5-s,   •  •  •  .  — 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  aiy  (h,  - ' '  <^fif  ^^lui  St,St,"*Sß 
(fi  <  n)  gegeben  sind,  geschieht  zufolge  der  früheren  Gleichungen 
zwischen  den  Coefficienten  und  Potenzsummen  auf  Grund  der  Formel : 


a, 


(-  ir«i 


f*! 


»1 

1 

0 

«» 

«1 

2 

h 

s» 

«1 

8^  —  1    Sfi — s   ^^  —  8 


0  0 

0  0 

0  0 

Si  fl—1 

$i  Si 


(ft-l,2,...n-l), 


und  femer  ist 


ön  ==  


fl«-i  «1  + h«o«. 


n 


Diese  Formeln  wird  man  z.  B.  benützen,  wenn  man  aus  einer 
gegebenen  Gleichung  f(x)^=^0  mit  den  nicht  bekannten  Wurzeb 
^u  ^sy  "  -  Xn  diejenige  Gleichung  herstellen  will,  deren  Wurgdn  ik 
verschiedmein  quadrirten  Wurzeldifferenjifen  (a?^  —  XtY  sind.  Diese  frag- 
liche Gleichung,  die  wir  mit  Hilfe  eines  leicht  yerständlichen  Symboles 
für  das  Product  der  Wurzelfactoren  schreiben: 

n 

«(«)  =  7J(«  —  (.x^  —  a?,)*)  —  0        (ft  <  v), 

ist  vom  Grade  -^—^ — -^ ,  da  man  aus  den  n  Grossen  a:i,  •  •  •  o?»  doppelt 

so  viele  Differenzen  herstellen  kann.  Man  kann  nun  die  Summe  der 
m*^  Potenzen  der  Wurzeln  jgr^,»  «•  {x,,  —  x^Y  von  <P(jer)  —  0  dadurch 
gewinnen,  dass  man  bemerkt,  es  ist 

n 


J 
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Subsiituirt  man  hier  fär  x«^  Xiy  Xs,  •  •  •  Xn  und  addirt  die  Iden- 
titäten^ so  entstellt: 

2  ^Ä?,y  =  «5«».  —  \^)  SiStm-i  H (am  -  1/  *«"»-i^i  +  ^^« 

und 

Man  besitzt  also  die  Mittel  zur  Herstellung  der  yerlangten  Gleichung. 
Ist  das  Yon  g  freie  Glied  in  9{ß)  Null,  90  hat  die  Gleichung  f(x)  »>  0 
mindestens  zwei  gleiche  Wurzeln.  — 

§  27.    Tramiformationeii  der  Gleiohiingen. 
1.    Die  Umformung  der  Gleichung 

f(x)  —  OoiT*  +  aiic*-^  + 1-  a^  a«  0 

auf  die  Gestalt 

enthält  die  Erledigung  der  Aufgabe:  atis  der  Gleichung  f(x)  »  0  eine 
andere  hermsteilen,  deren  Wunseln  gegenüber  denen  van  f(x)  ^^0  um  x^ 
vermindert  (oder  um  ( —  x^)  vergrössert)  sind.  Setzt  man  x  —  aj^  a»  jet, 
so  hat  die  Gleichung 

Wurzeln  der  verlangten  Beschaffenheit. 

lASst  man  x^  bei  der  eben  vorgenommenen  Umformung  fürs 
erste  willkürlich,  so  kann  man  hinterher  Xi  so  wählen,  dass  in  der 
Gleichung  F(0)  ™  0  einer  der  Coefficienten  z.  B.  der  von  t^  verschwindet. 
Da  /^"K^i)  ®i^ö  ganze  Function  (n  —  vj^  Grades  in  x^  ist,  so  gibt  es 
Üx  x^  (n  —  v)  Werthe,  denen  eine  Transformation  der  verlangten  Art 
zuzuordnen  ist.  —  Insbesondere  kann  man  x^  in  eindeutiger  Art  so 
wählen,  dass  der  Coefficient  van  i^"^,  also  auch 

r--')(x,):^(n-l)l(na,x,  +  a,) 

verschwindet.  —  Man  hat  zu  diesem  Zwecke 


X 


\      na^/ 
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zu  setzen,  und  die  transformirte  Gleichung  F(j8)  =»  0  lautet: 

n!  '  (n  —  2)1  '  '    '       \       na^/ 

Im  Falle 

f(x^  =  a^x^  -|-  a^x  -f-  «2  "=  0 
ist,  wird 

Fi.)  =  a„.«  +  --•-^^^'  =  0; 
und  da  die  Wurzeln  dieser  binomischen  Gleichung 


2flo 


lauten,  so  sind  die  zwei  Lösungen  der  Gleichung  f(x)  »«  0 : 

*  ==  -  ^^  ±  2I,  l/aT^  4"a7e^, 
und  es  wird 


Die  Wurzeln  der   Gleichung  f{x)  =  0  mit  reellen  Coefficienten  sind 
also  complex,  wenn  a^*  —  ^a^a^  negativ  ist.  — 

Ist 

f(x)  =  a^ai^  +  a^x^  +  (h^  +  a^  =  0, 

so   lautet  die  transformirte  Gleichung,   in  der  das  Glied  zweiter  Di- 
mension fehlt:  • 

2.  Wir  besprechen  noch  einige  Umformungen  von  Gleichungen 
fix)  -  0. 

Will  man  z.  B.  eine  Gleichung  F(jii)  =  0  haben,  deren  Wurzeln 
das  c-fache  der  Wurzeln  von  f(x)  =  0  sind,   so  setze  man  ß^cx, 

a;  =  —  und  bilde 
c 

c»/'(y)  =  F{e)  =  aoÄ?"  +  aicz^-^  -| 1-  an(f  «=  0. 

3.  Um  die  gegebene  Gleichung  in  eine  andere  umzuformen,  deren 
Wurzeln  die  reciproken  Werthe  der  Wurzeln  von  f{x)  =  0  sind,  setze 

man  a?  =  — ,  so  dass 
ist,  dann  hat 


§  27.    Traosfonnationen  der  Gleichungen.    Nr.  1,  2,  8.  175 

H 


die  Nullstellen  --,  — , 


•    . 


*1       ^8  *i 


Angenommen,  dass  in  f(x)  «■  0  die  Coefficienten  ai,  os,  •  •  •  a« 
von  einer  oder  mehreren  Variablen  u  oder  Ui,  Us,  -**  Um  abhängen 
und  dass  f&r  ein  besonderes  Werthesystem  etwa  an,  0^—1,  *•'  aA-.(m— i) 
yersch winden,  dann  wird  die  Gleichung  f(x)  »=  0  die  m  fache  Wurzel 
Null  haben.  Die  Gleichung  F{y)  —  0,  in  der  die  Coefficienten  von  y", 
y»— 1^  •••  y*~™+*  yerschwinden,  hat  dann  die  mfache  Wurzel  y  •-■  00  oder 

tn-mal  die  Wurzel  y  *=  00,  da  ja  y  =  —  ist.    —    Wir  sagen   daher, 

eine  Gleichung 

*(ic;  ui,  ti»,  •  •  •  Um)  =  a^q>o  +  x^"^<pi  -{ f-  9?^  —  0, 

in  der  die  Coefficienten  q>w  Functionen  der  m  Grossen  u^  sind,  hat 
danriy  wenn  diesen  Grössen  Werthe  gegeben  sind,  für  die  q>o,  9^1  ••  •  9?»— 1 
verschwinden,  wahrend  die  übrigen  Functionen  nicht  unendlich  werden, 
m  unendlich  grosse  Wurzeln. 

Bildet  man  die  ganze  Function 

ip{x)  —  oo  JJix  -x,)an  YI(x  —  y 
mit  den  NulStellen 

^'>  ;^'^«'  :^'  •••  ^-'  ^' 

80  hat  diese  Function 

paarweise  gleiche  Coefficienten  und  zwar  ist 

«x  =  a2«-x         (x  =  0, 1,  2,  •  • .  n) . 

Die  Gleichung  tpinipi^)  ««  0,  wo  9>  der  Index  2n  beigesetzt  ist,  um 
den  Grad  anzuzeigen,  heisst  reciprök,  da  der  reciproke  Werth  jeder 
Wurzel  selbst  wieder  eine  Wurzel  ist;  und  es  ist 

Eine  Gleichung  f{x)  >»  0  m^  Grades  heisst  aber  auch  reciprök, 
wenn  ihre  Wurzeln  mit  denen  der  Gleichung  x^^fi—j  «=  0  zusam- 
menfallen.  Gesetzt,  dass  f(x)  »=  0  eine  solche  Gleichung  sei;  so  muss 
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fix)  -  c«y(|)  =  0 

seiiiy  wo  e  eine  Constante  bedeutet.  — 
Es  ist  nun 

fiX)  =  c/-(l),    /•(-  1)  -  (-  l)-c/-(-  1); 

aber  nur  dann  wenn  -|-  1  und  —  1  keine  Nullstelleu  von  f{x)  sind,  folgt: 

c=«l,    (— 1)«  — 1,        m<«2n, 

/'(x)-a;«v(~)  =  0, 

d.  h.  'nur  dann  ist  f{x)  eine  Function  Ton  der  Art  wie  die  frühere  ^s.C^). 
Sind  aber  -f~  ^  ^^<^  ~~  ^  NuUstellen^  und  ist: 

wo  9)s«i(a;)  eine  Function  der  letztgenannten  Art  ist,  so  wird: 

/•(^) -(- 1)"  (*- 1)' (*  +  !)••  9M  (i)  • -^^ 
und 

Ist  hier  p  eine  gerade  Zahl,  so  stehen  demnach  die  Coefficienten 
von  fix)  oder  ^n+p+jC^c)  in  der  Beziehung: 

d.  h.  die  gleich  weit  von  den  Enden  entfernten  Glieder  der  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  geordneten  Function  /'(rc)  Jiaben  gleiche 
Coefficienten. 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,  so  sind  die  Coefficienten 

flo  und  a2«4.p+g,    fli  und  (H%^p^q-^i    usw. 

von  gleichem  Betrage  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen;  wenn  9 
ungerade  und  2n-f-p-f~2  durch  2  theilbar  ist,  muss  ausserdem 
a%n-\-p-\'q  =»  0  sein. 

2 

Zur  Losung    einer   reciproken   Grleichung   wird    man    zuerst  die 
Wurzeln  +  1  herausheben,  um  den  Factor' 

zu  gewinnen.     Bildet  man  dann: 


und  setzt 


«"         r=  ^  '      Ä' 


X  A —  0, 


§  97.    TranBformationeD  der  Gleichnngen.    Kr.  8,  4.  177 

«.  +  J-  -  (a;-x  +  -^)  ..  -  («'-«  +  -y , 
woraus  sich  schrittweise 

a;»  +  -V  —  «•  —  3« 

ergibt  usw.,  so  wird  die  Gleichung  9>ifi(a;)""0  auf  eine  Gleichung  n^ 
Grades  in  0  und  auf  n  Gleichungen 

zurückgeführt;  wo  j?,  (v  —  1,  2,  ■  •  •  n)  die  Wurzeln  der  Gleichung  in 
SS  sind. 

Beispiel:  f(x) '-'2afi —  1x1^  +  9a:*  —  9a:»  +  7a:  — 2  «0  ist  eine 
reciproke  Gleichung,  die  fär  a:  «>  1  erfüllt  ist. 

Es  wird 

-M^  —  2a^  —  5a:«  +  4:c«  -  5a:  +  2  —  g>^(x), 
und 


X 


-^«.2(ä*  — 2)  — 50  +  4 


hat  die  Nullstellen  0  —  0,  y,  also  q>^(x)  die  Nullstellen 

_  1  ^  1 

Xi^^  %y  X^  —     j-  y    ^8  ""  ^>   ^4  ■**  "2   ' 

4.  £in«  foiehtige  Transformation  der  Gleichungen  zweiten  ^  dritten 
und  vierten  Gerades  f{i) »»  0  besteht  darin,  dass  man  ß  einem  Quotienten 
zweier  linearer  Functionen  in  einer  neuen  Variablen  g  oder  —  wie 
man  sagt  —  einer  gebrochenen  linearen  Function  gleichsetzt  und 
dann  über  die  Coef&cienten  dieser  Function  derart  verfügt,  dass  in 
der  entstehenden  Gleichung  Glieder  fehlen  —  wie  schon  früher  durch 

die  Substitution  0  —■  5 —  aus  der  Gleichung  n^^  Grades  f^{z)n^O 

eine  andere  Fi^)  —  0  gewonnen  wurde,  der  das  Glied  der  (n  —  l)***^ 
Dimension  fehlte. 
Wir  setzen  also 

Yt  +  9'      ^  yz-a    ^ 

doch  dürfen  die  willkürlichen  Coef&cienten  a,  ß,  y,  8  nicht  in  der 
Beziehung  stehen:  ad  —  ßy  ^=0j  denn  in  diesem  Falle  wäre  g  von  t 
unabhängig,  indem  dann 

gg+  g        «    I    ßy  —  «^  __  «^ 

würde. 

Biermann,  Elemoito  der  hiUieran  M*them«ti]L  18 
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Ersetzt  man  0  durch  —  und  t  durch  -^ ,  so  ist  die  frühere  Sab- 

stitution  in  fn(sf)  gleichbedeutend  mit  der  Substitution  yon 

x-^ai  +  ßfiy    y  — yS  +  *i?  (a) 

in 

iTfn  [j)  —  «0^  +  aiaj"-*y  H f-  a«y  =  /"(a:,  y). 

Umgekehrt  ist  dann 

^  =  ^^  —  ßy     «  «.  r:  y^  +  '^y   _ 

a)l8t  die  vorgelegte  Function  f(/)  vom  etßcUen  Qrade,  und  schreibt  man 

so  wird  durch  die  Substitution  (a) 

Wählt  man  a,  ß,  y,  d  so,  dass  der  Coefficient  yon  (gij),  das  ist 

aa/J  +  h(ad  +  /Jy)  +  cyd  =  (aa  +  6y)/J  +  (6a  +  cy)*  = 

—  (aß  +  6*)a  +  (bß  +  c9)y, 
verschwindet,  so  kann  man 

fip.  y)  -  {Vfij^l  -  iVflM'v)  (Vf(^TY)i  +  i  VfißTs)  •  v) 

setzen,   und   darnach  wird  f(Xf  y)  Null,   wenn  man  £  und  fi   solche 
Werthe  gibt,  dass  deren  Verhältnis 


1 

V 


±  *  y  /(«,  y) 


ist,  oder  wenn  man  x  und  y  Werthe  beilegt,  deren  Verhältnis: 


ist. 

Zufolge  der  an  die  Ooefficienten  a,  ß,  y,  8  gestellten  Bedingung  ist 

6«  +  cy  =  —  (ac  +  6y) -J-     und      Q>ß -\- cd) (o/J  +  6d)— ; 

aber  darum  wird 
m,8)^{aß  +  hd)ß  +  {hß  +  c6)8 (a 4  +  6)  (?^*^)  ytf , 

und  das  Verhältnis  Ton  Werthen  x,  y,  ftr  die  f{x,y)  verschwindet, 
lasst  sich  in  der  Form  schreiben: 
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,   T("4+')*±l(-f+') 


Gestalten  wir  diesen  Quotienten  in  folgender  Weise  um: 


jg 6    I     X 

y  a     *     a 


.(•f  +  ')(-|  +  ')*±("4  +  »)(»7  +  ')* 


(•  4 + »)*±  (•  f + »)* 


_i+i(,^+»)*(4+,)*(iil^(iili) 


und  bemerken^  dass  zufolge  der  Bedingung  &a  a,  ß,  y,  8 

ist,  so  haben  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung  an^  +  26^8^  +  c  — ■  0  wie- 
der in  der  früheren  Form  (Nr.  1): 

^  =  ^  —  1 4-  i.  y^~r^c 

y  a  —  a   ^ 

nnd  dürfen  schreiben: 

f(x,y)=  ax^  +  2lxy  -f  cy*  — 

"-(1^^ Y^ VV^'' yj V' 

Wir  behandeln  die  Zerlegung  der  Function  f{Xj  y)  in  ein  Product 
0iceier  linearer  Fadaren  (pa?  +  qy)  nnd  (rx  +  sy)  auch  für  sich 
allein.  —  Soll 

ax^  +  2hxy  +  cy*  =  {px  +  qy)  (rx  +  sy) 

Tv^erden,  so  muss 

pr  «»  a,    ps  -{-  qr  =^  26,    js  =»  c 

und  somit 

(P  +  2)  (*•  +  «)==«+ 26 +  (;, 

ps  —  jr  —  ((ps  +  qry  —  ipr  -  q$)   =  +  2  >/6*  —  ac, 
P5,«  J-|-y6»  — ac,    jr  — 6  + j/6«  — ac. 


P 


6  +  |/ft»  — ac  r         6  q:  y6*  ~  ^ 


g  C  ^  8  C 

sein. 

12' 
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Fügt  man  zu  den  drei  Bestimmungsgleichungen  für  p,  q,  r,  5  nocli 

hjnzU;  das8 

P  +  Q'^r  +  s, 
also  

|)  +  ?="^  +  5~V^ö  +  26  +  c 
werde;  so  ergeben  sich  die  Werthe 


s 


yä+U  +  c      '  ya  +  U  +  c 

und  darnach  ist 

'  ^   '  ^^        \     ya  +  ih  +  c  ^       ya  +  U  +  c       ^) 


X  /a  +  6-V6^«c  ^    ,     &  +  c+j/6«-ac    \  ^ 

^  ((a+&)^  +  (&  +  c)y)^(6«j-jtc)  («?  3  y)*  ^ 

a  +  2ft  +  c 

Die  Nullstellen  von  f(js)  »=  ajef*  -|-  26jef  +  c  sind  nunmehr  in  der 
Form  angebbar: 

^^  so_         ___  &  +  c  —  V& » —  g  c       h  +  c  +  yb^  —  ac 

b)     Setzt  man  in  der  homogenen  ganzen  Function  dritten  Orades: 
f{^}  y)  =  ötr'*  +  36a:*y  +  3ca;y*  +  df^ 

die  homogenen  linearen  Functionen  x*^  a^  -{-  ßv^^  y^^^T^S  +  ^f}  ^7 
so  entsteht 

Verfügt  man  über  a,  ßy  y^  d  derart,  dass  die  Coefficienten  von 
(|*ij)  und  (|ij*)  verschwinden,  so  wird 

wobei  (wie  in  §  26,  Nr.  3) 

e  *=» ' — - — ,     6  = ' — 

2  '  2 
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ist;  f(x,  y)  wird  demnach  gleich  Ntill,  wenn 

1  =  -  *^  +  Py  _  _  {/f%Ä       ,i'/7(?7^  _ ,»  iVapT») 

II  yx-«y  r  /(«,y)'         *KA«,y)'  Y  f{.«,i) 

oder  wenn 

£. «  «VAP.  *)-PV/'(«.  y)     «»'vTTMÖ  -  P»  V'/T«~7) 
"       yy7(M)-*V/>7rt'    ye'V/W^-^'V'Äi^y)' 

yt  yÄ?7»)-*«*v7ö^) 

ist. 

Indem  wir  in  diesen  Ausdrücken 

A/J,*)-*»/{|,l),    fia,Y)^y^f{^,\) 

setzeiii  dann  Zahler  nnd  Nenner  durch  {yd)  dividiren,  sehen  wir,  dass 

die  Anfldrücke  nur  von  den  Werthen  der  Verhältnisse  (— j  und  (-—) 

abhängen. 

Wir  müssen  daher  versuchen;  diese  Verhältnisse  aus  den  zwei 
fEir  die  Grössen  a,  /},  y^  9  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  zu 
entnehmen^  d.  i.  aus: 

(a«»  +  26«y  +  cy*)/J  +  {ho?  +  2cay  +  dy^)d  —  0, 

(a/S*  +  2lß8  +  c*«)a  +  (6/J«  +  2cßS  +  d*«)y  —  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  S  beziehungsweise  y^  ein 
zweites  Mal  mit  —  ß  beziehungsweise  —  a  und  subtrahirt  die  zweite 
Ton  der  ersten,  so  entstehen  die  Beziehungen: 

(a*  —  ßy)  {aaß  +  l{a8  +  ßy)  +  cyd)  =  0, 
{ad  —  ßy)  {baß  +  c{ad  +  ßy)  +  dy*)  —  0, 

und  weil,  —  wie  wir  wissen,  —  {ad  --  ßy)  nicht  Null  sein  darf,  müssen 
die  Grössen: 

aaß  +  l{a9  +  ßy)  +  cyd  und  laß  +  ^(a*  +  /Jy)  +  dyS 
oder,  was  dasselbe  ist, 

{aa  +  6y)/J  +  Q>a  +  cy)*  und  (6a  +  cy)ß  +  (ca  +  dy)  8 
verschwinden.     Indem  darnach  auch 

d.  h. 
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«      ß        ftd  —  c*       ^    t,  ß        ftc  —  ad 
Y  '  "S"  *"  ae  ^  6«>     T^        ^  ^  ac  —  6" 

isty  erscheinen  die  Werthe  — ,  -^  als  Wurzeln  der  Gleiclmng  zweiten 
Grades: 

(ac  —  b*)fi  +  (ad  —  bc)t  +  (bd  —  c«)  —  0.  — 

Bevor  wir  aber  die  Wurzeln 


.   ^_  (ad  —  bc)  +  %(hd  -  c«)  ~  y/jad  —  6c)«  —  4(ac  —  6«)  (5  d  —  c>) 
*  ""        (ad  -  6c)  +  a(ac  -  6«)  +  }/(ad  —  6c)*  —  4(ac  —  6«)  (6d  —  c*j' 


.   ^  _  (od  —  6c)  +  2(6d  —  c»)  +  V(ad  —  6c)«  -  Ajae  —  6«)  (6d  —  Q 
^  "^        (ad  -  6c)  +  2(ac  —  6»)  —  V(ad  —  6c)«  —  4(oc  -  6")  (6  d  —  c*)' 

von  denen  jede  als  Werth  fOr  -^   nnd  jedesmal  die  andere  als  Werth 

fOr  -^  angesehen  werden  kann,  verwenden,  geben  wir  den  Grössen 

f{a,  y)  —  {aa*  +  2bay  +  cf)a  +  (6«*  +  2cay  +  dy^y, 
f{ß^  8)  —  (aß^  +  2bßd  +  cd^)ß  +  (bß*  +  2cß8  +  dd^d 

eine  andere  Gestalt.    Zufolge  unserer  Bedingungen  &Lr  a,  ß,  y^  d,  ist 
/•(«,  y)  ^  (aa*  +  26ay  +  cf)  (^^^^)  - 

-  ((aa  +  hy)a  +  (ba  +  c  y)  y)  ('^^^)  - 

-(-  +  ^r)-("-^)-(af  +  ^)-(^^')V, 

^OJ,  *)  -  (a  1  +  6)  .  f^,^')*d» 
Darum  wird  nun 

y 


oder 


X        6     , 

y  ""         a    '   T 


yVÄM)-»V/(«.y)  (a|  +  6)*_(«^  +  6J* 

^(«±  +  ,).(«l  +  0*-(-4  +  5).(«f  +  5)* 


(a|  +  6)-(«^  +  6) 


-4+4(<.f+0'(.|+»)*H4^^ 


(al  +  j)L(a^  +  6)* 
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und  weil 

ist^  so  wird: 

Setzen  wir  endlich  hier  die  Werthe  Yon 

~  —  <i,  ^     und     I"  —  t^,  t, 
ein,  wobei  wir 

(ad  -  bcf  —  4(ac  —  6»)  (6c?  —  c») 
mit  D  bezeichnen,  so  wird 

f  =  -  4  {*  +  K^y  (2*^  -  3«6^  +  «* coT|7^  + 

+  y~  (26»  —  3a6c  +  a«d)  —  y  VD  }. 

Dieser  Ausdruck  stellt  somit  eine  Wurzel  der  Gleichung,  dritten  Qrades 

ae^  +  36jff*  +  3c0  +  d  —  0 

dar.  Bezeichnen  wir  die  in  diesem  Ausdrucke  unter  den  Zeichen  y 
stehenden  Grossen  mit  Ä  und  B,  so  lauten  die  Ausdrücke  für  alle 
drei  Wurzeln: 

Ist  a  •»  1,  6  ao  0,  c  BS  y,  ^  *"  3;  so  dass  die  Gleichung  dritten 
Grades  heisst: 

so  lautet  die  frohere  Formel  für  die  erste  Wurzel  dieser  Gleichung: 
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c)  Um  auch  zu  den  Nullstellen  der  ganzen  Function  yierten  Grades 
f{e)  «=  az^  +  46;^  +  6cif*  +  Ade  +  e 
gelangen  zu  können^  yoUfOhren  wir  in 

f(Xjy)  «=  aa?*  +  4bx^y  +  ßcx^y^  +  4dxy^  +  ey^ 
die  Substitutionen 

a?  — a|  +  /Jiy,    y  — y6  +  *i? 

und  wählen  die  Grössen  a,  ß^y^d  in  der  Art,  dass  in  dem  Substitn- 
tionsresultate 

A^,  y)  «  /(«,  y)  r  +  4  [(a««  +  36«V  +  Scay^  +  dy^)ß  + 

+  (6a»+3caV4-8da/  +  c/id]6'i2  +  6[(a««+26«y+cy«)jP+ 
+  2(6«*  +  2cay  +  dy^)ßd  +  (ca«  +  2day  +  6y*)*>]S«V  + 

+  eS^)y]W  +  nß.9)n'      • 
die  Coefficienten  von  |'iy  und  5i?*  verschwinden,  denn  dann  hat  /*(a?,  y) 
die  Gestalt  ^g*  +  2B6"iy"  +  O  und  es  gilt  zunächst: 


Die   weitere  Factorenzerlegusg  ist  unmittelbar  klar;  die  Nullstellen 
von  f{s)  werden  sich  angeben  lassen. 
Wir  setzen  also 

(aufi  +  36a*y  +  3cay»  +  df)ß  +  (6  a»  +  3caV  +  3d«y»  +  cy»)*  -0, 
(a/3»  +  36/JM  +  3c/Sd»  +  (i<J»)a  +  (6/S»  +  3c/S*d  +  3d/Jd*+c*»)y=0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  d*  beziehungsweise  y*,  ein 
zweites  Mal  mit  —  /3*  beziehungsweise  —  ec'  und  subtrahirt  jedesmal  die 
zweite  von  der  ersten  Oleichung,  so  gelangt  man  zu  den  Beziehungen: 

(ao/S  +  h{a9  +  ßy)  +  cyd)  {aS  +  /Sy)  + 

+  2 {baß  +  c(«d  +  ßy)  +  dyS)y8  =-  0, 

{caß  +  d(a8  +  ßy)  +  eyS)  (ad  +  ßy)  + 

+  2  (6o/J  +  c(ad  +  ßy)  +  dyS)aß  —  0. 

Hierbei  ist  beide  Male  der  Factor  {ad  —  ßy)  gleich  fortgelassen 
worden,  denn  dieser  darf  nicht  verschwinden.  Aus  diesen  Gleichungen 
folgt,  dass 
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yd  ad  +  ßy 

eaß  +  d(a9  +ßy)  +  eyd 

ist.  Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Werth  dieser  Quotienten  mit 
—  2A,  so  entsteht  das  folgende  System  von  Gleichungen: 

a{aß)  +  b(ad  +  ßy)  +  (c  +  21)  (yd)  -  0, 

b{aß)  +  (c  -  A)  (ad  +  ßr)  +  d(rd)  -  0,  (1) 

(c  +  2X)  (aß)  +  d{ad  +  ßy)  +  <y*)  -  0, 

das  in  den  Grössen  {aß)^  {^^  ^  ßY)i  iy^)  luiear  und  homogen  ist. 
Die  Determinante  d  dieses  Systems  muss  Null  sein;  folglich  besteht 
f&r  den  Werth  X  die  Gleichung  dritten  Grades: 

Bezeichnet  man 

ae  —  46d  +  3c»  —  P,    ace  +  2hdc  -  ad«  —  efe«  —  c»  —  ^, 

80  lauten  die  Wurzeln  der  Gleichungen  in  ki 

Aj— a  +  SB,    Ag  — £«  +  ««»,     A3  — «•«  +  «», 

deren  Summe  verschwindet.  — 

Nun  aber  kann  man  durch  paarweise  Verbindung  der  früheren 
drei  Gleichungen  in  A,  wo  A  einem  der  eben  gefundenen  Werthe 
^1)  ^1  ^  gleichzusetzen  ist,  oder  aus  den  durch  Umformung  zu  ge- 
winnenden Gleichungen 

6f  A  +  (c_A)(-^  +  |)  +  d-0,  (2) 

die  Ausdrücke 

y  ■*"  *  ~         6«  — ac  +  oZ    "       c«--6d+Z(c— 2Z)  ""        6(c+2i)— ad' rox 

«^  ^ ^^       c«— 6d  +  A(c  — 2X)  d«— cg  +  gX  d(c4.2Z)— 6g 

y    d  ■"*  h^-ae+aX       ""c^-ftd+ZCc— 2i)"       &(c  +  2A)  — ad 

entnehmen  und   —  und  -^  berechnen.   Dadurch  sind  die  Substitutionen 

y  * 

Jj=*a|  +  /Jij,  y-^yS  +  ^'J;  soweit  wir  ihrer  zur  Losung  unserer 
Aufgabe  bedürfen,  hinlänglich  bestimmt,  denn  in  dem  Ausdrucke 
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f  (yl)*  +  ^  iri?  (Svy  +  ^  ((fnT 

treten  nur  die  Verhältnisse  —   und  -j-  auf;  indem  ja 

ist. 

Zur  wirklichen  Herstellung  der  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  von 
f(0)v=iO  müssen  wir  noch  einige  Umformungen  der  GoefScienten 
A,  2B,  C  durchführen.     Zunächst  ist 

2B— 6((aa/J  +  6(aÄ+/Jy)+cy*)«/J  +  (ca/J+rf(a*+/Sy)+,cy*)y*+ 

+  (baß  +  c{ad  +  ßy)  +  dr8){ad  +  ßy))  —  6X((xd—ßYy, 
dann 

A  —  f(a,y)  «  (aa^  +  '36aV  +  3cay*  +  d/)a  + 

+  (6a^  +  3caV  +  3day«  +  ey^)y  — 
«.  (aa»  +  36aV  +  3cay«  +  d/)  "^7*^^^ 

doch  weil  gemäss  den  zwei  ersten  Gleichungen  des  Systems  (1) 
(ba^  +  2cay  +  dy^d  +  (aa«  +  2bay  +  cf)ß  +  Ay(ad— /Sy)  =  0 
ist;  wird  femer: 

f{a,Y)  =  («a«  +  2&«y  +  cy'  -  Ay«)  (^^^^)'  - 

-  ((a«  +  6y)«  +  (6«  +  cy)r-  Xy*)  ("-^)'  - 

-  ((««  +  &y)  («*  -  ßr)  -  3Ay«*)  (^^^)'  7, 

wobei  zum  Schlüsse  wieder  die  erste  Gleichung  des  Systems  (1)  ver- 
wendet wurde.    Ebenso  findet  man 

C  -  fip,  8)  -  ({aß  +  h9)  ißv-ad)  -  3Ay(J«)  (^^^^)*  y 

tmd  darnach  wird 

AI*  +  2B6^*  +  CiJ*  - 

=»  {(yl)*((«7  +  6)  (7  -  t)-3^)  +  2-3A  (yg)«  (*,)*  + 

-  (yS)M'  +  2(y6)»  {ßnyjff  +  («i,)*cr. 

Indem  nun  aber 
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iBt,  folgt  miter  Anwendung  der  Eingangs  erwähnten  Zerlegongsart: 

^(*,y)-|(7-|)'{(yS)*(«7+ft+2')-(*'j)'(«T+*+^))x 


wo 


T'^yV  —  ac  +  aX 
bedeutet;  femer  ist  selbstverständlich: 

x[(y6)  («7+6  +  2')  +  (<J.j)(ai-+ft+r)*]  x 

x[0'6)(«7+6-T)-(di,)(ai-  +  &~T)^]  X 
x[(y6)(ai^  +  6-T)  +  (*ij)(a|  +  6-T)*]. 

Ersetzt  man  hierin  (yi)  und  (^17)  durch  die  früher  angegebenen  Aus- 
drücke in  X  und  y,  so  heisst  der  erste  in  eckige  Klammem  gefasste 
Factor  auch  folgendermassen : 

(7-irH(»7+'+^)*-(4+»+'')']- 

-,[(«f+»+T)*.4-(aA+i+r)*f])- 

^^S3    ■  PI.  ■■■      ■■■.■■■■        ■■■—  ■  ■■■■■■        ■■      ...  --   -  —     • 

^a^  +  b  +  l)    +(al  +  6  +  T) 

In  dem  Ausdracke  fOr  T  haben  wir  —  wie  früher  gesagt  war  — 
k  einen  der  Werthe  X^,  X^,  X^  zu  geben.  Je  nachdem  wir  X^^X^,  X^^X^ 
setzen,  heisse  der  Werth  von  T:  T^y  T,,  Tj. 

Bilden  wir  das  in  dem  letzten  Ausdrucke  auftretende  Product: 

(«(7  +  4)  +  ")^'' 
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und  benutzen  hier  die  ersten  unter  (3)  stehenden  Werthe  ftr 

(f4)-^(7  +  l). 

so  entsteht 

2(6«  _  ac)  -aX,+  8t!ri»-^l+^. 

Setzt  man  hierin  A^  "»  —  (A,  -}-  A,)  und  bemerkt^  dass  das  Produci 


Tj  TjTj  —  ]/-J-  (2 6»  -  3 abc  +  a^d)  —  y  (26*  —  3a6c+  ofd) 
ist;  so  folgt  die  f^ormel 

Und  nun  lautet  der  erste  in  eckige  Klammem  gefasate  Factor  in  dem 
Ausdrucke  fQr  f{x,  y)  folgendermassen: 

«g  H- y(6 + r.  +  r.  +  r,)        ^^ 

Behandelt  man  die  übrigen  drei  Faetoren  von  f^x,  y)  in  gleicher  Art, 
so  gehen  Quotienten  P^;  F^  P4  hervor,  deren  Zahler  von  dem  in  Pj 
nur  dadurch  verschieden  sind;  dass  zwei  der  Wurzelgrossen  2\;  7s,  2", 
das  negative  Zeichen  haben;  die  Nenner  werden  dem  von  P^  sehr 
ähnlich.     Das  Product  der  Nenner  von  Pj,  P,,  P,  und  P^  ist  gleich 

»;(7-i)'' 

und  somit  erhalten  wir  schliesslicli  für  f{x,  y)  die  Darstellung: 

n»>  y)  -  i(««  +  y(ft+2'i+  Tt+  2',))(a;o  +  y(&  +  Tj-r,  -  r,))x 
x(xa-\-y  {b—T,  +  T^-  T,)) (rro  +  y (6  —  T,  —  T,  +  T,)). 
Damm  lauten  die  Ausdrucke  f&r  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ajü*  +  46«»  +  6c«»  +  4dj»  +  e  —  0: 

-»1 T  (^  +V^-^c+k,  +  V6»-ac+il,  +  V'6»-ac+^), 

«, 1  (ft+V'fc'-ac+A;  -  y6»-ac+A,— y6«-ac+ig, 

'» -J-(&-y6«-ac+Ai  +  V'**-ac+A,-V6»-ac+;J, 

«4  =.  —  -i-  (6— V6«— «c+Ai  -  )/ft»— ac+A,  +  V'&'-ac+i,). 

(Yergl.  Heilermann,  Zerlegung  der  homogenen  quadratischen, 
cubischen  und  biquadratischen  Functionen  zweier  Yeilnderlichei  in 
Faetoren.    Progr.  Trier  1865.) 
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§  28.     Gröflster  gemeinsamer  Theiler  sweier  ganaer  Functionen 

einer  Variablen. 

1.  War  f(x)  eine  ganze  Function  mit  mehrfachen  Nullstellen  und 
9'(x)  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f(x)  und  f(x),  so  ver- 
schwand die  Function  />/^\ 

an  allen  Nullstellen  von  f(x)  nur  einfach.  —  Bei  der  Frage  nach  den 
Nullstellen  von  f{x)  ist  es  wünschenswerih,  die  Function  ^{x)  abzu- 
leiten, auch  wenn  die  Nullstellen  von  f{x)  nicht  bekannt  sind,  denn 
wenn  man  d'(x)  kennt,  kann  man  q>(x)  finden  und  nach  den  Null- 
stellen dieser  Function  forschen. 

Wir  stellen  uns  gleich  die  allgemeinere  Aufgabe,  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  /noeier  Functionen 

fix)  ™  oo«*  +  aiic*"~*  +  •••  +  «»; 
g{x)  ««  Joa^  +  feiaf»""*  +  •  •  •  +  6m 

zu  suchen,  also  diejenige  ganze  rationale  Function,  die  das  Product 
der  etwaigen  gemeinsamen  Wurzelfactoren  von  f{x)  und  g{x)  ist. 

Doch  fär's  Erste  leiten  wir  eine  noihu?endige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Existenss  einer  gemeinsamen  Nullstelle  der  gegebenen  Func- 
tionen ab. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  «=  0  mögen  a:i,  rcj,  •  •  •  a:«  heissen. 
Dann  sind  die  m  Gleichungen: 

^m-i^(^)„0,  ...  a?/*(a;)  — 0,    /"(a;)  —  0 
und  offenbar  auch  die  n  Gleichungen 

^"^gip^)  —  ^"^y  —  0,  ...  xg{x)  —  xy^O,    g{x)  —  y  -=  0 
durch  die  n  Werthe  x^j  x^^  -  -  >  Xn  erf&Ut,   wenn  der   x^  zugeordnete 
y-Werth  g{x^  ist.    Es  sei  n^m. 

Fasst  man  diese  (m  4-  ^)  Gleichungen  als  lineare  homogene  Glei- 
chungen in  den  (m-^-n)  Potenzen  von  x\ 

auf,  80  wird  die  Determinante  des  Gleichungensystems: 


(Xo  a\  . 

0    oo  * 

ö  6  . 

0    &o  • 

6  ö  . 


Om—l    öm  Äffi+i 

am-^t   Öm—l     am 

.  .  . 

Oo  ai  a% 
6m-i  h^'-y  0 
6m-i  6«-i    htn — y 


0       0 


0 


a„_.i  a„  0 

•  *  • 

a*— m  O«— m+1   «■— m+« 

0  0  0 

0  0  0 

•  *  • 

•  •  • 

•  •  • 


•  0 

•  0 

•  0 

•  0 

'K—y 
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jedesmal  Null,  wenn  man  y  einen  der  n  Werthe  gix^)  (y  =  l,2-**n) 
ertheilty  d.  h.  diese  Determinante  9(tf)  ist  eine  ganze  Function 
n***"  Grades  von  y  mit  den  Nullstellen  gix^)  (v  =  1,  2,  •  •  •  n).  —  Das 
Yon  y  freie  Glied  ist  gleich  dem  Producte  aus 

(—  iy9(Xi)g(x;)  . . .  g{xn) 

und  dem  Coefficienten  von  y",  d.  i«  ( —  l)"«^*.  Dieses  Prodnct  ge- 
winnt man  aber  auch,  indem  man  in  der  Determinante  9(y)  9^=0 
setzt,  wobei  eine  Determinante  B  entsteht.    Es  ist  nun 

a^9{xi)g{xt)  -  •  •  g(xn)  —  B, 

und  man  sieht,  dass  B  verschwindet ,  wenn  eine  NuUstdle  von  fix) 
auch  NullsteUe  von  g(x)  ist. 

Ist  umgeJcehrt  ü  «»  0,  so  besiteen  die  Gleichungen  f(x)  ^^  0  und 
g  (x)  «>  0  mindestens  eine  gemeinsame  Wurisel. 

In  der  That,  bezeichnet  man  die  Wurzeln  von  ^(a;)  =  0  mit 
Xij  x%  y  •  •  •  Xmf  so  findet  man  ebenso  wie  früher 

6|;/"(«i')/"(«0--/*(«i.)--B', 

und  B'  ist  eine  Determinante,  die  sich  von  12  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  zunächst  die  in  12  vorkommenden  n  Zeilen  mit  den  Coefiicienten  i 
und  dann  erst  die  m  Zeilen  mit  den  Coeffidenten  a  stehen. 

Darum  ist 

B  — (— l)«»i2' 
oder 

<^'S9ip^i)g{xt)  •  • .  g{xn)  =  (-  l)'»-6j/'K)/(^0  •  •  •  /"(^m)  =  12, 

und  aus  dieser  Relation  ist  ersichtlich,  dass  f{x)  und  g(x)  eine  g^ 
meinsame  NullsteUe  haben  müssen,  wenn  i2  ««  0  ist. 

Die  ganze  Function  22  der  Coefficienten  von  f(x)  und  g  (x)  heisst 
die  BesuUante  der  Functionen  f(x)  und  g  (x).  Ersetzt  man  g  {x)  durcli 
die  erste  Ableitung  f^^^x)  von  f(x),  so  heisst  die  B  entsprechend 
gebildete  Determinante  die  Discriminante  von  f{x).  Diese  muss  ver- 
schwinden^ wenn  f(x)  eine  mehrfache  NuUstelle  haben  soU. 

Beispiele:    f(x)  »»  a^x^  -{~  ^i^  +  ^    ^^^  ^^  Discriminante: 


«0         ^1         ^ 

D—    2ao       «1      0 
0     2ao      «1 
f(0)  =«  ier*  +  jpir  +  j  hingegen  die  Discriminante 


öo(4«o«2  — V); 
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D 


1 

0 

P 

2 

0 

0 

1 

0 

P 

2 

3 

0 

p 

0 

0 

—  4p*  +  27  2». 

0 

3 

0 

P 

0 

0 

0 

3 

0 

P 

8«  Ist  i2 "»  0;  dann  haben  f{x)  und  g  (x)  einen  gemeinsamen 
Theiler;  mid  nun  sucht  man  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von 
f{x)  und  g(x)  mit  Hilfe  eines  der  Aufsuchung  des  grössten  Theilers 
ganzer  Zahlen  nachgebildeten  Verfahrens^  das  ivir  jetet  entt/oickeln  werden. 
Dabei  werden  wir  jeder  der  auftretenden  ganzen  Functionen  einen 
solchen  unteren  Index  beilegen^  dass  er  uns  den  Grad  der  Function  anzeigt. 

Bildet  man  (unter  der  Annahme  m^^n) 


multiplicirt  diese  (n  —  m  -f-  1)  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
und  addirt  sie  dann  alle^  so  folgt 

oder;  wenn  man  die  Elammergrosse  mit  Pn^m  bezeichnet: 

Im  Falle  g^  *^f^^^(x)  ist,  lautet  diese  Gleichung: 
(na,yf{x)  -  (a,'nx  +  a,a,)r^^(x)  - 


V 


^0  ^   (»vflfoar  —  (n  —  V  4-  l)aia,-i) 


a; 


«— i» 


Va2 


die  wir   durch  a^  dividiren  können,   ohne  Brüche  zu  erhalten,   da  a^ 
Factor  aller  Glieder  ist 

Es   kann   nicht   mehr   als  ein  Paar   von  Functionen  pn—m   und 
Sm^i  geben,  derart,  dass 

wird,  denn  wäre  auch 
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80  müsste 

gm^Pn-m  —  Pn—m)  +   Qm—l  —  Jm-l  ^  0 

sein;   doch  diese  Identität  erforderte ,   dass  Qm— i  —  9m— i  den  Theiler 
mf^  Orades  g^  hätte.    Das  geht  nicht  an,  ausser  wenn 

ist;  doch  weil  dann 

fär  jeden  Variablenwerth  verschwinden  soll,  muss  P»— m^P«-m  Bein 

W^»    Z»    Z*    ^f  • 

Wenn  /*»  durch  g^  theilbar  sein  soll,  so  muss  Qm—i  identisch  Ye^ 
schwinden,  und  das  tritt  ein,  wenn  die  m  Goefficient«n  der  Function 
qm^i,  die  ganz  und  rational  aus  den  Goefficienten  von  f(x)  ond 
hl,  h%j  '  ' '  bfn  zusammengesetzt  sind,  alle  yerschwinden. 

Wenn  9m— i  nicht  identisch  Null  ist,  bilde  man  neben  der  Gleichong 

oder  neben 

fn  ■=*  OmPn  —  m  +  Qm  —  l} 

wie  wir  bequemer  schreiben,  indem  wir  den  Factor  6j*"~"+^  inj)«-« 

und  9m— 1  aufnehmen,   so  dass  die  Goefficienten  von  Pn^m  und  jn-i 
zwar  ganze  Functionen  Yon 

flo,  «1,  •  •  •  fl«,     6i,  h%,  •  •  •  6m; 

aber   gebrochene   Functionen  von   b^   sind,   in   entsprechender  Weise 
Gleichungen 

gm     =8m-il>J^^  -1;««.-.», 


WO  für  die  neu  eintretenden  Functionen  q  stets  der  grösstmogliche 
Grad  angeschrieben  ist.  —  Die  Goefficienten  der  Functionen  p^  und  { 
sind  immer  noch  rationale  Functionen  der  Goefficienten  von  f  imcl  g, 
—  Die  Function  qfi{x)  ist  Theiler  von  g/<+i,  dann  von  g^+j  nsw, 
endlich  von  g^  und  fn  (d.  h.  jede  dieser  Functionen  ist  als  Product 
von  q,i{x)  in  eine  andere  ganze  rationale  Function  darstellbar),  um- 
gekehrt ist  jeder  Theiler  von  f  und  g  Theiler  von  Jm— i,  Jm-»  ^^-j 
endlich  von  qfi(x).  Darum  ist  J^(a?)  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
von  fn{x)  und  g^lx). 

Für  fi  «»  0  artet  q^iix)  in  eine  Gonstante  aus  und  dann  besitzen 
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die  gegebenen  Functionen  keinen  gemeinsamen  Theiler,   ihre  Resul- 
tante ist  nicht  Null.    Im  anderen  Falle  ist 

Jetzt  haben  wir  das  Mittel  gewonnen,  uns  von  den  etwaigen  mehr- 
fachen Wurzeln  einer  Gleichung  f(x)  ss  0  5u  befreien.    Man  suche  den 

gemeinsamen  Theiler  von  f{x)  und  f(x),   er  heisse  ^(x),  und  bilde 

f(x) 

^-^  «a  fp(x)»     Die  Nullstellen  von  q>(x)  sind  dann  zugleich  die  Null- 
stellen von  f(x). 

Beispiel:  Es  sei 

f(x)  —  a?*  +  a;*  —  4fl:*  —  4a?  +  1,  also  f(x)  —  4a:*  +  3a;«  —  Sa?  —  4, 

dami  gilt 

ief(x)  -  (4a:  +  1)  f(x)  -  5  (7a:«  +  8a:  -  4)  ^9,f{x)  —  5j„ 
Vfix)  -  (28a;  -  ll)ft  -  48  (4a:  +  5)  ~p^%  -  48«, , 
4«g,  -  (28a?  -  3). g,  -  49  -pWj,  -  jo; 

daher  hat  f{pc)  keine  mehrfachen  NullstelleiL  Bei  dieser  Rechnung 
haben  wir  statt  der  früheren  Functionen  gm— i  luid  gm— t  Functionen 
7  a:«  +  8  a?  —  4  und  4a:  +  5  benutzt,  die  bis  auf  die  constanten  Fao- 
toren  —  5  und  —  48  mit  denen  der  allgemeinen  Theorie  überein- 
stimmen; solche  Factoren  kann  man  selbstverständlich  immer  weg- 
lassen, denn  der  Charakter  des  gemeinsamen  Theilers  wird  dadurch 
nicht  geändert.  — 
3,  Indem  wir 

II  _  ^»-^^^  — p,-«  +  -^,  hierin  -^  =  »W  +  -^ 

USW.,  endlich 

^^+«  «.  i)(m-/u-i)  4-  -J_-    und     ^^^±^  =  p!«-/") 

setzen,  erhalten  wir  für  den  Quotienten    *    ^  die  Darstellung: 

"m — /< 


•4.— J— 
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Bildet  man  die  Brüche,  die  durch  YereiiugQiig  Yon  i>»-m  und  den 
ersten  v  Gliedern  dieser  Kette  entstehen,  also  der  Reihe  nach: 

Pu—m  + 


(1) 


PF 
usw.  und  durch  den  Schluss  von  (y  —  1)  auf  v 

*  '•+  — 

Pi 

und  endlich 

60  erfüllen  zwei  aufeinander  folgende  Brüche  die  durch  den  Schluss 
von  (y  —  1)  auf  v  zu  erweisende  Beziehui^ 

im  Besonderen  ist  also 

Setzt  man 

wo  die  Indices  dieser  Functionen  ^  und  9  von  o;  die  Gradzahlen  an- 
zeigen, wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  so  wird 

und 

Die  erste  dieser  zwei  Gleichungen  sagt  aus:  Sind  /*„  und  g^  zwei 
ganze  rationale  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler  (wie  in  der 
Gleichung  (1)  ipn—fA  luid  9m-^  solche  Functionen  sind),  so  kann  man 
ihnen  zwei  ganze  Functionen  ipn^i  und  ^m— i  derart  zuordnen,  dass  Ar 
jeden  Werth  der  Variablen 

wird.  Die  Coefficienten  von  fp^-^i  und  tm—i  sind  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  von  fn  und  gm* 

Die  zweite  Gleichung  sagt  aus:  Sind  fn  und  gm  zwei  ganze  ratio- 
nale Functionen,   die  einen  gemeinsamen  Theiler  fi^°  Grades  g^  1>^ 
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sitzen,  so  gibt  es  zwei  Functionen  (n  —  (i  —  l)**"  und  (m  —  ft — 1)*^ 
Grades  9>«.^^i  und  ^«.^^i,  welche  die  Gleichung  erfüllen: 

Die  Coefficienten  dieser  Functionen  sind  wieder  rationale  Functionen 
der  Coef&cienten  von  fn  und  g^*  — 

Es  lässt  sich  aber  auch  ein  Paar  von  Functionen  gfn—fi  und  Jf^m^fi 
finden;  fQr  die 

ist,  denn  man  kann  ja  jetzt 

setzen.    —    Es    gibt   aber   kein  Paar    von  Functionen   9«.^^i  und 
tj;«— ^-_i,  die  eine  Gleichung  von  der  Form 

^n-ft^igm  +  tm-fi-lfn  —  ifi-t      (v  —  1,  2  •  •  •  fi) 

erfiELllen,   indem  keine  dieser  Gleichungen  mit  der  gewiss  bestehenden 
Gleichung 

in  Einklang  zu  bringen  wäre. 

Besteht  f&r  zwei  ganze  Functionen  /*«  und  g^  eine  Gleichung 

aber  keine  Gleichung  der  Gestalt: 

so  haben  fn  und  g^  einen  Theiler  g^. 
In  der  That,  wäre 

SO  gälte  eine  Gleichung 

die  ausgeschlossen  war. 

Wenn  fn  und  g^  einen  gemeinsamen  Theiler  g^  besitzen ,  wenn 
also  in  unserem  früheren  Gleichungensystem  g^.i  ^  0  ist,  so  müssen  ft 
ganze  Functionen  der  Coefficienten  von  /i»  und  g^,  verschwinden.  Ist  der 
Theiler  vom  ersten  Grade,  so  muss  die  Resultante  B,  allein  Null  sein. 

Wenn  f  und  g  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  ist  jeder 
Theiler  von  (Jlc)  und  g  Theiler  von  Ic  und  g. 

Das  Product  zweier  Functionen  f  und  %,  von  denen  jede  gegen- 
über g  theilerfremd  ist,  kann  kein  Vielfaches  von  g  sein. 

Haben  f  und  g  keinen  gemeinsamen  Theiler,  ist  aber  fk  ein  Viel- 
faches von  gy  dann  besitzt  h  den  Theiler  g. 

Jedes  Vielfache  von  Functionen  f  und  ^,  die  keinen  gemeinsamen 

13» 
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Theiler  baben^  hat  die  Gestalt  fglc\  ist  aber  /*«-  fpq^  9  «b»  ^^^  so  hat 
das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  f  und  g  die  Form  {9)^.  — 

lieber  die  Ermittlang  eines  etwaigen  Theilers  von  mehr  als  zwei 
ganzen  Functionen  brauchen  wir  nichts  zu  sagen^  denn  die  Definition 
ist  Yon  selbst  gegeben. 

§  29.    Gebrochene  rationale  Functionen  einer  Variablen. 

1*  Da  wir  jetzt  das  gegenseitige  Verhalten  zweier  ganzer  Func- 
tionen fn  und  Qm  beurtheilen  können,  so  betrachten  wir  auch  die 
gebrockme  rationaie  Function 

F(x)  hat  an  allen  Stellen,  die  nicht  Nullstellen  des  gemeinsamen  Thei- 
lers q  von  f  und  g  sind,  den  Werth,  den  der  Quotient  ^  dort  besitzt 

An  einer  Nullstelle  x'  von  q  (x)  bezeichnet  man  ^-M  als  Werth  von 
F(x\  wiewohl  die  Gleichung 

?*  —  5^9  —  0 
diesen  Schluss  nicht  erlaubt;   aber  wenn  man  x  nach  x'  convergiren 

lässt,  so  convergirt  F{x)  nach  ^^.    (Vergl.  S.  168.)  — 

TT    >•*'  / 

Wir  nehmen  nunmehr  an,  dass  in  dem  Quotienten  ^^^  f  und  g 
keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen. 

Die  rationale  Function  F(x)  «=  ^j~  ist  an  jeder  endlichen  Stelle  Jq» 

die  nicIU  Nullstelle  des  Nenners  g(x)  ist,  stetig;  d.  h.  man  kann  nach 
Angabe  irgend  einer  positiven  Grösse  8  der  Stelle  Xq  eine  solche  Um- 
gebung r  zuordnen,  dass  für  jede  Stelle  x  =  Xq'\'  h  derselben 

\F{x,  +  h)-F(x,)\<d 
wird. 

In  der  That,  bezeichnet  man 
so  ist 


\F(x,  +  h)^F(x,)\ 


f(x,)+Jf       fix.) 
g{x^)+Jg      gM 


flf"  ^ '  gig^+g^g) 

und  jetzt  erscheint  die  Behauptung  bereits  als  richtig. 

Ist  aber  x^  eine  %-fache  Nullstelle  von  g{x\  so  ist  die  Function 
F(x)  dort  unstetig,  jedoch  die  Function 

{x  -  x>f^F{x) 

ist  stetig}  die  singulare  Stelle  x^  ist  ausserwesentlich  singulär. 


§  89.    Gebrochene  rationale  Functionen  einer  Variablen.  Nr.  1,  2.       197 

Ab  der  Stelle  x^^oo  ist  F(x)  stetig,  wenn  der  Orad  des  Zahlers 
n  nicht  grosser  ist  als  der  Grad  m  des  Nenners,  denn 

hat  an  der  Stelle  x'  '^0  den  Werth  0   oder  -^  ,  je  nachdem  m  >  n 

Oo 

ist.  —  J^^  n>  fii,  so  triri  F(x)  an  der  Stelle  oounstetig,  aber  l—j     ^'F(x) 

ist  stetig. 

2.  Nach   diesen  Sätzen    setzen   wir   unter   der  Annahme,   dass 
n^m  sei: 

und   nehmen    an,    dass   gm   das    Product    zweier    ganzer  Functionen 
S^uf  9?  ^^®  gemeinsamen  Theiler  sei.     Wir  behaupten,   dass  man 

dann    ""^  ob  /SWimin«  Mceier  .Brüc^; 


9, 


p«;."  p« 


darskUen  "könne,  deren  Nenner  ^^>  und  jf'*)  sind,  indessen  die  Zahler 
höchstens  die  Gradzahlen  fi  —  1  beziehungsweise  v  —  1  erreichen. 
Es  gibt  gewiss  zwei  Functionen  fpv—i  und  ^^~i,  die  die  Gleichung 

erfidlen,  weil  ^^)  und  ^*>  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.    Daher  ist 


und 


9m  gf         '        gf 


Aber  in  den  nothwendig  bestehenden  Formeln: 

sind  Pm— s  nnd  Pm^s  identisch  gleich,  denn  die  Gleichung 

die  auch  bestehen  soll,  ist  nur  unter  der  genannten  Bedingung  möglich. 
Es  ist  daher  wirklich: 

9n.     ""    flW    "*"    fl(*>   ' 
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und  ebenso^  wenn  g'm  das  Product  Yon  %  Functionen  ist: 

Qm  ^^9^9% '  "9h 
von  denen  keine  einen  Theüer  mit  einer  zweiten  gemein  hat, 

WO  in  jedem  der  Brüche  -^  der  Zähler  von  niedrigerem  Grade  ist  als 
der  des  Nenners.  —  * 

Es  sei  insbesondere 

k  /     i 

9m  —  iJ  ix  —  a^)*"* ,     I  ^  m^  =  m 

i7ir  —  («  -  «0"^,    («  —  1,  2,  ...  i), 
dann  wird 

worin 

Sfje(jj)  ^  Cx,  oa?**  ""   +  ^1  a?"**"    H h  ^*.«k— i 

eine  ganze  Function  von  nicht  höherem  als  dem  (m«  —  1)*^  Grade  ist 
Setzt  man  hier: 

ff« («)  ■=  ff,(«,)  +  tti\«n)  -YT  +  •  •  •  +  3?»" "  («*)    (»,li)i    . 
80  ist  unmittelbar  ersichtlicli,  dass  man  den  Quotienten  Ton  f»  nnd 


«»1 


»mW 


+ 


das"""  +  das"—*"—*  -j 1-  c_„  + 


die  im  Falle  der  einfachen  Nullstellen  von  g^ '  ^ij  «s;  *  *  *  ffm  einfach 
lautet : 

9f 


Diese   Darstellung  der    gebrochenen    rationalen  Function   heisst  die 
durch  ParUalbrikihe. 

Schreibt  man  in  dem  hier  für  f{x)  hervorgehenden  Ausdrucke  die 
Function  gm(x)  in  der  Form: 
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i^i'W  -TT-  +^W  ^-sT^  +  •  •  •  +  ^r^W  -i;n^ 

und  Bubstitairt  fOr  o;  den  Werth  a«,  so  wird: 

A(«,)-^Mi4i)(i»,)    oder    ^<"-=^J 
und  ^ 

Ist  der  Grad  von  f{x)  kleiner  als  der  yon  g(x)j  so  fallt  p(x)  heraus. 
Ist  f(x)  vom  (m  —  1)*"  Grade,  so  lehrt  die  Gleichung: 


fix)  -  «0.^-'  +  a.^-'  +  . . .  +  a„_,  -  2'7K)  ^,> 
dass  m 

ist ;  und  wenn  f(x)  vom  (w  —  2)*~  Grade  ist,  so  wird 

^(1)  +  ^w  ^ [.  j:(«»)  —  0.  — 

Hat  g^  die  mj -fache  Nullstelle  a,,  ist  also 

^m  —  («  —  «i)"*'^«-»». , 
so  besteht  eine  Darstellung: 

(^i^w  — mi— 1). 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  g(x)  und  führt  die  Ausdrücke  ein 

ersetzt  femer  p^x)  durch  seine  Entwicklung  in  der  Umgebung  von 
a?  -=»  Oj  und  vergleicht  hierauf  die  nach  Potenzen  von  (x  —  aj  zu  ord- 
nenden Ausdrücke,  so  wird: 

■"nh-l     Mjl      ~     <»i    (m, -j-1)!  1!      ' 

•^1         «il       T^      >     («,  +  !)!    T^  T^  ""mi   (2m,  — 1)1  (»4-1)1» 
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ans  welchen  Gleichungen  man  A^^^  -^^^^^i '  *  *  -^^^  nwih.  und  nach 
entnimmt. 

Wenn  f(x)  die  m|-fache  Nullstelle  a^  besSflse^  so  yerschwanden 
alle  die  Coefficienten  Ä^^K 

Beispiele: 

^         gix)'^      a;*  — 10a;»  +  20a;«  +  10a;  — 21      " 

_  /      ,    ^v    ,      27a;» ^  107a;*  —  38a;  +  125 
~  l^Ji-o;  -t-  a;*  — 10a;»  +  20a;«  +  10a;— 21 
und 

ic*  -  lOo;»  +  20a;«  +  10a?  _  21  —  («  -  1)  (a:  +  1)  {x  —  3)(x-  7) 
ist,  so  wird: 

^1     p'a)      2'  ^     g{-^)  8 '  -^     ^'(8)      "t-y,  ^*     /(7)"""r- 

2)  Für  die  Function 

f^        a;»  —  6a;*  —  8a;»  +  8a;»  —  4a;  +  20        ,    «v    ,    --9a;»+ag'+3g+17 

g^  ~  a;*  — 2a;»  +  2a;— 1  "  ^*      ^^  +       (a-— i)»(a;  + i) 

gelten  die  Formeln: 

und 

2^<i>  —  12 ,  2^<^)  +  ^,(1)  —  -  22,  2  Ji(*)  +  ^<^>  +  0  •  ^3<i) 26, 

darum  ist: 

^^(D  —  e,    -4,^ 14,    ^i<i)  — -6, 

und 

^  _  ,     _  Q\  _  __? 5 14         ,  6 

^^  —  (X       ö)        ^^^jj        (^_jj        (a.-i)«  +  (a.-i)»- 

8.  Da  die  Wj  Coefficienten  A^^\  •  •  •  -4^^  durch  2mi  Grossen 
g^^^ia^)  und  /^^'^(«i)  bestimmt  sind,  die  sämmtlichen  Coefficienten 
A^*\  '  •  •  A^^    («  — ■  1,  2  •  •  •  Ä)  durch   2  m   Grössen   ausdrückbar   sind, 

femer  Pn-^m  (h  —  m-^-l)  Coefficienten  hat,  so  hängt  die  rationale  Func- 

f 
tion  —  von  (n  +  w  +  1)  constanten  Grössen  ab. 

9m 

wenn  ihre  Werthe  ow  (n  +  w  +  1)  Stellen 

^  ■=  60f   ll|  •  •  •  lm+« 

vorgegeben  sind: 

f 
y  —  i?o,  i?i,  •••  IJm+n. 

In  der  That,  gäbe  es  zwei  Functionen  —  und  pr-  der  verlangten  Art^ 
SO  müsste  die  Gleichung 
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Aö^-Fnjr,«  — 0 

vom  (n  +  m)*~  Grade  (n  +  m  +  1)  Wurzeln  a?  —  fc,  li,  •  •  •  Im+n 
besitzen.  Weil  das  nicht  angeht,  ist  die  genannte  Forderung  eine  be- 
stimmte  und  wir  haben  nur  mehr  die  Frage  nach  der  arithmetischen 
Abhängigkeit  der  zu  suchenden  Function  von  dem  Werthe  der  Varia- 
blen zu  behandeln. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  n  der  Werthe  i},  etwa 

Vm+f^  (v  —  1,  2, . .  •  n), 

Null  sind,  dann  hat  der  Zähler  fn  die  Gestalt: 

n 

WO  a  vorderhand  willkürlich  ist. 

Die  Function  gm  aber  muss  an  den  Stellen  |^  (fi  «"  0, 1,  2,  •  •  •  m) 
den  Werth 


a 


annehmen,  damit 

W(«)/ " 


m 


iu»0 

Lagrange'schen  Interpolationsformel: 


m 


sein,  und  die  Function  — ,  welche  an  den  Stellen  6^  0*  =  0, 1,  •  •  •  m) 

die  Werthe  ij^  (/*  =»  0, 1  •  •  •  m),  an  den  Stellen  fen+t  (v  «=  1,  2,  •  •  •  ») 
den  Werth  Null  besitzt,  erhält  die  Gestalt: 


»«iX 


Geben  wir  der  willkürlichen  Constanten  a  den  Werth 


9(io)9{ix)'"9(im) 
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n 

und  bilden  hierauf  die  Summe  aller  aus  dem  Zahler  a/ /(o;— Im^.,) 

und  die  Summe  aller  aus  dem  Nenner  durch  Permutation  der  Indices 

0, 1,  2,  •  •  •  w,  m  +  1;  •  •  •  »»  +  » 
entstehenden  Ausdrücke,  so  ist  der  Quotient  der  genannten  Summen  die 

verlangte  Function  ~  • 

(Siehe  Gauchy  A.  A.  fünfter  Nachtrag.) 

§  30.    Baüonale  Ftinotionen  mehrerer  Variablen. 

1.  Wir  wollen  auch  für  die  rationalen  Functionen  mehrerer  yon 
einander  unabhängiger  complezer  Variablen  Xi,  Xt,  •  •  •  Xn  Theoreme 
aufstellen. 

Ist  f{xij  x%j  •  •  *  Xn)  eine  ganze  rationale  Fimction,  und  denken 
wir  diese  nach  fallenden  Potenzen  einer  Variablen  etwa  x^  geordnet, 
so  entsteht 

wo  die  Goef&cienten  ganze  Functionen  von  0:1,  •  •  •  Xr~^if  x^-^i  "-  Xn  sind. 
Gibt   man   x^  die   m,  -f~  ^   ^^^   einander  verschiedenen  Werthe 
(6m,   6y,s,  •  •  •  6y,iny+i),  x^  die  (iw^  +  1)  vou  einander  verschiedenen 
Werthe: 

Sr',!,    6/,2,    •  •  •    6^,m,+l         (v    =  1,    2,    •  •  •   V  —   1,    V  +  1,    •  •  •   »l) 

und  setzt  voraus,  dass  f  für  jede  der 

(mx  +  1)  (mj  +  1)  •  •  •  (m»  +  1) 
Werthecombinationen 

verschwindet;  wobei 

«x™  1,2,  •••(mx+  1) 

sein  kann,  so  müssen  in  f  alle  Gonstanten  Null  sein,  und  die  Gleichung 
/*  «1  0  ist  für  jedes  beliebige  Werthsystem  {x)  erftQlt,  A.h.  sie  ist  iäm^ 
tisch  Null 

In  der  That,  gibt  man  Xi,  ' '  *  Xy^i,  x^^t ;  *  * «  ^n  irgend  bestimmte 
der  vorgelegten  Werthe,  so  verschwindet  f  als  Function  von  rc^  für  •»» + 1 
Werthe  und  darum  müssen  die  Goefficienten  q)^^\  9^"^,  •  •  •  Null  sein. 

Verwendet  man  denselben  ScUuss,  welche  der  Werthecombinationen 
(6i,aii  •••  l*-i.a^»ii  6w+i.a^4.i>  '••  $ii.a,)  man  auch  benützt,  so  sieht 
man,  dass  die  constanten  Goefficienten  in  9^*'^,  ip^^\  •  •  •  Null  sein 
müssen  und  f(xif  x^y  •  •  •  x,^  identisch  verschwindet. 


J 
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£s  können  also  unter  den  unendlich  vielen  Nullstellen  der  nicht 
identisch  verschwindenden  Function  /*,  die  in  x^  vom  Grade  m,  ist 
(v  —  1,  2,  •  •  •  n),  nicht  alle  aus  (m^  +  1)  Werthen  Xi,  (m,  +  1) 
Werthen  x^  "usw.,  endlich  (m*  +  1)  Werthen  Xn  zu  gewinnenden 
Werthecombinationen  vorkommen. 

Ztcei  ganze  Functionen  f(xi,  a:,  •  •  •  Xn)  und  g(x^y  ^f  '  "  ^n),  von 
denen  keine  x^  in  höherem  Grade  als  dem  m,^^  enthält  (v  —  1,  2  •••^t), 
stimmen  somit  vollständig  überein,  wenn  sie  fdr  die  aus  n  Werthereihen 

^r  =  6y,t,    6».2,    •  •  •    6r.m^+l  (V  —  1,  2,  •  •  •  n) 

zusammengesetzten  Combinationen  (o:^,  x^,  •  *  •  x«)  übereinstimmen.  — 

2.  Wenn  die  Function  /*(a?i,  äj,  •  •  •  a?«)  bei  jeder  beliebigen  Um- 
setzung der  Grossen  x^,  x^j  *  "  Xn  keine  Formändertmg  erfährt,  heisst  sie 
symmetrisch. 

Die  symmetrische  Function  erfahrt  also  auch  keine  Werthänderung 
bei  irgendwelchen  Yertauschungen  oder  Permutationen  der  von  ein- 
ander unabhängigen  Grossen  x^,  x^,  •  •  •  Xn  und  ist  insofern  einwerthig. 

Umgekehrt  ist  eine  hei  Vertauschungen  der  x^  dem  Werthe  nach  un- 
veränderliche  Function  f(xjj  x^,  •  •  •  x»)  symmetriscli. 

In  der  That,  wenn  aus 

bei  einer  Yertauschung  der  Grössen  ^,  x^,  •  •/  Xn  der  nach  Potenzen 
von  x^  geordnete  Ausdruck: 

hervorgeht,  ßo  müssen  doch  die  beiden  Darstellungen  der  Function 
identisch  gleich  sein,  was  für  Werthe  man  auch  x^,  x^,  •  •  •  Xn  geben 
mag;  es  wird: 

d.  h.  die  Formänderung  kann  höchstens  die  Functionen  der  (n  —  1) 
Variablen  x^,  *  -  *  Xn  betreffen.  Für  diese  Functionen  ip^^^  gelten  die 
Voraussetzungen,  die  für  /*  gemacht  waren;  darum  kann  man  denselben 
Schluss  weiterhin  anwenden  und  zur  völligen  Erkenntnis  gelangen, 
dass  f  bei  Vertauschungen  der  x^  auch  die  Form  nicht  ändert.  — 

8.  Wir  schalten  hier  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  sym- 
metrischen Functionen  ein. 

Betrachtet  man  die  Grössen  x^  x^,  •  •  •  Xn  nicht  als  unabhängige 
Variable,  sondern  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung 

1» 

oo  j[  / (o;  —  iCy)  «■  oqs^  +  öia;"—^  +  •  •  •  +  a»  ~  0, 
auf  dass 
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^x^  ~  ~"5">   ^^y^^  —  ^7  •  •  •  ^1^  •  •  •  a;,  —  (—  1) 


isty   so   lässt  sich  zeigen,  dass  jede  ganae  symmetrische  Fimdm  der 

WuTBeln  als  gange  rationale  Function  der  sogenannten  ^efentaiftirsym- 

a 
metrischen  Functionen^*  -^  (v  —  1,  2,  •  •  •  n)  darstellbar  ist^  oder  als 

ganze  Function  der  Potenzsnmmen  Sq,  Si,  •••  «^  ""^^»  '*'  ^^^ 
denen  wir  wissen,  dass  sie  ganze  Functionen  der  elementarsymmetrisclien 
Functionen  sind. 

Ist  ein  Glied  der  symmetrischen  Function  f(Xi,  x^,  -  "  x^  toü 

n 

der  Form  rcj,  so  enthalt  f  alle  Summanden  von  s^  =^^5  enthält  f 

ein  Glied  der  Form  x^x^,  («  ^  «');  ^^  besitzt  f  alle  Summanden  der 
zweifachen  Summe 


n 


in  deren  Summanden  v  von  v   verschieden  bleibt. 

Diese  Summe  ist  gleich  SaS^  —  ^a+o*,  wie  sich  durch  Ausrech- 
nung zeigt,  denn  das  Product  von 

5^  «a  a;J  +  ^S  H h  ^    ^^d    V*  ^  +  ^  +  •  — H  ^ 

ist  gleich 

Setzt  man  fest,  dass  a^^  a'  sei,  so  gilt  die  Formel : 

^a,  a  ~  Y  (^  ""  ^8a)  > 

denn  man  findet  umgekehrt: 

Indem  man  Sa  *  V  *  Sa"  bildet,  ergibt  sich 
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imd  somit  ist  die  dreifache  Summe  über  die  Glieder  der  Form 

n 

aber  insbesondere  ist: 
mid 

*a,«,«  ~  87  (^  ~  ^^2a^a  +  ^^So)  •    "* 

So  fortschreitend  findet  man,  dass  jede  Summe  der  Gestalt: 

und  jede  ganze  symmetrische  Function  f{Xi,  x^^  •  •  •  ^»)  als  ganze 
rationale  Function  der  Potenzsummen  s^,  s^,  *  *  *  also  auch  als  ganze 
rationale  Function  der  elementarsjmmetrischen  Functionen  darstell- 
bar ist,  und  zwar  —  wie  wir  noch  hinzufügen  —  nur  in  einer  Art. 
Denn  wäre  f  in  den  Gestalten 

\«o  *o/  \%  «0/ 

darstellbar,  so  wäre  F  —  <t  wohl  als  Function  der  Grössen  x^^x^j*"  Xn 

a 

identisch  Null,  aber  nicht  als  Function  der  Grossen  —  identisch  Null 

und  doch  konnte  man  die  in  JP  —  O  einander  nicht  aufhebenden  Glieder 
als  Function  der  Xi^  Xt,  *  •  •  Xn  darstellen,  die  also  nicht  identisch 
Null  wird,  aber  för  jedes  Werthesystem  der  rci,  2:2,  •  •  • «»  verschwindet; 
und  diese  Aussigen  und  Vorkommnisse  sind  unvereinbar. 

Zur  Anwendung  der  gewonnenen  Darstellung  einer  symmetrischen 
Function  geben  wir  die  Vorschrift  an,  nach  der  die  Gleichung  zu 
bilden  ist,  deren  Wurzeln  alle  möglichen  Summen  von  je  zwei  Wurzeln 
Xy  und  Xy^  einer  gegebenen  Gleichung 

sind.  ^^^^  ^  ^^"  "^  Äia^""*  H h  «»  —  0 

Die  verlangte  Gleichung  wird  vom  Grade  T  =  u)  sein, 
und  sie  laute: 

n  n 

F(g)  —  2J(i»  —  («V  +  av))  -  JJ[(e  —  e,^)  = 
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Hierbei  ist  nach  §  26;  Nr.  10 

^--T2<.+i  (2<')(2'-)  -  h  (2'-')'' 

aber 

2''^ "-  JS(*» + *»-)  -  c«  -  i)«i  > 

2'-?. = (« -  i)s, + (r).,.,. + (;)*._u + •  •  • + (r)*.-v, 

wo  A  bis  Y  oder  ^T^  anwächst,  je  nachdem  (i  gerade  oder  unge- 
rade ist.  Man  hat  somit  die  Mittel  zur  Hand;  die  verlangte  GleichuBg 
herzustellen.  — 

4.  Wir  sagten ;  ganze  rationale  Functionen  der  Elemente  Xij 
Xt,  •  •  •  Xnf  die  bei  jeder  beliebigen  Stellungsänderung  der  Grossen 
Xi,  •  •  •  Xn  keine  Formänderung  erfahren,  erleiden  auch  keine  Werth- 
änderung;  und  darum  heissen  sie  einwerfhig.  Ist  die  aus  x^^x^,'"%n 
zusammengesetzte  ganze  rationale  Function  /*(Xi;  x^y  •-■  x^  nicht 
symmetrisch;  so  nimmt  sie  bei  den  möglichen  Yertauschungen  der  Ele- 
mente untereinander  verschiedene  Formen  und  Werthe  an.  Indem 
wir  hier  eine  solche  Vertauschung  vornehmen;  sagen  wir,  wir  voll- 
ziehen eine  Suhsütutiony  und  wenn  nur  zwei  Elemente  a;^  und  x^  um- 
gesetzt werden,  vollziehen  wir  eine  Transposition  (Xf^^  x^.  Jede  Sub- 
stitution, bei  der  etwa  an  Stelle  von  x^j  x^j  •••  Xn  der  Reihe  nach 
a?yj,  Xr^y  •  •  •  Ä?y^  zu  setzen  ist;  wo  Vi,  v,,  •  •  •  vi  verschiedene  ganze 

Zahlen  kleiner  als  (n  -j-  1)  bedeuten;  kann  offenbar  durch  eine  Folge 
von  Transpositionen  ersetzt  werden.  — 

Wir  fragen;  ob  es  gawe  rationale  Functionen  f  gibt,  die  bei  dUn 
möglichen  Substitutionen  nur  ewei  Werthe  (^  und  f^)  annehmen. 

Gesetzt  es  sei  f  eine  solche  Function,  so  ist  klar,  dass  die  Sub- 
stitutionen; welche  den  einen  Werth  /i  ändern;  auch  den  zweiten 
Werth  /*)  ändern,  und  dass  die  Substitutionen,  die  f^  nicht  ändern, 
auch  f^  nicht  in  /^  verwandeln  können.  Dann  ist  aber  (/^  •—  ft) 
eine  bei  allen  Substitutionen  unveränderliche  Function,  und  fp^^fi^U 
eine  zweiwerthige  Function  mit  den  Werthen  7  und  —  tp. 
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Eine  mcmoerihige  Function  ^(«i,  o?,,  •••  ä«),  deren  ewei  Werihe 
nur  durch  das  Zeichen  verschieden  sind,  wie  z.  B. 


Vn 


(X^  —  X,y^  YJiXf,  —  X,)  0*  <  V) 

Aeis^  «iwe  äUemirende  Function.  Ihr  Werth  wird  durch  gewisse  Trans- 
positionen  (mindestens  durch  eine)^  etwa  (Xf^y  Xy),  und  zweifellos  auch 
durch  gewisse  Substitutionen  in  ihren  entgegengesetzten  Übergefährt, 
denn  jede  Substitution  ist  durch  eine  Folge  von  Transpositionen  er- 
setzbar.   Es  ist  somit 

y(a?i  ,-••  a;^  •••  fl?y,  •••«»)  «-■  —  vip^it  •  ■  •  a;» ,  •  •  •  ä?^,  '  -  -  Xn) 

und 

so  dass  q)(xiy  •••£,•••  o^,  •••  rr«)  als  Function  von  |  gewiss  den 
Theiler  |  —  Xt  und  9(a?i,  •••  a?^,  •••  a?^,  •••  Xn)  den  Theiler  a?/« — x^  bat. 
Daraus  schliessen  wir,  dass  jede  dUemirende  Function  q>  den  mcei- 
werihigen  Theiler 

n 

besÜ0t.    Die  allgemeine  Form  der  ältemirenden  Function  q)  muss  dann 

lauten,  wenn  S  eine  ganze  symmetrische  Function  bedeutet. 

In  der  Tbat  SyjD  ist  eine  altemirende  Function;  und  weil  um- 
gekehrt jede  altemirende  Function  (p  durch  YD  theilbar  ist^  so  wird 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  m^  Potenz  von  yj)  die  höchste  (als 
Factor)  in  9  auftretende  Potenz  von  Yl)  ist,  der  Quotient  von  9  und 

\D'/  einwerthig,   d.  h.   eine   symmetrische  Function   8i  sein,   also 


m 


wird    9>  a»  5^  •  D^  .      Hier  darf  m  keine   gerade   Zahl   sein,    sonst 
wäre  g>  einwerthig.     Gesetzt  es  sei  m  =  2n  4*  1,  so  gilt 

9>  —  (Si .  D")  .  ]/:D  —  iS  1/5.  — 

Die  allgemeinste  ganze  und  zweiwerthige  Function  hat  die  Gestalt: 

f^-S.  +  S.YL, 

wenn  S^  und  8^  symmetrische  Functionen  sind  und  das  Zeichen  für 
die  Wurzel  als  zweiwerthig  betrachtet  wird. 

Ist  nämlich  f  eine  zweiwerthige  Function  imd  sind  /*!,  f^  ihre 
Werthe,  so  wird  /i  +  U  ®^®  symmetrische  Function  etwa  2iS|,  und 
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/i  —  f%  ^^^  ^üie  altemirende  Function,  etwa  25,  YDj  und  somit  ist: 

Die  altemirende  Function  ist  eine  mehrwerthige  ganze  Fimctioii; 
deren  zweite  Potenz  einwerthig  ist.  Wir  fragen,  ob  es  nodi  andere 
mehrwerthige  Functionen  f  gibt^  die  auf  eine  Potenjs  erhoben  eine  ei$h 
werthige  Function  liefern. 

Als  Gradzahl  m  der  Potenz  dürfen  wir  eine  Primzahl  p  setzen, 
denn  wenn  fn=^pn  ist,  so  folgt  aus  der  Annahme,  es  sei  f^  einwerthig, 
dass  auch  die  p^  Potenz  von  f^  '^  g  einwerthig  wird.  Darnach  sei 
also  vorausgesetzt,  die  p^  Potenz  der  mehrwerthigen  Function  f  sei 
einwerthig:  f^  tsm  8,  Wandelt  nun  die  Transposition  (jc^,  x^  f  mf^ 
um,  so  soll  auch 

(Ay  •=  s 

werden;  doch  dann  muss  ^  «=»  et/*  sein,  wenn  a  eine  p^  primitiTe  Ein- 
heitswurzel bedeutet.  Die  nochmalige  Umsetzung  von  Xft,  und  Xt  yer- 
wandelt  f^  wieder  in  f^'^f,  daher  ist  auch 

f  SS  a/i     und    a*  «=»  1 , 

denn  es  muss  ja  /l/*««  («/)(«/i)  "  ^^ffi  s^in.  — 

So  sehen  wir,  dass  p  «»  2  ist  und  dass  die  ältemirenden  Functionen 
von  Xif  x^,  •  •  •  Xn  die  einzigen  ganzen  Functionen  sind,  deren  Potensen 
symmetrische  Fundionen  werden  können,  —  vorausgesetzt,  dass  die 
Elemente  x^,  x^,  *  •  *  Xn  nicht  in  Beziehungen  zu  einander  stehen.  — 

Eine  weitere  sehr  nahe  liegende  Frage  lautet:  Gibt  es  ganze  fneftr- 
werthige  Functionen  f,  deren  Primeahlpotene  f^  isweiwerihig  is(,  ohne 
dass  sie  selbst  zweiwerthig  sind? 

Gesetzt  f  sei  eine  solche  Function,  so  ist  ihr  Werth  gewiss  durch 
eine  Substitution  zu  ändern,  bei  der  etwa  Xft  durch  Xr,  x^  durch  x» 
und  a^x  durch  a;^  ersetzt  wird,  denn  diese  Substitution  ist  ja  auch 
durch  die  zwei  Transpositionen  zu  vollziehen,  durch  die  erstens  Xf^  in 
Xn  und  Xx  in  ^^  und  zweitens  Xx  in  Xy  und  Xv  in  Xx  umgesetzt  wird, 
aber  die  weder  symmetrische  noch  zweiwerthige  Function  f  kann  nicht 
bei  jedem  Paare  von  Transpositionen  ungeändert  bleiben. 

Geht  nun  f  bei  der  genannten  Substitution  in  f^  über,  so  wird 

denn  unser  Paar  von  Transpositionen  wird  YD  nicht  andenu 

Wenn  a  wieder  eine  primitive  p^  Einheitswurzel  bedeutet,  mnss 
daher 

sein.  —  Wenden  wir  dieselbe  Substitution  noch  zweimal  hinter  ein- 
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ander  an,  wobei  erst  Xm,  o;^,  jc,  an  Stelle  von  Xv,  Xm,  Xf^  tritt  und 
dann  wieder  a?^,  ap,,  xit  an  Stelle  von  a?«,  a?^,  x^  tritt,  so  wird  /i  in  ^ 
und  f^  ia  f^^^  f  verwandelt,  so  dass 

ist.     Dann  gilt 

fif%f—^ffif%f  also  a»  — 1,  p  — 3. 
Kommen  in  /*(ar^,  x^,  "^  Xn)  mehr  als  vier  Elemente  x^  vor,  so  kann 
man  auch  Substitutionen  vollfuhren,  die  fünf  Elemente,  etwa  a?^,  Xv, 
Xm,  x^,  Xa  der  Reihe  nach  durch  a;,,  a:«,  x^,  Xa,  x^  ersetzen.  Zum 
mindesten  eine  solche  Substitution,  die  wieder  durch  vier  Transposi- 
tionen (x^,  a^a),  (a;^,  Xa)^  {x»,  a?^),  (a;^,  a^a)  ersetzbar  ist,  wird  den  Werth 
von  fmP^,  diesen  in  /^«),  /W  in  /"W,  /(«)  in  f*)  und  /"W  mf(^)^f 
verwandeln,  denn  andernfalls  wäre  f  symmetrisch  oder  zweiwerthig. 
Wenn  a  eine  primitive  j)^  Einheitswurzel  ist,  so  folgt  ebenso  wie  früher 

«'6  —  1,    |,  — 5. 

Da  p  gleich  3  sein  sollte  und  hier  gleich  5  sein  soll,  folgern  wir 
aus  der  Unvereinbarkeit  dieser  Ergebnisse,  dass  im  Fälle  n  >  4  ausser 
den  eujeiwerfhigen  Functionen  keine  ganzen  mehrwerihigen  Functionen 
f(Xi,  x^y  •  •  •  Xn)  "bestehen,  vcn  denen  eine  Potensf  fsweiwerthig  unrd,  — 
sofern  die  Elemente  x^,  a^,  •  •  •  Xn  von  einander  unabhängig  sind. 

(Man  vergl.  Cauchy :  Ezercices  d'analyse,  t.  3 ;  Serret :  Höhere  Algebra ; 
Netto:  Substitutionentheorie  und  ihre  Anwendungen  auf  die  Algebra.) 

5.  Es  sei  f{Xij  ^,  •  -  •  Xn)  von  nun  ab  wieder  eine  ganee  ratio- 
nale Function  der  unbeschränkt  veränderlichen  Grössen  x^,  x^,  *  •  •  Xn 
vom  Grade  m: 

»»i  I  •  •  •  «»n 

Bei  dieser  symbolischen  Schreibweise  hat  man  die  Summe  über 
all  die  Glieder  genommen  zu  denken,  die  aus  dem  angeschriebenen 
entstehen,  wenn  man  k^,  k^,  •••  kn  mit  den  möglichen  Werthecom- 
binationen  aus  den  Werthereihen 

Äjy  —  0, 1,  2,  •  •  •  m,        (v  =  1^  2,  •  •  •  «) 

zusammenfallen  lässt.   —  Die  Summe  der  Grössen  \,  k^,  >  -  -  kn  ist 
höchstens  gleich  m. 

Soll  man  f(xt  +  Äi,  a:2  +  Ä«,  •  •  •  a:»  +  Ä„)  durch  ein  Aggregat 
von  Gliedern  der  Form: 

9>rjr....y,  h\'hl*  •  •  •  Ä^*        (0  ^  Vi  +  vj  ^ h  Vn  <  w) 

darstellen,    wo   9>V|^-.v„  eine    ganze    Function    von    Xi,   x%,  • "  x^ 

Bisrmanii,  Sl«ment«  der  höheren  Mathematik.  14 
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bedeutet;  so  geschieht  das  durch  Anwendung  des  binomischen  Lehr- 
satzes auf  jeden  Factor  des  Productes 

und  darauf  folgende  Multiplication  der  Entwickelungen.    Dabei  wird 

f(xi  +  Äi,  •  •  •  a?«  +  hn)  —  f{xi, . . .  a:,)  — 

n 
«=»  hifi(Xi,  •••rC»)  H f-  KfniXiy    "Xn)  +  ^A»9»(a?l,  •••  Xnj  Äl,--'*«), 

wo  die  Functionen  91,  92,  •  •  •  9«  von  iTi,  •  •  •  rc,  und  Äi,  •••  Ä,  ge- 
wiss mit  hifJhf'  "K  verschwinden  werden.  Die  Function  fvi^i,  --o:,) 
aber  erhält  man,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  als  Coefficienten  von 
A,  in  der  Entwicklung  von 

diese  lautet,  wenn  die  Ableitungen  von  /)  das  jetzt  allein  als  Function 
Yon  X,  anzusehen  ist,  mit 

fii)   /•(2)  . . .  f(m,)     oder    1^,  1^,  •  •  •  —      ^ 
bezeichnet  werden,  folgendermassen: 

a«^   II  +  aa;2  21  "»  '    gaj^i.    '  m^I  ' 

Nun  schreiben  wir 

/;(«i,  a^,  •••«,)■=  r~        (v  —  1,  2,  •  ••  n) 

und  nennen  fr  die  erste  Ableitung  von  f  nach  Xp, 

Die  Function  /V  besitzt  eine  erste  Ableitung  nach  :r^,    /)^  eine 
erste  Ableitung  nach  a?^.     Bezeichnet  man 

^^-  mit  .   ^'C      .1^  mit       ^'^ 


so  ist 

ay    _    av_ , 

dx^  dx^       dx  dx^ 
Diese  Behauptung  erweisen  wir  an  dem  einzelnen  Gliede  yon  fi 

A*.-.*.  x\x^  . . .  a:*«  =  9(0:1,  a?s„ . .  •  a?,). 
Es  ist  wirklich: 


•)  Lies  df  über  a«y,  a  zwei  f  über  3«^  Quadrat  usw. 
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fCutCp 


y       _     ^      A,      9>\  8"qp 


~^A^'i) 


Dieser  Satz  über  die  Unabhängigkeit  des  BechnnngsergebnisseB 
Yon  der  Anordnung  der  Ableitnngsprocesse  ist  dahin  zu  Yerallgemeinem, 
dass  man  sagt^  auch  die  durch  das  —  schon  verständliche  —  Symbol 

ausgedrückte  Grösse  ist  von  der  Folge  der  (f^i  +  f^2  H ~h  f^»)  ^^ 

leitungsprocesse  unabhängig. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  auch  leicht  zu  erkennen^  dass 

-2^^*.*....*,  G,  -  u,)  •  • '  G  -% )  ^^""^  •  •  •  <-""-  •*?*•••*£" 

in  der  Form 

geschrieben  werden  kann,  und  dass 

ZU  setzen  ist,  wo  in  der  n-fachen  Summe  die  Werthecombinationen 
Vi;  v^y  •  •  •  Vn,  aus  den  Werthereihen 

n  •=  0, 1,  2,  •  • .  Wi         (A  -»  1,  2,  •  •  •  n) 

zu  verwenden  sind,  und 

gleichbedeutend  ist. 

Setzt  man  für  x^    o,,  für  K    (^^  —  (h)f  und  bezeichnet  mit 

(a) 

den  Werth  der  zwischen  den  Klammem  stehenden  (vi  +  Vj  +  ••  •  +  v«)*"" 
Ableitung  für  das  Werthesystem  o^j  «=»  o^,  •  •  •  jc»  »>  a»,  so  entsteht  die 
Entwicklung: 
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/"(«i,  »„  •  •  •  Xn)  -=  fiai  +  (Xi  —  Oj),  •  •  •  a,  +  («,  —  o,)) 

W)        ,..J....J. («,-0,)'« 


Im  Falle  einer  Function  f  einer  Variablen  x  schreiben  wir  bei 

•  

y  er  Wendung  der  Bezeichnung: 

^^  statt  f(-)(x) 

entsprecheDd  der  eben  gegebenen  Entwicklung: 

a  a 

Beispiel:    Man  soll  die  Function 

f{^>  y)  —  ar^  +  y'  —  3aÄy 

nach  Potenzen  von  (oj  —  a  y2)  =  «'  und  {y  —  a  /J)  «=  y'  entwickeln. 
Zunächst  ist 

^    R   gy      8v     n   ^y      gy     n  !!/_« 

3«'""°' a««ay'"ayaa;''""' 8a!ay»       ay'8«  '  dy*         ' 

femer  aber  ist 

(A«, y))  and  (1^  fttr  a;  —  rt V^  =  anndy  —  aV*--/! 

gleich  NuU,  darum  wird: 

««. »)  -  (feO  »• + G^O  '^ + {^)  i^. 

aß  aß  aß 

"^  \dyy  21   "*"  \dxV  31  '^Adyy  31 

a/9  a/9  aß 

=  3a«  1/2/  +  3ay^2x'^—Sax'y'  +  3a  J^y'*+a?'»+y'».- 

Dic  paitj^e  JPwwc^io»  f{xi ,  •  •  •  a?«)  is*  iw  der  Umgang  jeder  mir 
Ikhen  Stelle  (x)  »>  (a)  sfd/^^  d.  h.  man  kann  nach  Angabe  einer  will- 
kürlich kleinen  positiven  Grosse  ä  n  solche  Grössen  ri,  rg,  •  •  •  r,  an- 
gebeU;  dass 

*)  Wenn  f  eine  Function  einer  Variablen  ist,  verwendet  man  ein  gerades  d\ 
wenn  f  eine  Function  mehrerer  Variablen  ist,  verwendet  man  runde  d  bei  der 
Bezeichnung  der  Ableitungen. 
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I  f{xxj  . . .  a;«)  —  f{au  •  •  •  «•)  | 

för  jedes  den  Bedingungen 

\Xr  —  a^\<r^        (v  —  1,  2,  •  •  •  fi) 

genügende  Werthesystem  kleiner  wird  als  d. 

In  der  That,  wenn  pp,  eine  positive  Grosse  ist  gr&sser  als  der 
Betrag  des  Goefficienten  jedes  Gliedes  ft^'  Dimension,  so  ist  der  Betrag 
aller  Glieder  fi^'  Dimension  in  f  kleiner,  höchstens  gleich 

Bezeichnen  wir  ^^  \x^  —  o,  |  mit  |,  so  wird  für  J-Werthe  <  1 

I  f{xi,  •  •  •  a:,)  —  fifliy  •  •  •  «n)  I  ^l>i6  ^ hftnl"*  <1>  j-~:y, 

wenn  m  den  Grad  von  f  und  p  eine  positive  Grosse  bezeichnet,  die 
grösser  ist  als  jede  der  Grössen  pi,  •••i)«.  Indem  man  nun  |  so 
wählen  kann,  dass 


1-« 

wird,  erscheint  die  Stetigkeit  bewiesen.  — 

6«  um  auch  den  Quotienten  zweier  ganzer  rationaler  Functionen 
f(xij  •  •  •  a?»)  und  g{xi^  •  •  •  ä»)  zu  beherrschen,  suchen  wir  vorerst 
die  Functionen  f  und  g  von  ihren  etwaigen  gemeinsamen  rationalen 
Theüem  zu  befreien,  d.  h.  von  Theilem,  deren  Goefficienten  ganze  ratio- 
nale Functionen  der  Goefßcienten  von  f  und  g  sind. 

Der  Einfachheit  halber  betrachten  wir  Functionen  von  zwei  Va- 
riablen X  und  y.    Es  sei  zunächst 

fi^f  y)  -  fodf)^'  +  fidö^'"'  +  •  •  •  +  fM 

eine  Function,  die  durch  eine  ganze  rationale  Function  h(y)  theilbar 
sei,  d.  L  es  sei  f{x,  y)  durch  das  Product  von  A(y)  und  einer  Function 
von  X  und  y    1c  (x,  y)  darstellbar. 

Offenbar  muss  dann  jeder  Goefficient  fr^{y)  durch  h{y)  theilbar 
sein,  denn  andernfalls  könnte  nicht 


«1 


werden. 

Ist  das  Product  f(x,y)  -  g(x,y)  theilbar  durch  h(y),  und  ist  die 
ganze  Function  %(y)  nicht  in  ein  Product  von  ganzen  Functionen  zer- 
legbar, deren  Goefßcienten  rational  aus  Goefficienten  von  f{x^y)  und 
g{Xf  y)  zusammengesetzt  sind,  so  müssen  die  Goefficienten  der  Potenzen 
von  X  in  einer  der  gegebenen  Functionen  f  und  g  durch  h(j/)  theil- 


214  IV.  Abschnitt.    Theorie  der  algebraischen  GleiohmigeD. 

bar  sein;  denn  andernfalls  gäbe  es  in  f{X}y) '  g(x,y)  Bestandtheile 
(/Vi(j/)  •  fl'^x(y))^*""''*"*"'"*~''S  die  nicht  durch  Ä(y)  theilbar  waren.  Nach 
der  Voraussetzung  gibt  es  nämlich  fdr  A(y)  keine  Zerlegung  1c(y)'l(y) 
derart;  dass  f^Xv)  durch  Jc(y)  und  gfi(if)  durch  Z(y)  oder  fw^(jlf)  durch 
l(f/)  und  gfi^(tf)  durch  k(y)  theilbar  werden  könnte. 

Haben  zwei  Functionen  f(x,  y)  und  g{x^  y)  keinen  Theiler  A(y), 
der  blos  y  enthält,  besitzen  sie  aber  einen  x  enthaltenden  gemeinsamen 
Theiler,  so  gibt  es  nach  der  Lehre  von  den  Theilem  zweier  Functionen 
einer  Variablen  f  und  g^  welche  wir  jetzt  nur  als  Functionen  von  x 
ansehen,  einen  grössten  gemeinsamen  Theüer  B{x),  und  es  besteht 
eine  Gleichung 

90'  +  */'—®, 
in  der  die  Coefficienten  der  Functionen  (p,  ^y  9  von  x  rationale  ge- 
brochene Functionen  von  y  sind.  Formen  wir  diese  Gleichung  so 
um,  dass  in  den  Goefßcienten  von  6(x)  der  gemeinsame  Nenner  nnd 
gemeinsame  Factoren  h(y)  fortgeschafft  sind,  und  heisst  dami  die 
rechte  Seite 

H^y  y)  =  a?*^o(y)  +  a;*-*^i(y)  -\ 1-  ^*(y), 

so  muss  unter  der  Voraussetzung;  dass  f{Xy  y)  als  Function  Yon  x 
den  Theiler  &{x^y)  habe,  eine  Gleichung  der  Form 

M{!f)f{^.  y)  -  Ni?^>  y)  •  ^(^;  y) 

bestehen  und  Miy)  muss  Theiler  yon  N(x,y)  sein;  ebenso  muss 

und  M'iy)  Theiler  von  N\x,y)  sein.     Darum  wird: 

f(x,  y)  —  P(x,  y)^{x,  y)y    g{x,  y)  —  Q{x,  y)%{x,  y), 

und  hierin  haben  die  Functionen  P  und  Q  zufolge  der  Gleichung 
9)^  -f-  ^/*  BS  9  keinen  gemeinsamen  Theiler  mehr. 

Man  findet  daher  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  d'(Xyy)  Ton 
f{x,  y)  und  g{Xy  y),  indem  man  zunächst  den  Theiler  6(x)  sucht,  die 
Coefficienten  der  o?- Potenzen  auf  gemeinsamen  Nenner  bringt  nnd 
sowohl  diesen  fortlässt  als  auch  die  gemeinsamen  Factoren  h(j/)  he^ 
aushebt.  — 

Dieselbe  Regel  wird  man  auch  bei  der  Ermittelung  der  gemein- 
samen Theiler  zweier  Functionen  f(xi,  Xt,  "  -  Xn)  und  g(xi,  x^,  •  •  •  x«) 
von  mehr  als  zwei  Variablen  befolgen.  Man  weiss  diese  Theiler  zn 
finden,  wenn  man  die  gemeinsamen  Theiler  yon  Functionen  in  (n—  1) 
Variablen  angeben  kann;  doch  diese  lassen  sich  finden,  weil  man  die 
Theiler  zweier  und  mehrerer  Functionen  einer  Variablen,  dann  die 
Theiler  zweier  und  mehrerer  Functionen  yon  zwei  Variablen  usw.  zu 
ermitteln  yermag. 
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Nun  sieht  man  auch,  dass  jeder  Theiler  Ä;(y)  oder  h(x,  y)  von 
f{x^  y)  '  h(x,  y)  und  g{Xj  y)  Theiler  von  h{x^  y)  sein  muss,  wenn  f  und 
g  keine  gemeinsamen  Theiler  haben.  — 

7.    Ist  die  gebrochene  rationale  Function 

gegeben  und  bedeutet  d  den  grossten  gemeinsamen  Theiler  yon  f 
und  ^;  so  hat  F  an  jeder  Stelle  (x),  die  nicht  Nullstelle  von  d^  ist, 

den  Werth,  den  ^  dfAelbst  annimmt;  wo  9-  yerschwindet,  setzt  man 

als  Werth  von  F  den  Werth  fest,  den  -^  an  der  Nullstelle  von  d  hat. 
Damach  setzen  wir 

F~^ 

und  untersuchen  nunmehr  den  Werth  von  F  an  den  Nullstellen  (a) 
von  ^^  die  nicht  Nullstellen  von  q>  sind^  imd  andrerseits  an  den  ge- 
meinsamen Nullstellen  von  q>  und  ^. 

Ist  (a)  eine  Nullstelle  von  tlf  allein,  so  kann  man  eine  Umgebung  (r) 
von  (a)  finden,  wo  die  beliebig  kleine  positive  Grösse 

*  >  I  <P(^)  -  9>(a)  !  >  1 1  9(^)  I  -  I  9(«)  1  I 
ist;  also  die  Beziehung  besteht: 

|9>(«)I  +  *>|9>(^)I>|9(«):-*- 
Bedeutet  dann  £  eine  positive  Grösse ,  die  grösser  ist  als  der  gross  te 
der  Werthe  |^(2;)|  aus  der  Umgebung  (r)  von  (a)  und  derart,  dass 

wird,  wo  G  eine  beliebige  positive  Grösse  ist,  so  wird    ~ 

von  (a)  umsomehr  grösser  als  G  und  darum  F  an  der  Stelle  (a) 
unendlich.  — 

Ist  (a)  aber  eine  Nullstelle  von  9  und  ^,  so  hat  F  in  nächster 
Umgebung  von  (a)  jeden  beliebigen,  d.  L  an  der  Stelle  (a)  keinen 
bestimmten  Werfk, 

Diese  Behauptung  wird  bewiesen  sein,  wenn  man  in  beliebig 
kleiner  Umgebung  von  (a)  Stellen  {x)  gefunden  hat,  an  denen 
9  —  Cif}  verschwindet,  ohne  dass  ^  Null  ist,  und  Stellen  (x)  gefunden 
hat,  an  denen  ^,  aber  nicht  tp  verschwindet,  denn  dann  kann  F  da- 
selbst gleich  C  und  unendlich  werden.  {G  bezeichnet  eine  beliebige 
Constante,  die  Null  mit  eingeschlossen.) 

Wir  fragen,  ob  man  Werthesysteme  a;,  =  a^  +  Ay  (v  a«  1,  2  •  •  •  n) 
finden  kann,  für  die  9)  verschwindet,  indessen  |  ^  (a  -f-  A)  |  >  0  ist. 


in  der  Nähe 
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Ordnet  man  9>(a  -f-  ^)  ^^^^  Potenzen  von  h^,  so  entsteht 

und  hier  sind  Aq,  •  •  •  An,  ganze  rationale  Functionen  von  Jh^  -  '  •  K, 
An  wird  mit  h^,-  "hn  unendlich  klein,  denn  An,  kann  kein  constantes, 
Ton  hi,'  •  'hn  freies  Glied  besitzen,  da  ja  ^(a)  <»  0  ist 

Nun  wählen  wir  in  der  Nahe  der  Stelle  (0)  ein  System  von  Werthen 
hif  hz' '  'hn  so,  dass  die  Resultante  der  Functionen  q>  und  ^  von  Xi 
nicht  für  a?»  =  ar  +  Äy  (v  =  2,  •  •  •  n)  verschwindet,  was  möglich  is^ 
weil  die  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler:  9  und  ^  keine  iden- 
tisch verschwindende  Resultante  ü(a?s,  •  •  •  rc»)  besitzen,  —  und  ordnen 
den  gewählten  Werthen  As,  •  •  •  A»  einen  Werth  hi  zu,  f&r  den 

verschwindet.    Das  Product  der  Nullstellen  dieser  Function  von  hi  ist 


Ä 


gleich  (—  1)*»  -T^ .    Und  jetzt  können  wir  eine  Nullstelle  Ä|  von  be- 

liebig  kleinem  Betrage  angeben,  wenn  fQr  das  gewählte  Werthesystem 
As,  •  •  •  %n  wohl  I  An^  I,  aber  nicht  |  Aq  \  kleiner  ist  als  jede  vorgegebene 
Grösse,  und  dann  ist  wirklich  eine  Stelle  (a  +  ä)  in  der  Nähe  von 
(a)  gefunden,  wo  g)  -=■  0  aber  |  ^  |  >  0  ist  — 

Ao(h%,  "  -hn)  besitzt  ein  constantes  Glied,  sofern  der  Coefficient 
von  rr^'  ein  von  ^,  *  •  *  o?»  freies  Glied   hat;   und  dann  ist  die  eben 

genannte  Bestimmung  von  h^  möglich.  Wenn  aber  A^  kein  con- 
stantes Glied  besitzt,  setze  man 

SOf  ««  CCrif/i  H 1-  a^ntfn     (v  «=»  1,  2,  •  •  •  n), 

transformire  also  tp  und  ^  in  Functionen  ^(yi,  •  •  •  yO,  if(3fi'"yn\ 
unterwerfe  aber  die  Coefficienten  cr,^  der  Bedingung,  dass  die  Deter- 
minante ^«»2? +  («11,  •••  ann)  von  Null  verschieden  ist  und  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  einer  der  Grössen  y,  in  ^(yi>-**9») 
ein  constantes  Glied  enthält,  dann  wird  F  als  Function  vonyi,  •••y» 
in  der  Nähe  der  der  Stelle  (a)  entsprechenden  Stelle  (y)  «=  (6)  ver- 
schwinden (d.  h.  in  der  Nähe  der  Stelle  (y),  die  sich  aus  den  n  Glei- 
chungen zwischen  Xi,  x^,  •  •  •  Xn  und  den  Grössen  yi,  •  •  •  y«  ergibt^ 
wenn  man  Xy^^(h  (v  =  1,  •  •  •  n)  setzt) 

Heisst  die  Stelle  in  der  Nähe  von  (6)  (6  +  1])»  so  gibt  es  auch 
eine  entsprechende  Stelle  {x)  =  (a  +  Ä),  wo  F  verschwindet,  indem  g) 
dort  Null,  aber  |  ^  |  >  0  ist  — 

In  gleicher  Art  beweist  man,  dass  F  in  der  Nahe  von  (a)  auch 
den  von  Null  verschiedenen  Werth  C  erhält,  und  dass  F  in  der  Nahe 
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Ton  (a)   auch  unendUch  wird.  —  Die  HincHan  F  hat  also  an  der 
Stelle  (a)  keinen  bestimmten  Werih. 

In  der  Nähe  jeder  im  Endlichen  gelegenen  Stelle  (x),  die  nicht 
Nnllstelle  von  if  isty  ist  F{Xiy"  «o?«)  eine  stetige  Hinction^  denn  ebenso 
wie  ftlr  eine  Function  F  einer  Variablen  kann 

in  hinlänglicher  Nähe  der  Stelle  (z)  kleiner  gemacht  werden  als  jede 
vorgegebene  positive  GrSsse  d.  — 


Fizi  +  hi^'-Xn-^K  —  F{Xi  . . .  Ä,  I  — 


IIL  Capitel. 
üeber  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen. 

§  31.    Beweis«  dam  die  allgemeine  algebraisolie  Gleichung  von 
höherem  als  dem  vierten  Grade  nicht  algebraisch  lösbar  ist. 

!•  Gelegentlich  der  Aufgabe^  die  Gleichungen  zweiten,  dritten  und 
vierten  Grades: 

aa^  +  26a;  +  c  — 0, 

aaj*  +  36«*  +  3ca?  +  rf  «=  0, 

aa?*  +  46a;»  +  6ca^  +  4dx  +  «  —  0 

mit  Hufe  der  Substitution 

80  omzuwamdeln,  dass  der  Reihe  nach  Gleichungen  der  einfachen  Form 

^6»  +  B  — 0,    Äi'  +  B^O,    ui6*  +  55»+(7— 0 

herrorgehen,  haben  wir  auch  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichungen 
ermittelt: 

' T  (*  +  K  (2i»  -  Sabe  +  a»<0 \^+VS\  + 

wo  D  das  Zeichen  fOr  den  Ausdruck 

(ad  -  bey  —  4:(ae  —  V")  (bd  —  <*) 
ist,  usw.; 

x^  —  l(b  +  yb*—ae+ii  +  yV'-ae+Xi  +  yV-ae+Xt)  usw., 
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wo  Aj;  Ag;  A3  die  Wurzeln  der  Gleichung 

A»  —  A  (ae  —  Abd  +  3c»)  -j-  —  (flce  +  2bdc  —  c»  —  ad'  —  Ve)  |=0 

bedeuteten.  Die  Wurzeln  erschienen  somit  als  Functionen  der  Coeffi- 
cienten  des  OleichungspolynomS;  die  durch  ein  oder  mehrfache  Wmzel- 
ausziehungen  aus  rationalen  Functionen  der  Goefficienten  der  Glei- 
chung mit  ganzzahligen  Goefficienten  gebildet  sind.  Man  nennt  »olche 
Functionen  in  der  Algebra  algebraische  Functionen,  hat  aber  diese 
Grössen  nicht  mit  den  im  §  10  definirten  algebraischen  Functionen  zu 
verwechseln. 

Allgemein  zu  reden,  besteht  der  erste  Schritt  zur  Herstellmig 
algebraischer  Functionen  aus  gegebeuen  Grössen  (a,  b,  c,  > ")  in  der 
Ausziehung  der  Wurzel  mit  Frimzahlezponenten  p^  aus  einer  ratio- 
nalen Function  f^  der  Grössen  (a,  b,  c,  '  -  •)  mit  ganzzahligen  Goeffi- 
cienten.   Heisst  die  entstehende  Grösse  V^,  so  wird 

dann  bildet  man  rationale  Functionen  tod  V^  a,  b,  c,  '  •  -  etwa 
/i  {^11  ^}  ^9  ^9  "')  ^^^  zieht  hieraus  die  p/^  Wurzel.  Heisst  die 
entstehende  Grösse  V^,  so  gilt 

^2''=A(^i;  a,b,cr")> 

Dann  bildet  man  rationale  Functionen  von  Fg,  V^,  a^b,  c  •••,  etwa 
/^(Fa,  Vi]  a,b,C'  ")  und  zieht  die  p^^  Wurzel  und  gewinnt 

So  fortfahrend,  stellt  man  Grössen  F4,  Fs,  •  •  •   F^— 1,  F^  her,  wo 

Fj;^*  -  f^iV^^i,  F^-2,  . . .  F„  Fi;  a,  b,cr'  •) 
ist.  — 

Die  rationale  Function  ffi  hat  die  Form 

wobei  die  Grössen  A  und  B  rational  in  a,  6,  c,  •  •  •  Fi,  F»,  •  •  •  F^-i 
sind. 

Nennt  man  «^«.1  eine  primitive  p^^i  Einheitswurzel,  dann  is^ 
das  Product: 

JJ  (So  +  Ä  F^^xa;:_t  +  •  ■ .  +  ir,^_i-i  F^I-^-'a^-,) 

in  den  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

V^tT  -  /•^-i  (F^-2,  F^«8,  •  •  •  Fi;  a,  6,  c ,  . . .) 
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ganz  und  symmetriscli  und  deshalb  rational  und  ganz  in  den  Coeffi* 
cienten  dieser  Gleichung  und  rational  in  Bo,  Bf  •  -  Sp  ,^i ;  also 
ist  das  Product  eine  rationale  Function  Ton 

V^^i,  F^-5,  •  •  •  Vi,  Fi;  a,  6,  c,  •  •  •. 

Wandelt  man  daher  den  Ausdruck  yon  /*^  so  um,  dass  der  Nenner 
dem  eben  behandelten  Produete  gleich  wird,  so  gewinnt  man  fQr  /)< 
die  Form: 

wo  Co,  Ci,  •  •  •  Q,^_i— 1  gebrochene  rationale  Functionen  von 

(a,  h,c,"  •,  Vi,  Fj,  •  •  •  F^-t) 

sind. 

Formt  man  die  einzelnen  Coefficienten  so  um,  dass  in  den  Nen- 
nern nur  (F^-t,  •  •  •  Vi,  a,  b,c,"  •)  vorkommen  und  fahrt  so  fort,  so 
entsteht  endlich  f&r  /)«  eine  Form 

in  der  die  Grossen  K  die  Quotienten  ganzer  rationaler  Functionen  von 
(F^— j,  Vft^i,  •  •  •  Fl,  a,  b,c,"  •)  und  ganzer  rationaler  Functionen  von 
(a,  b,c,"  •)  sind.  — 

Die  Umformung  von  /^  kann  man  in  einem  Punkte  noch  weiter 
fähren  und  zwar  kann  man  statt  der  Grösse  F^—i  eine  andere  F^^i 
derart  wählen,  dass  in  der  Darstellung 

der  Coef&cient  von  F^'—i  nämlich  Ki   gleich  Eins  wird. 
Ist  in 

/•^  -  JSi  +  IT,  F^_x  +  .  •  •  +  Ep^_,-i  (F.-x)'"-*- 

Kl  nicht  Null,  so  setze  man  zu  diesem  Zwecke 

JSriF^.i-F;-i;  (1) 

andernfalls  aber,  wenn  £i  und  (der  Allgemeinheit  halber)  f 9 ,  •  •  •  -S^i 
verschwinden,  aber  Ki  nicht  Null  ist,  setze  man 

ifiF;_.-r^_,.  (2) 

Daneben  ist  von  früher 

y^t-^  -  U-i  iV^-t,  y^-i,  •  ■  •  Fi;  a,  b,c,"  •);  (3) 

und  nun  folgt  in  unserem  Falle,  wo  Ki  beziehungsweise  £)  als  von 
Null  verschiedene  Grossen  angenommen  wurden,  aus  dem  Zusammen- 
bestehen der  Gleichungen  (1)  und  (3)  oder  (2)  und  (3)  auf  Grund 
eines  gleich  zu  beweisenden  Hilfssatzes,    dass    F^— i   rational   durch 
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F^-i,  F^-j  •  •  •  Fl,  a,  6,  c,  •  •  •  darstellbar  ist.  Dann  aber  kann  man 
bei  der  Bildung  von  /J*  statt  der  Grössen  F^— i,  F^— j,  •  •  •  die  Grossen 
FJl-i,  F^-t,  •  •  •  benützen,  und  fft  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 

/;-«,+  n-i  +  ^Hyi-iY  +  •■'  +  2^^_,-i(f;_o'''-'-', 

WO  die  Coefficienten  Z^i,  •  • --K"!  _j— i  durch  die  folgende  Redmiug 
heryorgehen.  Bildet  man  eine  ganzzahlige  Potenz  von  F^_i>=sJEjF_^ 
z.  B.  die  A**  und  setzt  IX  «=  nxPn—i  +  ^'    (*'  ^P/«— i);  »ö  wird 

und 

« >— 1 

Indem  man  l  die  Werthereihe  1,  2,  •  •  •  (P/u— i  —  1)  durchlaufen  lasst, 
erhält  k'  verschiedene  Werthe,  und  so  weiss  man  alle  Glieder  der  neuen 
Darstellung  für  /^  anzugeben. 

Der  nachzutragende  Hilfssatz  lautet:  Wenn  zwei  Gleichungen  (der 
früheren  Art  (3)  und  (1)) 

7p  —  K^0  und  ZiF'-i  +  ZiFP-«  + 1- 2r^-,F+ JSr,.i=0, 

in  denen  K  und  £ö,  fi,  -••  Kp^\  rationale  Functionen  gewisser 
Grössen  {a',  V^  c\  •  •  •)  sind  und  p  eine  Primzahl  bedeutet,  zasammen 
bestehen,  so  ist  entweder  einer  der  p^^  Wurzelwerthe  von  K  rational 
durch  die  Grössen  (a'y  V^  c'y  •  •  •)  darstellbar  oder  es  ist 

Kq  =  JEi  ^  •  •  •  Kp^i  ■»  0. 

Wenn  die  beiden  Functionen  V^  —  K  und  JKÖ  F^""*  -| —  •  +  K,^\ 
gemeinsame  Nullstellen  besitzen,  so  hat  ihr  grösster  gemeinsamer 
Theiler  die  Form 

F*  +  Li  F*-i  H h  i*  —  q>{V) 

und  die  Coefficienten  L  sind  rational  in  den  Grössen  (a ,  b\  c,  •  •  )• 
Die  gemeinsamen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichungen  sind  auch  Null- 
stellen von  g>(V)'  Ist  eine  solche  Nullstelle  mit  F^  bezeichnet,  und 
bedeutet  a  eine  primitive  J9^  Eioheitswurzel,  so  sind  die  übrigen  Null- 
stellen  von  ^(F)  von  der  Form 

a^i  F;  d^V,  •  •  • 

weil  sie  auch  Lösungen  der  binomischen  Gleichung  Vp  —  K^O  sind. 
—  Das  Prodüct  der  Nullstellen  von  ^(F)  ist: 

doch  weil  (nach  §23, 4)  tf»«jpmtf  +  ÄW(y  gesetzt  werden  kann,  wo 
m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  so  gilt: 
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und  so  ist  ersichtlich,  dass  die  Lösung  Y^-a^^  der  Gleichung  Y^  —  JC=0 

gleich  ist 

(—  l)*»lfj  •  i*«, 

also  rational  darstellbar  ist  in  den  Grössen  (a,  V^  Cy  •  •  •),  w.  z.  z.  w. 

Wenn    die    Functionen    Y^  —  K    und    JKi  F'"^  H 1-  -K^-i 

keine  gemeinsame  Nullstelle  und  daher  auch  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben,  so  kann  die  aus  dem  Zusammenbestehen  der  gegebenen 
Gleichungen  folgende  Beziehung 

i>-i  p~« 

offenbar  nur  bestehen,  wenn  die  Coef&cienten  £o,  £i,  •  -  •  fp~i 
sämmtlich  Null  sind. 

Gesetzt  nun,  wir  wollten  die  Wurzeln  jeder  algebraischen  Gleichung 

durch  algebraische  Functionen  ausdrücken,  so  wäre  eine  dieser  Wur- 
zeln x^  durch  ein  System  von  Gleichungen 

F?^-/i(a,6,c,...*), 


YSr  =  fm  CF«-i,  F«-,,  ...  Fl,  a,  6,  c,  . . .  *), 
a;i  —  ü  +  F«  +ZiFi  H 1-  Jr,^-i  •  YPm-^ 

darzustellen,   wo  jEö,  £»,  •••£^^.1  ganze  rationale  Functionen  von 

Fm-i,     ^^m— 2,  •  •  •  Fl    und    gebrochene    rationale    Functionen    von 
0, 6,  c, . .  •  t  sind. 

Ist  ttm  eine  primitive  pm**  Einheitswurzel,  so  ist  aber  nicht  allein 
Xj,  sondern  es  sind  auch  die  Grössen: 


Wurzeln  der  Gleichung  fix)  -=0.    In  der  Thai^  substitoirt  man  den 
Aosdntck  fOr  ai^t  in  f(x),  so  entsteht  eine  Beziehung: 

^  +  4iF„  +  ...  +  ^  -iF'^-'-O,  (a) 
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die  nach  dem  frülieren  Hilfssatze  dadurch  erfdllt  ist^  dass  Aqj  Ai^  •  •  •  -^^-t 
verschwinden,  wenn  F«  nicht  rational  durch  Fm-i,  •  •  •  Fi,  a,  6,  c,  •  •  •  t 
darstellbar  sein  soll,  in  welchem  Falle  die  frühere  Reihe  yon  Glei- 
chungen mit  der  für  Fj^^*  abbrache.  Durch  das  YerschwiDden  yon 
Aqj  At9 ' ' '  ^Pm— 1  werden  nun  auch  die  Grössen  f(xt),  f(xz)y  •  •  -/"fej 
gleich  Null. 

Die  Wurzeln  Xiy  x%,  •  •  •  Xp^  sind  von  einander  verschieden,  denn 

andernfalls  bestünde  eine  Gleichung  von  der  Form  (a),  ohne  dass  die 
Coefficienten   der   Potenzen   von  Vm   Null   wären;   und   dann  müsste 
wieder  F«  rational  durch  Fm— i,  •  •  •   Fi,  a,  6,  c,  •  •  •  darstellbar  sein. 
Jetzt  ist  ersichtlich,  dass 


X.  *"« 


wird,   d.  h.  dass  Vm  eine   rationale  und   zwar   lineare  Function  Ton 
Xi^  x%,  •  •  •  Xp^  wird. 

Wenn  man  hierauf  in  dem  Ausdrucke 


alle  möglichen  Vertauschungen  der  n  Wurzeln  von  f(x)  «=  0  voniiinint 
und  das  Product  der  entstehenden  Ausdrücke  bildet,  entsteht  eine 
ganze  Function  von  v,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen 
der  Wurzeln  Xi^x^,*  -  *  Xn^  also  auch  rationale  Functionen  der  Grössen 
(a,  h,  c,  "  '  Je)  sind.  Die  pm^  Einheitswurzel  am,  die  als  bekannt  an- 
zusehen ist,  tritt  auch  in  diese  Functionen  ein.  — 

Heisst   die    entstehende  Function   von  v  g(v)j    so   hat   g{v)  die 
Nullstelle: 


*) 


~Lo  +  L,  Vm^i  +  i,  Fi-i  +  . . .  +  ip«_i-i  FjTi*"', 

wo  2/^  wieder  gleich  Eins  gesetzt  werden  darf. 

Indem  man  auf  die  Gleichung  g(v)  =»0  mit  der  Wurzel  fj  das 
Verfahren  anwendet,  welches  eben  auf  die  Gleichung  f(x) «« 0  mit 
der  Wurzel  x^  angewendet  wurde,  folgt  wie  früher,  dass  F«,-i  *1* 
eine  rationale  und  zwar  lineare  Function  von  j>m— i  Wurzeln  v  der 
Gleichimg  p  (v)  "=>  0  und  bekannten  Einheitswurzeln  darstellbar  ist, 
worauf  auch  F»»-i  eine  ganze  rationale  Function  von  Wurzeln  der 
Gleichung  f(x)  «=  0  wird. 
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So  fortfahrend  erkennt  man,  dass  die  Grössen  F«,  Fm— i  •  •  •  Fj,  Fi 
ganze  Functionen  von  Wurzeln  (oder  gar  aller  Wurzeln)  der  Glei' 
chung  f{x)  ■=  0  sind. 

Soll  daher  f{x)  «»  0  algebraisch  lösbar  sein,  so  hat  man  zur  Her- 
stellxmg  der  Wurzel  x^  zunächst  eine  Grösse  F|  aufzunehmen,  deren 
p^  Potenz  rational  in  den  Coefficienten  von  f{x)  ist  Weil  aber  F^ 
eine  ganze  rationale  Function  der  Wurzeln  Xi,  x%,  *  * »  Xn  ist,  so  han- 
delt es  sich  um  eine  ih-werthige  Function  dieser  Elemente  Xw  -  Xn, 
deren  p^^  Potenz  symmetrisch  ist.  Folglich  muss  (nach  dem  Satze 
auf  S.  208)  jPj  «=  2  sein.  —  Ferner  soll  man  eine  ganze  rationale  Func- 
tion F2  von  mehreren  oder  allen  Wurzeln  Xiy  Xi,  •••  Xn  (im  All- 
gemeinen von  mehr  als  vier  Wurzeln)  herstellen,  die  2|>2-werthig  ist, 
deren  p^^  Potenz  aber  sowie  F,  zweiwerthig  ist.  Da  wir  aber  zeigen 
konnten,  dass  es  solche  Functionen  von  mehr  als  vier  Elementen  nicht 
gibt,  sofern  die  Elemente  von  einander  unabhängig  sind  (S.  209),  ist 
bewiesen^  dass  die  aUgemeinen  Gleichungen  von  höherem  Grade  als  dem 
vierten  nicht  algebraisch  lösbar  sind,  wenn  deren  Wurzdn  und  somit 
auch  deren  Coefficienten  in  keinem  besonderen  Zusammenhange  stehen. 

Wir  werden  uns  darum  nur  mit  verschiedenen  Methoden  zur 
algebraischen  Lösung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten 
Grades  beschäfkigen  und  werden  die  Lösung  der  Gleichungen  höheren 
Grades  nur  unter  dem  schon  früher  genannten  Gesichtspunkte  behan- 
deln, d.  h.  wir  werden  zur  Lösung  die  Herstellung  einer  Fundamental- 
reihe von  Grössen  betreiben,  für  deren  Glieder  der  Betrag  des  Poly- 
noms f{x)  schliesslich  kleiner  wird  als  jede  noch  so  kleine  vorgegebene 
Grösse. 

Die  in  diesem  Paragraphen  vorgetragene  grossartige  Untersuchung 
rührt  von  Abel  (geb.  1802,  gest.  1829)  her.  — 

Siehe  Abel  (Oeuvres  compl.  2.  Ausgabe  1881,  I  u.  U);  Serret  und 
Netto  1.  c.  Die  Untersuchungen  Abel's  über  die  algebraischen  Glei- 
chungen sind  in  deutscher  Uebersetzung  von  Maser  veröffentlicht. 


§  32.     Sabfltitntionsmethoden  siir  Lösung  der  Öleichungen  dritten 

und  vierten  Grades^. 

Die  erste  Art  von  algebraischen  Lösungsmethoden  der  Gleichungen 
zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  besteht  darin,  dass  man  aus  den 
gegebenen  Gleichungen  durch  Substitutionen  andere  zu  gewinnen  sucht, 
deren  Polynome  einfacher  sind. 


*)  Siehe  MatthieBsen,  Grandzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra« 
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Mit   der   Gleichung   zweiten   Grades    beschäftigen   wir  nns  hier 
nicht  mehr. 

1.  Die  Gleichung  dritten  Grades  ohne  Glied  zweiter  DimesBion: 

f(x)  ■«ic'+jpiC  +  J  —  0 

löste  Hudde  (1658)  dadurch,  dass  er 

setzte,  so  dass 

!*•  +  *^'  +  3uv(t«  +  v)  +  p{u  +  t?)  +  2  =  0 

wird;  und  an  die  Grossen  u  und  v  die  Bedingung  knüpfte,  es  solle 

Sttr  +  p  —  O 
und  somit 

w»  +  t?»  +  g  —  0 

sein.    Man  hat  also  zwei  Grossen  u  und  v  zu  finden,  für  die  auch 

u»  +  t?'  —  —  q    und    u^f^  =  —  —  (m) 

ist.    Folglich  sind  u^  und  ^  die  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten  Grades 

und  es  wird: 

^'—i±VWTW.  - — I + l/(FT(iy. 

Nennt  man  die  Lösungen  der  Gleichung  zweiten  Grades  in  ^:  t^  und  i^, 

und  ist  a  das  Zeichen  für  ""      o      — }    ^^^  ^^  "*  *"    ""o  ^^ 

c?  -{-  a  '{'  1  ^^=^0,   so  lauten  die  WerÜie,  deren  u  beziehungsweise  v 
fähig  ist: 

Jedes  Paar  von  Werthen  (ux,  vx),  das  die  dritten  Wurzeln  von  ^  und 
<s  enthält,  genügt  den  Gleichungen  (m). 

Diese  th  und  v-Werihe  soll  man  aber  bei  der  Herstellung  der 
Wurzeln  von  f(x)  =  0  in  solchen  Verbindungen  in  o?  ««  u  +  t?  auf- 
nehmen, dass 

ist«    Darum  lauten  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 
oder 
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« 

Bezeicimet  man  die  B[auptwerthe  der  dritten  Wurzeln  aus  den  Grössen: 

- 1  ±  v^nm 

mit  Ä  beziehungsweise  mit  B,  so  lauten  die  Wurzeln 

A+B,    aA  +  a*B,    a^Ä  +  aB. 

Ist  die  Discriminante  von  f(x),  d.  L 

2)  =  4j)»  +  27a« 

gleich  NuUy  so  hat  die  Gleichung  f(x)  «» 0  gewiss  eine  zweifache 
Wurzel,  und  zwar  ist,  wie  sich  bei  Entwicklung  des  gemeinsamen 
Theilers  von  f(x)  und  f  {x)  ergibt, 

und 

Die  zweifache  Wurzel  ist  daher 

8 


»  2»  V       2 


^'  2p 

und  die  einfache  Wurzel  hat  den  Werth 

Diese  Wurzelwerthe  ergeben  sich  auch  aus  den  früheren  Ausdrücken, 
denn  jetzt  ist  ' 


-B-|/-f 


Die  Function  f(x)  hat  nur  dann  eine  dreifache  Nullstelle,  wenn 
p  und  q  Null  sind,  denn  diese  Stelle  muss  auch  Nullstelle  von  f  (x) 
und  f"(x)  sein;  sie  heisst  o?  «=  0. 

Bei  reellen  Coefficienten  p  und  q  und  bei  positiver  Discriminante 
hat  die   Gleichung    f(x)  =  0   die   reelle  Wurzel  A  -{-    B,   und   die 

andern  zwei  Wurzeln ~—  +  -  —^ —  ^  —  3  sind  conjugirt  complex. 

Auch  bei  reellen  Goefficienten  und  bei  negativer  Discriminante 
muss,  wie  wir  bisher  wissen,  mindestens  eine  Wurzel  reell  sein.  Doch 
die  algebraischen  Ausdrücke  lassen  das  nicht  erkennen,  und  darum 
gibt  man  den  Ausdrücken  für  die  Wurzeln  eine  andere  nicht  alge- 
braische Gestalt.    Dieser  Fall  heisst  casus  irreducibilis. 

Setzt  man 

1  +  -j — Tj  =  sm'o,     cos© 


(f )  i/HF ' 
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so  wird 


a;i  =  T/ — y  {  (cos©  +  tsin©)*  +  (cos©  —  tsm©)*}=2V — ycosy, 

and  indem 

a  =  cos  —  +  •  sin  — ,    ar  =  cos  --  +  ism  -j- 
ist, 

l/     l'f/        a>  +  2«    ,    .   .    a>  +  23r\  ,  /     ^«+2«        .   .    »— 2«\1 

*i=K    sU*^"^    8-+""»    3-)+(<'<'*    s "™— r-)r 

-=  2}/ -  f  cos -^3l_ . 

l/      ö^f/        ©  +  4«   ,    .  .    a>  +  4ir\  ,  /       m  +  ^n       .  .    «+4«\1 


-.x/r 


P  «D  +  4« 


Es  stellt  sich  also  hier  heraus,  dass  nicht  eine,  sondern  alle  drei  Wur- 
zeln reell  sind,  wenn  die  Discriminante  4|)'  -{-  27$^  n^ativ  ist.  — 
Die  allgemeine  Gleichung  dritten  Qrades: 

f(x)  =  ar^  +  öta?*  +  6a;  +  c  =  0 

behandelt  man  dadurch,  dass  man  erst  a;«=  a?'  — ^r-undhierauf^'^tt+i^ 
oder  sofort 

a?  =  — y  +  w  +  t? 
einfahrt,  so  dass 

«a;»+a;*a+a:(y— 3ut;)  +  (|^'— at*t?~u»— 1;»)«0 

ist,   und  nun  über  u  und  t;  derart  verfügt,   dass  diese  Gleichung  mit 
der  gegebenen  f{x)  «»  0  übereinstimmt.    Setzt  man  also 

Y  —  3t*v  «»»6,       2^  —  auv  —  w'  —  t?^  =  c, 

womach 

wird,  dann  sind  u^  und  ifi  die  Losungen  der  Gleichung: 

^+Yi  (So^-Saft  +  27c)  t  +  («'  -  »^)'  ^  q, 
u  und  V  Lösungen  von: 

«•  +  i  (2a»  -  9a6  +  27c)«;»  +  (^^^/  -=  0. 
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Diese  Gleicliaiig  hat  sechs  Lösangen  f€7«  (x  »»  1,  2  •  •  •  6)  und  zwar 

u,  au,  a^u,  Vf  av,  cfv. 

Von   diesen   sechs  Werihen   sind  in  a;««  —  y  +  ^  +  t;    solche 

Paare  Wn,  tri  an&nnehmen,  dass 

a^  —  Sb 

ist.     Damm  lauten  die  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  f{x)  »»  0: 

a^  —  —  y  +  c?A  4-  «B  , 
wenn 


^|7  -  y  (20»  -  9  oi + 27  c) + i-}/(2o»— 9o6+27  c)»-4(a»— 36)», 

8  — ■ 

J?  =  yl/ ~Y(2a»-9a6  +  27c)--y|/(2a»-9a6+27c)«^^ 

ist. 

2.  Eine  andere  Methode  ist  die  yom  Grafen  Tschimhausen  (1683). 
Dieser  setzte  neben  die  Function 

f{pS)  —  «•  +  l>i*?  +  4 
eine  andere 

y  «=■  rr*  +  ^^  +  t'? 

wo  u  und  V  willkdrliche  Grossen  seien,  über  die  wir  erst  passend 
yerfElgen  werden ,  und  ordnete  den  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x)^0:  XyyX^yX^  die  drei  y-Werthe  yj,  y^;  Vz- 

Vi  =  xf  +  Mi»i  +  i;     (i  =  1,  2,  3) 

zn,  welche  einer  Gleichung  dritten  Grades  F(ji)  >»  0  genügen.  Ge- 
setzt^ wir  könnten  diese  Gleichung  aufstellen  und  sie  durch  pas- 
sende Wahl  von  u  und  v  in  eine  binomische  Gleichung  dritten  Grades 
umwandeln  y  wir  wüssten  also  auch  die  Wurzeln  y»  anzugeben,  dann 
besitzen  die  ganzen  Functionen  von  xi 

f(x)  =  (x?  +  px  +  q,    g(x',  y,)  =  x^  +  ux  +  v  —  yi 

einen  gemeinsamen  Theiler  ersten  Grades  in  Xj  der  fQr  Xi  verschwindet. 
Durch  die  Methode  zur  Bestimmung  des  grössten  gemeinsamen  Thei- 
lers  zweier  ganzer  Functionen  f{x)  und  ^(x;  y^)  finden  wir,  dass 

f(x)  —  g{x\  yt)  (a?  —  u)  +  (a;(jp  +  ti*  —  t;  +  y.)  +  (gr  +  wv  —  wy<))  (a) 


16' 


228  IV.  Abschnitt.    Theorie  der  algebraischen  Gleicbangen 

ist  und  dass  der  Werth  Xiy  dem  ffi  zugeordnet  war  und  f&r  den  f{x) 
verschwindet,  aus  der  Gleichung 

qi(x)  =  x{p  +  tt»  —  v  +  yO  +  («  +  wv  —  uyi)  =  0 

zu  entnehmen  sein  wird. 

Die  Function  F(tf)  können  wir  dadurch  finden  ^  dass  wir  die  Re- 
sultante der  vorliegenden  ganzen  Functionen  von  x :  f(x)  und  g(Xf  y) 
bilden.  Die  Resultante  wird  nämlich  nur  verschwinden,  wenn  man 
y^s^ifi  (i  =  lj2yS)  setzt;  denn  dann  haben  f(x)  und  g(x]yi)  eine  ge- 
meinsame Nullstelle  Xi.  Zur  Herstellung  der  Resultante  können  wir 
aber  die  begonnene  Ilechnung  zur  Ermittlung  des  grosaten  gemeinsamen 
Theilers  der  Functionen  f(x)  und  g(x,  y)  von  der  früheren  Gleichung  (ä) 
ab  fortsetzen.    Es  war 

f{x)  —  g{x',  y)  («--<«)  +  gi(a;); 

und  bilden  wir 

so  muss  q^  jedesmal  verschwinden^   wenn  f  und  g  gleichzeitig  Null 
sind.    Daher  ist  die  von  Nennern  befreite  Function  q^  gleich  F{jj).  — 
Die  Rechnung  ergibt 

F(f,)  =  y»  —  (3t;  -  2j))y«  +  (Si;»  -  4.pv  +jpu«  +  H^+f)y  - 
—  (t;*  —  2pv^  +  t;(w*jp  +  3^2  +  jp*)  —  q{u^  +  jpn  —  4)). 

Verffigen  wir  nun  über  u  und  v  derart,  dass 

3v  —  2jp  =  0,    Sv*  —  4jpt;  +  jp*  +  i>m»  +  32M  —  0 
und  somit 

wird,  so  entsteht  die  binomische  Gleichung 


„_^,, .  _  _  i  (i +-]/^ + g) 


FW-!^-?(.+  i)'-0, 


wenn  man  v  durch  p  und  q  durch  u  und  jp  ausdrückt.     Setzt  man  die 
Lösungen  yi  dieser  Gleichung  {%  =»  1,  2,  3)  successive  in  den  Ausdrack 

ein,  so  besitzt  man  auch  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  +  jpa?*  -|-  g  «  0. 
Tritt  an  Stelle  der  reducirten  Gleichung   a;*+pa?  +  g-=0  die 
vollständige  Gleichung  dritten  Grades 

f(jc)  =  a?»  +  aa?  +  6a:  +  c  —  0 
und  ist  wieder 

gis^'i  y)  =  ÄJ*  +  wa?  +  V  —  y  =  0, 
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8o  lautet  die  Gleichung  F(y)  ^^0  folgendennassen: 

y»  —  (3t;  —  au  +  a»  —  26)y*  +  [3i;*  —  (2au  —  2a»  +  46)  v  + 
+  u«6  —  u(ab  —  Se)  +  V  —  2ac]y  —  [v*  —  (au  —  a»  +  26)t;»  + 
+  (u*6  —  u{ab  —  3c)  +  6*  —  2ac)t;  —  c{u^  —  aw»  +  6u  —  c)]  —  0. 

Diese  Gleiclimig  geht  in  eine  binomische  Gleichung  von  der  Form 

f  —  9>(u,v)  —  0 
Qber,  wenn 

3t?  —  au  =  26  —  a*, 

3t;«  _  (2au  —  2a»  +  46)t;  +  u»6  —  u(a6  —  3c)  +  6»  —  2ac  —  0 

ist.  Wählt  man  u  und  v  gerade  so,  dass  diese  Bedingungen  erf&Ut 
werden,  dass  also: 

u  —  i-  (3t;  —  26  +  a«) 

ist  und  f&r  t;  die  Gleichung  zweiten  Grades  besteht: 

(a«-.36)t;»-(a»6+3ac— 46>+^  (a»c— a»6»— 6a6c+46»)  — 0, 

und  lauten  die  Losungen  dieser  Gleichung  t;}  imd  v^^  die  zugehorenden 
u-Werthe  U|  und  u^,  so  entsprechen  dem  Werthepaare  {u^,  v^)  drei 
y-Werthe 

Die  zugehörenden  n;-Werthe,  welche  die  Gleichung  f(x)  «»  0  erftLllen, 
ergeben  sich  aus  dem  Ausdrucke: 

^    ^~(<»— ^)  (p— y) 

6  — u(a  — m)  — (t?  — y)' 

denn  fELr  eben  die  genannten  y-Werthe  besitzen  f(x)  und  g(x\y)  den 
gemeinsamen  Theiler 

xQ)  —  u{a  —  u)  —  (t;  —  y))  +  {c —  {a  — u)  {v  —  y)). 

Selbstverständlich  ergeben  sich  bei  Benutzung  der  Werthe  u-nfi^, 
t7  as  t;,  dieselben  Ausdrücke  fOr  die  Nullstellen  von  f{x).  — 

3.  Euler  (1764)  setzte  zur  Losung  der  Gleichung 

an,  dass  der  Ausdruck  fQr  die  Wurzeln  die  Gestalt 

a?  =  u  j/jßf  +  V^ß^ 

hat,  schrieb  aber  nach  der  Substitution  z  »»  y^: 

a?  — uy  4-t;y», 

und  fragte,  wie  man  u,  t;,  z  zu  wählen  habe,  damit  der  genannte  Aus- 
druck eine  Wurzel  wird. 
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Es  ist 

also 

x*  —  Suv0  (uy  +  t?y*)  —  («*'j^  +  <^0  "= 

«=»  ÄJ*  —  3ut?0  •  a?  —  (u^is  +  v'j»*)  =  0 . 

Der  Yergleicli  dieser  Gleichimg  mit  der  gegebenen  erfordert  die 
Bestimmimgsgleicliungen : 

Setzt  man  willkürlicli  u  ■->  1 ,  so  wird 

* 8^'     *'  +  2'-(f)''-0 

und  

Die  yerscliiedenen  Losungen  werden  erhalten,  indem  man  der  dritten 

Wurzel  ihre  drei  Werthe  y,  ay,  a}y  ertheilt.  — 

4.  Die   älteste    Methode   zur   Losung   der    reducirten   Gleichung 

vierten  Grades 

rc*  +  P^  -{-  qx  -{'  r^^O 

ist  die  von  Ferrari  (1545).    Die  von  Simpson  (1745)  erweiterte  Fer- 
rari'sche  Methode  zur  Lösung  der  vollständigen  Gleichung 

f(x)  =s  >ir*  -(-  aa^  +  ^^  +  ^^  +  ^  =  0 

besteht  in  Folgendem: 

Schreibt  man  f(x)  in  der  Gestalt 

(^  +  y^  +  ^y  -  {^'  +  2z  (x'+Y^)  -  (6  -  ^)x^cx-d)  , 

so  kann  man  versuchen,  den  Subtrahenden  dieser  Differenz  auf  die  Form 
(ux  -^^  t?)'  zu  bringen,  damit  f{x)  -=  0  erfüllt  wird,  wenn 

+  ( Y  +  wja;  +  (^  +  *')     odör     2;*  +  (y  —  wja?  +  (^  —  t?) 
verschwindet.     Setzen  wir  darum 

fix)  =  (a^  +  ±x+  g)*  -  {«X  +  vY  = 

—  «*  +  a«»  +  (^  +  2«  —  «»)«»  +  (ae  —  2uv)x  +  («•  -  »•), 
so  müisen  wir  zur  üebereinstimmung  der  Polynome  in  x 
■7-  +  2«  —  M*  •=  5,    ae  —  2«v  =  c,    e*  —  »*«-»«[ 


«» 


a 


§82.  Snbetitotioiuinethoden  zur L(yBQDg  der  OleichnngenS.  11.4.  Grades.  Nr.  3, 4, 5.  231 

tt*  —  2ff  4"  Y  (a*  —  46),    2uv  —  ajei  —  c,    v^  «==  is^  --  d 

werden  lassen.    Dann  ist 

(2uv)»  -  4i#*t;»  —  (ag  -  c)»  —  4  (;»»  —  d)  (2;?  +  ~  (a«  -  4  6))  —  0 
oder 

5»  _  I  ^  +  ?i:zi^ , _  |(aM -  46d  +  c»)  -  0. 

Wenn  jer  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  dritten  Grades  ist,  so  wird 
die  Function  zweiten  Grades  von  x: 

^  +  20  (z*  +  ya?)  —  (b  —  ~)a^  —  cx'-d 

das  Quadrat  einer  linearen  Function  von  x.  —  Gesetzt,  man  hätte  eine 
der  drei  Wurzeln  g^,  0^,  z^  gefunden,  und 

entsprechend  der  zweiten  Forderung  an  u,  v,  jer,  d.  i.  2uv  ■>»  azi  —  c 
gewählt,  so  wird 

f{x)--{x^  +  {\  +  ]/^^-l  +  2  z)  x  +  {z,  +  y^T^^Trf))  X 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  lauten  nach  einfachen  Umrechnungen  (wie 
im  §27,4): 

X, ±  +  ||/ä«-=:46"+ 87"  +  |>/a«-.=T6+8^  +  {Va^  -  46  +  8^3 , 

o:,  — --J  +  A-j/^Ä^T^y^rä^  _±|/a»— 464^87^  -  ~}/ä*  — 46  +  803 , 

x^^"^  -  -^Va«— 46+801  -  Y>^ä"— 46+8'0;  +  [}/a»-46  +  808. 

5.  Tschimhausen's  Methode  zur  Lösung  der  Gleichung 

f{x)  a-i  rc*  +  p7?  +  ga;  +  r  *=s  0 

liegt  wieder  darin,  dass  man  die  Resultante  i^(y)  von  f{x)  und  einer 
Hilf sfnnction : 

9{x\  y)  —  x^  +  ux  +  V'-y 

bildet,  ihre  Nullstellen  aufsucht:  yi  {%  =»  1,  2,  3,  4)  und  den  zu  y'^yi 
gehörenden  Werth  x  «—  a:,-,  der  f{x)  ■=  0  und  g{x\  y,)  «■  0  erfüllt,  als 
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Nullstelle  des  gemeinsamen  Theilers  Yon  f(x)  und  g(x]  y»)  bestinuni 
Dieser  Theiler  lautet: 

x(u^  +  pu  —  2u{v  —  y)  —  q)  +  {v  ^  y)  (jp  -^  u*  ---  V  +  y)  "  Tj 

und  andrerseits  ist: 

jP'(y)_y*-(4t;— 2i>)y»+(6«''-6pt;+J>t*»+3ju+p»+2r)y«- 

— y[4t;«  —  6pv^  +  2v(jpu^  +  3qu  H-ß*  +  2r)  — 

—  (gu^  +  4ru*  +pqu  —  g*  +  2jpr)]  + 

+  [v*  —  2jpt?»  +  vHpu*  +  SjM  +p*  +  2r)  — 

— t;(gw'  +  4rM*  4"  J'jw  —  J*  +  2jpr)  +  r(tt*  +  jpw^  —  2**  +  »"J- 

Bestimmt  man  die  willkürlichen  Grössen   u  und  v  derart,  dass  der 
CoeüQcient  von  y*  und  der  yon  y^  verschwindet,  wählt  man  also 

t?  -=  y ,    u'g  —  (l>*  —  4r)tt*  —  2pqu  —  ?*  —  0, 

dann  lautet  die  Gleichung  vierten  Grades  F{y)  <=  0  einfach: 

J^+(pt«»+3ju-^V2r)y»+A[-l>*--V(i)u«+3aii-^+2f)+ 

+  16r(tt*+jpM*  — jtt  +  r)]  —0. 

Da  die  Lösung  der  Gleichung  in  u  und  dann  die  Lösung  dieser 
quadratischen  Gleichimg  in  y^  bekannt  ist,  so  ist  die  BeschreibaDg 
der  Methode  vollendet.  — 

Im  Falle  aber  die  Gleichung: 

f{x)  —  «*  +  aa^  -{-bx*  -{-  ex  +  d^^O 

gegeben  ist,  benutze  man   eine  Hilfsfnnction  mit  drei  willkürlichen 
Grössen  UfV,f€: 

S'  (a?;  y)  —  Ä*  +  «a?*  -j-  vx  -^  w  —  y«=»0. 

Es  entspricht  jeder  der  vier  Nullstellen  von  f(x)  ein  Werth  y,  und 
diese  vier  y-Werthe  sind  die  Nullstellen  der  Resultante  von  f(x)  und 
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YerfQgt  mau  über  u,  v,  w  so,  dass  die  Goefficienten  von  y\  y^,  y^  in 
F(jf)  verBchwinden,  so  entsteht  die  binomische  Gleichmig 

y4+ir(0)-0. 

Der  der  einzebien  Wurzel  yi  dieser  Gleichung  zugehörende  rc-Werth 
ist  die  Nullstelle  des  gemeinsamen  Theilers  von 

f(x)    und    g(x\  yi).  — 

6.  Euler  schrieb  den  Ausdruck  f&r  die  Wurzel  der  Gleichung 

«*  +  i>a;*  +  ga?  +  r  —  0 
in  der  Gestalt  an: 

rr  —  tiy  +  ry'  +  w^j 

und  fragte,  wie  man  u,  Vy  w  und  y  wählen  mtlsse,  damit  der  Ausdruck 

wirklich  eine  Wurzel  der  Gleichung  werde. 

Es  ist  ,  g 

{x  -  vy^)  —  (uy  +  wf)  , 

und  wenn  y^  mit  0  bezeichnet  wird, 

a^  —  2vy*x  +  f^^  "=  w*y'  +  2uw0  +  w^0y*\ 
und  nach  einer  zweiten  Quadrirung: 

ar*  —  2(t;*  +  2ut€)gx'  -  4(tt«  +  w*0)v0X  +  (t;«  —  2tiw)V  — 

-  (tt«  +  w^gye  =  0. 
Der  Vergleich  mit  der  gegebenen  Gleichung  erfordert,  dass  man  setzt : 

(v*  +  2utp)e  —  —  ^,    («*  +  to^is)4:vis  —  —  g, 

(i;«  -  2ttic^)V  -  («»  +  m;«^)«;^  -  (|-)'  -  j^  -  8ut;«W  -r. 

Wählt   man   t;   willkürlich   gleich    1,   so   wird   2ut€0  =  —  —  —  ^f 

und  man  hat  die  Mittel  zur  Berechnung  von  x. 

Ist  g  eine  Wurzel  der  letzten  Gleichung  dritten  Grades,  so  folgt 
aus  den  zwei  Beziehungen 


m  Y  » 

und  hierauf  ist 
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eine   erste  Wurzel   der  gegebenen   Gleichung.    Die  übrigen  Wnrseln 
lauten : 


Ist  die  gegebene  Gleichung  yoUständig 

od^  +  as^  +  bx^  +  ex  +  d  '^  Oj 
so  setze  man 

und  bilde  durch  Quadrirung 

^  +  T  +  (t)' -  ("^  + "» +  ',)-^(V^*+V^+V^- 

Indem  man  diese  Gleichm^  nochmals  quadrirt,  entsteht 
jc*  +aa^  +  «» -i-  (3  a»  —  16  («»  +  «.  +  ^))  + 

+  *n  ("'  ~  ^^<*  (*i  +  «1  +  «.)  —  128|/];^v^  + 
+ 1^.  («*  -  32a»  («1  +  «,  +  «,)  +  16*  ie^  +  «,  +  «,)»- 

—  4  •  16»  (j»i<;,  +  «!«,  +  J?,<r»)  —  2  •  16*a  y«,j»,ier, )  -=  0 . 

Der  Vergleich  gleichnamiger  Goefßcienten  dieser  und  der  vorgelegten 
Gleichung  erfordert,  dass 

«1««  +  "i«»  +  '»j «»  =  ig?  (3a*  -  16a»6  +  16oc  +  166«  —  64(i), 
y^M^  ^  («'  —  4a&  +  8c) 

ist;  d.  h.  dass  «i,  g^,  z^  die  Wurzeln  der  Gleichung  werden: 
^_  JL(3aS__  8i)«»  + jjj(3a*  — 16a»6+  16ac+  166»  -  64d)^- 

-jJj(a»-4a6  +  8c)»-0. 

Die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichui^  lauten  dann 
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und  hier  hat  man,  wenn  die  Werthe  Yi^  und  Yi^  fizirt  sind^  yier,  so 
zu  wählen,  dass 

V^^^—  —  («•  —  4a6  +  8c)^ 
ißt,  — 

§  33.    Oombioatlomimetlioden  bot  Lösung  der  Gleiohnngen  der 

ersten  Tier  Gerade. 

1«  Eine  wesentlich  andere  Methode ;  die  sog.  Gombinations-  oder 
Typenmethode,  zur  Auflösung  der  algebraisch  lösbaren  Gleichungen 
f(x)'=*0  besteht  darin,  dass  man  eine  ganze  Function  q>  der  Wurzeln 
Xiy  Xty  "  '  Xn  in  Betracht  zieht,  durch  die  die  Lösung  der  gegebenen 
Gleichung  in  bald  ersichtlicher  Weise  vereinfacht  wird.  —  Ist  9  eine 
m-werthige  Function  und  sind  91,  9s,  •  •  <  <pm  die  bei  den  ver- 
schiedenen Vertauschungen  der  Wurzeln  hervorgehenden  Werthe 
von    q>,    so    werden    die    aus    91,  921   *  *  *  9>m    zusammengesetzten 

elementar- symmetrischen  ^y^,    ^Jy^^y»,  •••  bei  jeder  Substitution 

imgeändert    bleiben   und   somit  ganze   symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  Xi,  x%y  •  •  -  Xn  oder  ganze  rationale   Functionen  der  Goeffi- 

cienten  ~  (v  «-»  1,  2  •  •  •  n)  von  -^  sein.  Demnach  sind  die  m  Werthe 

der  Function  y  die  Wurzeln  einer  Gleichung  nt*^  Grades,  deren  Goef- 
ficienten  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen  ao,  ai,  •  •  •  o»  smd. 
Die  mehrwerthige  Function  y(a;i,  x^,  •  ••  Xn)  heisst  JResolvente 
oder  resolvirende  Function,  und  die  Gleichung  tn^^  Grades,  der  die 
Werthe  von  y  genügen,  heisst  die  Besölventengleichung ,  weil  durch 
die  Auflösung  derselben  die  der  Gleichung  f{x)'^0  geleistet  wird. 

2.  Ist 

f(x)  =  3i^  +  ax  +  b-^0 

und  sind  x^,  x^  die  unbekannten  Wurzeln  dieser  Gleichung,   ist  end-» 
lieh  a  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 

«2  —  1  «a  0,     also  a  =  —  1, 

wird 

9  ■*"  ^1  "h  «^ 
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eine  zweiwerthige  Function  mit  den  WerÜien 

9i  —  «1  +  aa:, ,    9«  "  ^  +  «^i  • 
Die  Besolyentengleiclinng  lautet 

sie  ist  rein  quadratisch  und  ihre  Losungen  sind: 

9i=  + Va«-4&,     9,  =  +  }/a*  — 46. 
Darum  ist 

^1  +  ^™  —  a, 


a?i  —  a;,  —  +  ^a' — 46 
und 

d.  h.  die  Wurzeln  sind 

y(-a  +  l/a«-45)    und    1  (- a  — }/a^— 46). 

3.  Ist  die  gegebene  Gleichung 

f(jc)  —  a;»  +  a:r»  +  6a?  +  c  —  0, 
und  sind  a^i^  a;^;  x^  die  zu  suchenden  Wurzeln,  so  ist 

9  =  a^i  +  «a;j  +  a*ar3, 
wo  «  wieder  eine  primitive  Wurzel   von  y*  —  1  —  0   bedeutet,  eine 
sechswerthige  Function,  aber 

9»  =  (a?i  +  «arg  +  a'Xs)»  —  «o  +  ti^a  +  w,«*  =  if 
ist  eine  zweiwerthige  Function,  in  der 

^0  —  ^1^  +  ^2'  +  V  +  eajjajgaja ; 
Wi  —  3(a;i«a?j  +  ar^'a;»  +  x^*x,), 
t«2  =  3(a?ia^*  +  x^x^^  +  a?,a:i*) 

ist.  Die  Function  9  erhält  nämlich  bei  den  Yertauschungen  der 
Wurzeln  die  Werthe: 

9l'^^l  +  ^^2  +  ^^^ZJ  9»  "==  ^2  +  «^1  +  «*^8^  96  =  ^3  +  «^1  +  «*^? 
9»~^1  +  «^^»+«^8;       94~^a+«*^l  +  «^j       96=^3  +  «*^!+'*^» 

und  weil 

ist,  so  ist  9'  eine  zweiwerthige  Function.  —  Nennt  man  ihre  Werthe 
V'i  und  ^29  B^  S^^^  ^s  ^^^  ^1  hervor,  indem  man  x^  und  x^  vertauscht, 
wobei  Ui  in  U2  und  u^  in  u^  übergeht.    Es  ist  daher 

6 

IJi'P  -  9r)  -  if^  -  9i')  {¥"  -  Vi'O  =  9>'  -  (SPi»  +  9,')  9''+  (9.9^)'= 


raal 


=  **  — (*!+*,)  *+#'lV'» 
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und 

*l  +  *i  —  («0  +  <*!«  + «««*)  +  K  +  «1«*  +  <*8«)  =  2Uo  —  Kl  —  W,  = 

—  3(a:i»  +  V  +  V)  -  (^1  +  «t  +  ^)*  +  18a;ia;ga;,, 

—  —  (2a»-9a6  +  27c), 

♦1*»  —  (9i9g)^  «=  (rci»  +  x^  +  o:,»  —  (ßyX^  +  XiäTj  +  «8^;^))«  — 

—  ((a?!  4-  a:,  +  a:,)*  —  ^{x^x^  +  ar^Xj  +  x^x^y  = 

—  (a»  —  36)1 

(Yergl.  die  Ausdrücke  für  die  Potenzsummen  in  §  26, 10.) 

Die  Gleichung;  deren  Wurzeln  ^^  nnd  ^^  sind,  lautet  somit: 

*«  +  (2a«  -  9a6  +  27 c)^'  +  (a«  -  36)«  =  0. 

Bestimmt  man  die  beiden  Wurzeln  ^^  und  if^  und  wählt  die  dritten 
Wurzeln  aus  diesen  so,  dass 

V^i  •  V^  -=»  9i9i  —  a«  —  36 
ist,  so  folgt  aus  den  drei  linearen  Gleichungen: 

^  +^8  +  ^8  =  —  «? 

^1  +  «a:»  +  «*^  =  9i  —  T^ ; 

*/ — 
^1  +  «'^  +  aa^i  —  9«  —  K*s  > 

a?i  — y(— a  +  >^+  V^,),   a:,  =  |(-a  +  a«y^+af^), 

X8-3  l(_a  +  a>^+a«V;^. 

Also  die  Lösung  der  Resolventengleichung  in  V'  setzt  uns  in  den  Stand, 

die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  aus  drei  linearen  Gleichungen 

zu  ermitteln,  nachdem  wir  noch  zweimal  die  Operation  des  Ausziehens 

einer  Cubikwurzel  vollzogen  haben. 

4«  Lagrange   stellte   zur  Behandlung  jeder  Gleichung  vom  Prim- 

BoUgrade  p: 

p 

die  Function 

9  OBS  a^Xi  +  a^ajj  +  .  • .  +  cfi^^Xp 

als  Resolvente  auf,  wo  a  eine  primitive  p^  Einheitswurzel  ist  (a^  «=  1). 
Indem  man  die  Wurzeln  a?i,  •  •  •  aip  auf  alle  möglichen  Arten  ver- 
tauscht, erhält  die  Function  tp  p\  Werthe.  Die  Gleichung  aber  F{fp)  =  0, 
die  diese  Werthe  zu  Wurzeln  hat,   besitzt  nur  Potenzen  von  9),   die 
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ein  Yiel&clies  von  jp  sind,  und  darum  wird  nach  der  Substitution 
9^  "B  ^  eine  Gleichung  in  ^  herrorgehen,  die  vom  Grade  (p  —  1)! 
ist.  In  der  That,  der  durch  eine  Yertauschung  der  Wurzehi  Xf  •  'Xp 
aus  9  hervorgehende  Ausdruck: 

ist  auch   eine  Lösung  von  F((f>)  -»  0,   d.  h.   die  Gleichung  in  9  ist 
nicht  allein  durch  %  sondern  auch  durch  aß^^^tp  erf&Ut.   Darum  aber 
können   in    F{q>)   nur    solche   Potenzen    yon    ip   yorkommen,    dass 
(aP-«qp)*  m  g)*  igt,  also  muss  k  ein  Vielfaches  von  jp  sein.  — 
Setzt  man 

wo  Uo,  Uiy  -  '  '  Up— 1  ganze  rationale  Functionen  der  Wurzeln 
Xi,  x%j  ' "  Xp  sind;  und  bezeichnet  mit  i^o,  i^i,  •  •  •  i^p—i  die  verschie- 
denen Werthe  von  i^,  die  hervorgehen,  wenn  man  f&r  a  der  Beihe 
nach  jede  Wurzel  1,  «i,  «s;  •  -  -  «p— 1  der  Gleichung  ie^  —  1  substitoirt^ 
so  wird:  ^0  ■=■  (iPi  +  a4  +  •  •  •  +  ^pY  ■■  (—  äiM*;  also 

(—  aiY  —  Wo  +  Ui  H h  f4p-.i 

und 

V'i  —  Wo  +  «iWi  H [-  aiUp_i, 


l(V»-i  — tio  +  fl^-iUi  H f-ap_iUp-i; 

durch  Addition  folgt: 

(—  ai)'  4-  V'i  +  V'a  H h  tp-i  -*  «Wo. 

Bildet  man  die  v^  Potenz  von  ^ 

(«0  +  wia  H h  Wp_i«P-i)*  — 

=  (^)*  =  u^")  +  u^^)a  H 1-  u<;'lja^-*     (v  —  2,  3,  •  •  •), 

ersetzt  hier  a  wieder  durch  1^  cti,  •  •  •  Op.i  und  bildet  die  Summe  der 
p  Gleichungen,  so  folgt: 

(~  aiY'  +  ^I  +  V'J  H h  ^;_i  =  nu^^)    (1/  —  2, 3  • .  .)• 

Gesetzt,  man  wüsste  tio,  u^>y  •  •  •,  so  könnte  man  jetzt  eine  Gleichung 
(p  —  1)**"  Grades  ©(V')  =  0  angeben,  deren  Wurzeln  die  Werthe 
i^if  i^tf  ' ' '  Vv»— 1  s^d  (siehe  S.  172). 

Wenn  aber  auch  ^i,  ^,  •  •  •  tp—i  bekannt  sind,  so  lassen  sich 
die  Wurzeln  Xi,  x^,  ' "  Xp  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Es  ist 
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Xi  4-  «p-i  aif  H h  «Jzi^  =  f^-i 

und  durch  Addition  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  mit  Bücksicht  auf 
die  Eigenschaften  der  Einheitswurseln: 

a?i  —  ~  (—  ai  4-  f^i  H h  f'^p-i) . 

Addirt   man   die  Gleichungen^  nachdem  sie  erst  der  Reihe  nach  mit 
1,  «f~^+*,  •  •  •  a''~J+*  multiplicirt  worden  sind,  so  folgt: 

Hiermit  ist  gezeigt^  da^s  das  Problem  zur  Lösung  der  Gleichung 
f^(x)  tsssO  auf  die  Bestimmung  der  Grossen  u  zurückkommt,  oder  auf 
die  Ermittlung  und  Lösung  der  Gleichung 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  zu  beweisen,  dass  &8,  •  •  •  &p-.i  rational 
durch  &j  darstellbar  sind;  wir  bemerken  nur,  dass  b^  bei  allen  Sub- 
stitutionen der  Wurzeln  Xi,*  "  Xp  (p  —  2)!  Werthe  annimmt  und  diesen 
entsprechend  aus  den  zugehörenden  Gleichungen  9(if)'=^0  (p —  1)! 
Werthe  für  ^  hervorgehen.  Die  Werthe,  deren  b^  fähig  ist,  ge- 
nügen einer  Gleichung  yom  Grade  (p  —  2)!;  also  im  Falle  jp  ««  3 
einer  Gleichung  ersten  Grades ,  im  Falle  jp  «==  5  einer  Gleichung 
&^  Grades. 

Damit  ist  der  Einblick  in  die  Untersuchungen  von  Lagrange  so- 
weit gewährt,  dass  der  Leser  ersehen  hat:  die  Lagrange'sche  Besol- 
ventengleichung  einer  Gleichung  /5,  (rc)  =  0  vom  Primzahlgrade  p  >  3 
schafft  keine  Vereinfachung.  Wir  wissen  übrigens  schon,  dass  die 
allgemeine  Gleichung  von  höherem  Grade  als  dem  vierten  nicht 
algebraisch  lösbar  ist,  und  sehen  hier  nichts  Ueberraschendes.  — 

Wir  bedürfen  der  Untersuchungen  von  Lagrange  noch  in  einem 
Punkte.  Ist  die  Qradmhl  von  f{x)  msammengesetet:  n  <=»jp  •  m,  dann 
wird  die  Besolvente 

n 

IQ  der  a  eine  primitive  jp^  Einheitswurzel  ist,  gleich 

{Xi  +  XpJ^i  -| +  a^n— p+l)  +  (a^  +  Xp^%  +  •  •  •  +  Xn^pJt-i)a  -J J- 

+  (Xp  +  ^«p+i  H h  «wV"^ 
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und  9*«»^«=iio  +  ^i^  +  ''  +  Mp— 1«*^""*, 

wo  iiO)  tti,  '  "  Up^i  ganze  Functionen  der  p  Grossen 

Xji  —  ajji  +  Xp+x  + h  Xn^p^x    (X  =  1,  2,  ■  •  •  j)) 

sind.  Gesetzt;  man  hätte  die  p  Grossen  Xi,  Xs,  -  --  Xp  so  berechnet, 
wie  früher  Xi,»  -  -  Xp  zu  berechnen  gewesen  sind^  so  hat  man  noch  die 
in  Xx  vorkommenden  m  Grössen 

xx ,  Xp+Xf  •  •  •  a;»— p-f  2 
zu  bestimmen.    Diese  werden  einer  Gleichung  der  Gestalt: 

x"  -  Xx  x"-'  +  i^'x"-*  +  ...  +  «£>-  /'(«)  -  0 
genügen ;   die  man  auf  Grund  der  Bemerkung  berechnen  kann,  dass 
Z^^^(x)  ein  Factor  yon  f(x)  sein  muss,  dass  also 

gilt.  Dividirt  man  somit  f(x)  durch  die  oben  proponirte  Function 
X^^Hx)  imd  fordert;  dass  der  Best  verschwinde,  setzt  daher  die  Coeffi- 
cienten  der  rt^Potenzen  des  in  der  Rechnung  auftretenden  Restes  Null, 
so  erhalt  man  m  Gleichungen  in  Xx,  c^^\  •  •  •  c2^  ^^^  denen  (m  —  1) 
zur  Berechnung  der  Grossen  d^^  als  Functionen  von  Xx  dienen.  — 

Ist  dann  die  Gleichimg  x^^^x)  «»  0  hergestellt,  so  hat  man  ihre 
Wurzeln  Xx,  scp^x,  -  -  *  Xn~p+x  aufzusuchen. 

6.  Diese  Erwägungen  führen  wir  im  Falle  der  Gleichung 

f(x)  —  x*  +  «^*  +  fea:^  +  CO?  +  d  =  0 
aus.    Es  ist 

9  —  ^1  + «5 +  «(«1  +  ^:4)    («*— 1), 

9*  =  *  =  (a?!  +  o^y  +  (a?8  +  x^*  +  2a(xi+  «3)  (P^  +  «*) 
oder 

9  =  Xi  +  «-^2    ^ißd    y*  =  ^  aas  Xj*  +  ^s*  +  2aX^X2j 

dann 

*o  =  ««0  +  Wi  =  (rci  +  a;,  +  Äi  +  a:J»  =  a», 

^f'i  =  Wq  —  1*1  =  (a*  —  Mj)  —  Wi  —  a*  —  2ui, 
und  nun: 

^1  +  ^-=  — »? 

X,  -  X,  -  V^,  =  Va'  -  2i*i , 
also 

Xi  -  4 (-  a  +  l/a»  -  2«,),    Z,  - 1(- a -  V^a^^::^!^) . 

Zunächst  haben  wir  u^  =*  2  (iTi  +  a:,)  (x^  +  xj  zu  berechnen.  —  Bei 
den  Yertauschungen  der  Wurzeln  nimmt  diese  Grösse  noch  die 
Werthe  an 

2(a?i  +  a^i)  (a?8  +  a?*)  und  2(a;i  +  x^)  (a:,  +  a:,); 


I 
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doch  weil  die  Summe  der  drei  Werihe  f&r  u^ 

uj(i)  +  ttjW  +  UjW  —  46, 
und  weil  femer 

u^a%(^  +  M^Wu/»)  +  fii«MiW  «-  4(6«  +  ac  —  4rf), 
u/»)  .  UiW  .  t4/»>  —  8  (a6c  —  ä'd  —  c«) 
ist^  so  haben  wir  u^  einer  Wurzel  der  Gleichung 

ü»  -.  46 J7»  +  4(6«  +  ac  —  4d)U—  8(abc  —  a«d—  c«)  —  0 

gleich  zu  setzen;   und  nun  ist   die  Bestimmung  von  X|  und  X^   als 

Yollendet  zu  bezeichnen. 

Um  hierauf  die  Wurzeln  x^  und  x^  zu  finden,  die  einer  Gleichung 

der  Gestalt: 

T  ^(i)(x)  «.  a^  -  Z^a?  +  c,(^^  —  0 

genügen,  bilde  man 

f(^x)  -  x^^>(:c)  [a^  +  (a  +  ^i)  ^  +  (6  -  c,<^>  +  aX,  +  Z,«)]  + 
4-  [1/  +  aZj«  +  5Zi  +  c  —  Cj^i)  (a  +  2Zi)]rc  + 

+  d  --  ci^»>  (cj(i)  —  Zi«  —  aXi  —  6), 
setze  den  Goefficienten  von  x  im  Reste  gleich  Null  und  bestimme: 

Damit  ist  die  Gleichung  x^^>  (x)  <»  0  gefunden. 

Die  Wurzeln  x^  und  x^  genügen  einer  Gleichung: 

xW(x)  ^x'-X^x  +  c,w  —  0, 
wo 

ZU  setzen  ist  Und  jetzt  sind  die  Mittel  zur  Berechnung  aller  Wur- 
zeln  angegeben.  - 

6«  Man  benutzt  neben  der  Lagrange'schen  Function  auch  andere 
Ftmctionen  als  Resolventen. 

Z.  B.  ist  ftlr  die  Gleichung 

f(x)  «B  ic*  -|-  ax*  +  bx^  +  ca?  +  rf  ■=■  0 
ip  -=  x^x^  +  x^x^^ 
eine  Besolyente.    q>  hat  nur  die  Werthe: 

9i  =  ajjiCj  +  x^x^,    ipf  —  a^a^j  +  a;jja;4,    93  —  a^^ar^  +  a:ga:5 ; 

und  wenn  man  diese  als  bekannt  hinstellt,  bestehen  die  drei  Gleichungen- 
systeme : 


x^x^  ~r  ^s^i  "^^  Vif 
x^x^ '  x^x^  «=  d'j 


Xf  Xm    '  Xa  Xa    •""•  iJ « 


a? j  a?^  •  a^o  a?«  ^^  ä  ■ 
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ans  denen 

2x^X2  =  9i  +  V'Vi* --^>        ^^^4,  —  9i  —  V^J—^^ 

2x,Xf^  =  9«  +  V'Vf*  — *<*;        2a?jrc4  —  Vi  —  Vvt^  —  ^^i 

2x^x^  =  %  +  V^s*  —  4d,         2a:,a;5  =  ^8  —  l^Vs*  —  4* 
hervorgeht.     Femer  gilt 

^1  +  ^«  +  ^8  +  ^4  ~  —  *• 
(x,  +  a;^)  (rc,  +  ^J  —  ^  —  y^, 
also  

2(x^+x^)  =—a+ya^'-4.b  +  4q),,2{x^  +  x;)——a-'ya^—4tb+4qf,. 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  und  die  Werthe  für  2xiX^,  2x^x^  in  die 

Beziehung 

4(a^a;,(a'j  +  x^)  +  x^x^  (x^  +  x^))  ~  —  4c 

ein,  80  entsteht 

(9>i  +  V9i'  —  4^d)  (a  +  )/ä^^=46  +  4^  + 

+  iVi  -  Vvi—^ä)  (a  — 1/a^— 46  +  49j)  =  4c 
oder 

Vi*  —  Hl  +  («c  —  4d)9i  -  {o?d  —  46d  +  c*)  =  0. 

Derselben  Gleichung  genügen  q>^  und  93.     Darum  sind  die  Werthe 

der  dreiwerthigen  Function  9  die  Wurzeln  der  Gleichung 

y«  _  6g,8  4.  (ac  —  4d)y  -  {cfd  -  46rf  +  (?)  =  0. 

Indem  aber 

^1  +  a;,  =  —  Y  4:  Y  y a«  —  4  6  +  4  9, , 

a^i  +  ^8  =  —  Y  +  yV^ö*  —  46  +  4^8, 

a?i  +  ^^4  =  -  Y  +  Y  V^^—"^^  +  4^8 
ist,  wird 

8 

3a    ,     1   ^ 


2a;,  -  a  =  -  ^  +  Y^  Ya^-U  +  Afp, 

1=1 
und 

a:i  —  ~  Y  +  Y  V'«^^46+'4^i + -^l/ä^^^ 
femer 


a;<.=  — 


a 


3—         4         4 


/a*  —  46  +  4-9>i+YV'a*— 46"+  498— jVa*  -  46+4^8, 


X, ±^±ya^  —  U^4g,^-,±Y^^U^4g,^^'^ya'~^4A+i(Pi 
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IV.  Capitel. 

NShornngsweise  Bereohniing  reeller  Wurzeln  von  Oleickungen 

mit  reellen  Goefilclenten. 

§  34.    Sfttie  rar  Absondenmg  der  reellen  Wnrseln. 

1.  Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  mit  der  Berechnung  der 
reellen  Wurzeln  einer  Gleichung 

fn(x)  —  aoof"  +  aiaf-^  H [-  o,  —  0, 

deren  Coefjßeienten  reell  sein  mSgen^  und  wo  a^  positiv  seL 

Wir  wollen  auch  voraussetzen,  dass  y^^fn{x)  eine  Function  mit 
einfachen  Nullstellen  ist;  diese  können  reell  oder  auch  complex  sein. 
Ist  aber  x  ««  $'  -|~  ^^'  ®üie  complexe  Nullstelle,  verschwinden  also  in 

U{x)  -  u%'  +  iff)  =  P(r,  nl  +  »öcr,  n) 

P{i\  ij')  und  Q{i\  fi)f  so  ist  auch  die  zu  l'  -f-  ii{  conjugirte  Grösse 
I'  —  iff  Wurzel  der  Gleichung  fn(x)  «■  0,  denn  es  ist 

Eine  Gleichung  fn{x)  <»  0  mit  reellen  Ooefficienten  hat  also  eine  ge- 
rade Anzahl  complexer  Wurzeln,  wenn  sie  complexe  Wurzeln  besitzt, 
und  die  Gleichung  ungeraden  Grades  /sm+i(^)'»0  hat  gewiss  eine 
reelle  Wurzel. 

Die  Nullstellen  Yonf{x)  liegen  innerhalb  eines  Kreises  um  die  Stelle  0, 
dessen  Radius  1  -{-  a  ist,  wo  a  der  grösste  der  Betrage 

(v  =  1,  2,  •  •  •  w) 


«0 


ist.  Das  Intervall  von  —  (1  +  «)  bis  +  (1  +  a),  in  dem  die  reeUen 
Nullstellen  zu  suchen  sind,  wussten  wir  durch  ein  kleineres  zu  er- 
setzen, und  zwar  reichte  das  Intervall  von 

1+^a     bis     1+y^, 

wenn  der  erste  negative  Coefficient  in 

ist,  der  erste  negative  Coefficient  in  f(x)  a^  ist.  —  Ja  das  Intervall 
konnte  noch  kleiner  werden;  die  Begrenzungsstellen  eines  neuen  Inter- 
valles  waren  durch  x  Werthe  x^^  x^  bestimmt,  für  die  einerseits 

positiv  waren  oder  höchstens  Null  waren  bis  auf  f{x^),  und  für  die 
andrerseits 

16« 
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positiv  waren  oder  höchstens  Null  waren  bis  auf  q)(x^)  =  ( —  l)*/'.(a:,). 
x^  war  eine  obere  Grenze  der  positiven,  x^  eine  untere  Grenze  der 
negativen  Wurzeln  von  fn{x)  «=  0. 

Die  Anzahl  der  in  einem  reellen  Intervalle  von  x^^  bis  X  mög- 
licherweise auftretenden  reellen  Wurzeln  ist  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  f{x^  und  f(X)  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen 
sind,  denn  die  stetige  Function  f(Xf^  wird  bei  dem  Verlaufe  von 
t/o'^fnipiki)  nach  T^^fn{X)  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  Male 
durch  den  Werth  Null  gehen  müssen,  was  man  geometrisch  veran- 
schaulichen kann,  indem  man  in  der  Ebene  mit  zwei  rechtwinkligen 

Goordinatenaxen  die  durch  die  Gleichung 
y  "» f(x)  dargestellte  Curve  von  dem 
Punkte  (rro,yo)  aus  zwischen  den  Geraden 
x^^  Xf^  und  ^  B»  X  bis  zu  dem  Punkte 
(X,  r)  versinnlicht  —  Wenn  /.  {x^ 
und  A(X)  von  verschiedenen  Zeichen 
sind,  gibt  es  zwischen  Xq  und  X  gewiss 
eine  reelle  Wurzel,  wenn  jedoch  y^^  und 
Y  gleichen  Zeichens  sind,  so  braucht 
zwischen  Xq  und  X  keine  reelle  Wurzel  von  fn  (x)  «■■  0  zu  bestehen. 
Die  Gleichung  /sm+iC^)  *»  0  ungeraden  Gerades  hat  gewiss  eine  reelle 
Wurzel,  da  lim  f{x)  und  lim  f(x)  von  verschiedenem  Zeichen  sind. 


r-n'Ä!^ 


Kg.  6. 


Ist  der  Ausdruck 


ac 


(—  l)*a:i  a?2  ■  • .  Xn, 


wo  Xif  x%y  ' ' '  Xn  die  Nullstellen  von  f(x)  seien,  bei  ungeradem  n 
Meiner  als  Null  (negativ),  so  hat  /"(aj)  «=  0  gewiss  eine  positive  redk 
Wureel,  und  daneben  kann  noch  eine  gerade  Anzahl  positiver,  eine 
gerade  Anzahl  negativer  und  eine  gerade  Anzahl  complexer  Warzehi 
vorkommen,   denn   das  Product  all  dieser  Wurzeln  ist  eine  positive 

Grösse.     Ist  aber  —  bei  ungeradem  n  positiv ,    dann   hat   die  Glä- 

(Jiung  fn{x)  «=  Am+i(^)  =  0  mindestens  eine  negative  reelle  Wurzd  oder 
eine  ungerade  Anzahl  solcher  Wurzeln  und  kann  nur  eine  gerade  An- 
zahl positiver  und  eine  gerade  Anzahl  complezer  Wurzeln  haben. 

Ist  in  der  Gleichung  /*jm(^)  =  0  oam  negativ,  so  hat  f(x)  minde- 
stens eine  positive  und  eine  negaäve  Nullstelle;  ist  a^m  positiv,  so  treten 
positive,  negative  und  complexe  Wurzeln  immer  nur  paarweise  au£ 

Hat  /i,(a?)«=0  nur  positive  Wurzeln,  so  sind  die  Coefficienten 
do,  ^1;  *'*  An  abwechselnd  positiv  und  negativ,  wie  die  elementar- 
symmetrischen Formen: 
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^*'"=-|'   ^«.'.«►"- 


ai, 


•  •  • 


ersehen  lassen.  Es  gibt  daher  in  der  Gleichung  n^  Grades  (mit 
(n  -f-  1)  Gliedern)  n-mal  einen  Zekhentoechsel  der  Glieder  vom  positiven 
znm  negativen  und  vom  negativen  zum  positiven. 

Hat  die  Gleichung  nur  negative  Wurzeln^  so  sind  alle  Coeffi- 
cienten  mit  dem  ersten  Oq  positiv,  es  gibt  daher  M-mal  die  Folge 
vom  positiven  zum  positiven  Gliede ;  man  sagt:  es  gebe  n  Zeichenfolgen. 

2.  Hat  f^(x)  '^O  positive,  n^ative  und  vielleicht  auch  complexe 
Wurzebi  und  bezeichnen  wir  die  positiven  mit  Xi,  Xt,  —  •  Xm,   so  hat 


n 


(«  —  «^) 


nur  negative  und  complexe  Nullstellen,  und  in  if(x)  ist  der  Coefficient 
von  ic*"*  und  afi  gleichbezeichnet,  also  mit  Qq  positiv,  denn  die  Glei- 
chung ^  (a;)  "»  0  hätte  andernfalls  bei  geradem  oder  auch  ui^eradem 
Grade  (n  —  m)  und  bei  negativem  constanten  Gliede  noch  eine  posi« 
tive  Wurzel,  was  der  Annahme  widerspräche.  Wir  bezeichnen  später 
n  —  m  mit  v. 

Wenn  wir  nun  zeigen  können,  dass  das  Product  tlf(x)  (x  —  Xf^) 
einen  oder  eine  ungerade  Anzahl  von  Zeichenwechseln  mehr  hat  als 
if(x),  dann  folgt,  dass  f(x)  gewiss  nicht  mehr  positive  NullsteUen  besitzt^ 
als  die  in  f(x)  vorlcommende  Aneafd  von  Zeichentvechsdn  beträgt,  und  nicht 
mehr  negative  NullsteUen  haben  kann,  als  die  Anzahl  von  Zeichenwechseln 
in  ( —  1)»  /*(■—  x)  oder  —  was  dasselbe  ist  —  als  die  Anzahl  von 
Züchenfolgen  in  f(x)  anzeigt.  Und  dann  hat  eine  Gleichung  /*»  {x)  ^^  0 
mit  lauter  reellen  Wurzeln,  in  der  alle  (n  +  1)  Coefficienten  von  Null 
verschieden  sind,  also  die  sogenannte  „vollständige  Gleichung^'  ohne 
complexe  Wurzeln  so  viele  positive  Wurzeln  als  Zeichenwechsel  in 
fn(p^)  vorkommen  und  so  viele  negative  Wurzeln  als  Zeichenfolgen  in 
fnix)  auftreten. 

Zum  Beweise  des  genannten  Descartes'schen  Satzes  nehmen  wir  an, 
dass  in  if(x)  zunächst  m^  positive,  dann  m^  negative  usw.,  endlich 
mk  positive  Glieder  bestehen: 

^(a;)  =  (aoa;^H f- «^^i"*'0^  — (ö^wi^^'^H )  H h( h^O- 

Wir  multipliciren  ^  (x)  mit  (x  —  rc^,),  dann  entsteht: 

(ooa?*'"*'*  H —  0  —  (a„,ja?''+'"»+^  -\ )  -\ +  a?  (•  •  •  +  «0  + 

(—  aoXf.x'^ am,--ix^x''-^"^'^^)  +  (a„,^Xf,x'"'"'^  H )  — 

—  ...  —  (•  •  •  +  arXfi), 
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und  man  sieht  bei  Vereinigung  der  Glieder  gleicher  Dimension,  dass 
in  dem  Froducte  mindestens  jedem  Zeichenwedusel;  den  ^  {x)  besitzt^  ein 
Zeichenwechsel  entspricht,  und  ausserdem  eine  ungerade  Anzahl  von  neuen 
Zeichenwechseln  oder  doch  mindestens  einer  neu  auftritt;  —  w.  z.  b.  w. 
Die  etwaige  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  und 
der  der  positiven  Wurzeln  unserer  Gleichung  ist  eine  gerade  Zahl. 
3.  Jede  Gleichung 

fn{x)  —  ooa;"  +  aiic"-*  H [-  a,-c«+p+i)af»+''+^  +  a,_«a!"  + 

H |-a»_ia;  +  a,  — 0, 

der  eine  gerade  An0(M  p  aufeinander  folgender  Glieder  fehlt,  hat  min- 
destens p  complexe  Wurzeln;  ist  p  ungerade ,  so  hat  f(x)  mindestens 
p+1  complexe  Wurzeln,  je  nachdem  an^(m-\-p+i)  und  an—m  von  glei- 
chem oder  entgegengesetgtem  Zeichen  sind. 

In  derThat,  haben  an—m  und  0,1^(0, +jd+i)  das  gleiche  Vorzeichen 
(etwa  das  positive)  und  setzt  man  vor  alle  Glieder  mit  den  Coeffi- 
cienten  Null  dasselbe  Zeichen,  so  ist  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  in 
fn{x)  etwa  Je,  die  der  Zeichenfolgen  n  —  Jc]  schreibt  man  dagegen  als 
Zeichen  der  fehlenden  Glieder  abwechselnd  —  und  -{~  ^  so  werden  p 
oder  j>  + 1  ueue  Zeichenwechsel  eingeführt,  je  nachdem  p  gerade  oder  an- 
gerade ist;  darum  sind  n  —  Je  —  p  oder  n  —  Je —  (p+ 1)  die  Grenzen  fftr 
die  negativen  Wurzeln,  und  es  kann  höchstens  Je  positive  und 
n  —  Je^p  oder  n  —  h  —  (p  +  1)  negative  Wurzeln  geben,  d.  h.  also 
es  kann  höchstens  n  —  p  oder  n  —  (p  +  1)  reelle  Wurzeln  und  es 
muss  mindestens  p  oder  j>  +  1  complexe  Wurzeln  geben. 

Besitzen  an—m  und  an—(m+p+i)  verschiedene  Vorzeichen  (etwa 
das  —  und  -{~),  so  werden  wir  nach  gleichem  Vorgange  bei  geradem 
p  höchstens  p,  bei  ungeradem  p  höchstens  p  -f~  1  neue  Zeichenwechsel 
aufnehmen  können.  Die  Grenzen  für  die  Anzahl  der  negativen  Wur- 
zeln werden  n  —  Je  — p  oder  n  —  Ä  —  (p  —  1),  die  Grenzen  fSr  die 
Anzahl  reeller  Wurzeln  sind  n  —  p  oder  n  —  (p  —  1),  und  es  gibt 
mindestens  p  oder  p  —  1  complexe  Wurzeln,  je  nachdem  p  gerade 
oder  ungerade  ist.  — 

4.  Nach  diesen  Sätzen,  die  uns  im  Allgemeinen  über  das  Auf- 
treten reeller  Wurzeln  einer  Gleichung  fn{oc)  =  0  mit  reellen  Coeffi- 
cienten  unterrichten,  wollen  wir  einen  Säte  von  Sturm*)  ableiten,  dorch 
den  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  gegebene  Gleichung  mit  einfachen 
Wurzeln  in  einem  vorgegebenen  Intervalle  von  a?  =»  a  bis  x^^  ß(a<ß) 
reelle  Wurzeln  besitzt  oder  nicht  und  wie  viele  reelle  Wurzeln  in  dm 


*)  M^m,  sav.  toang.  VI.  1886. 
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Intervalle  vorkommen.  Da  man  ««»  —  00^  ^ov-j-oo  setzen  kann,  wird 
man  überhaupt  entscheiden  können,  ob  und  wie  viele  reelle  Wurzeln 
die  Gleichung  mit  reellen  Goef&cienten  besitzt. 

f'{x)  sei  wieder  die  Ableitung  von  f{x).    Dann   bilden  wir   das 
Gleichungensystem 

r— 2— «j^*^  —  «1.-8, 


fuhren  also  das  zur  Ermittlui^  des  grössten  gemeinsamen  Theilers 
zwischen  f(x)  und  ^(x)  bekannte  DivisionsyerfieJiren  mit  dem  Unter- 
schiede aus,  dass  wir  nicht  f  durch  den  Rest  —  Qn—^,  den  Diyisor 
jn— s  nicht  durch  den  Rest  —  Qn—s  dividiren  usw.,  sondern  durch  den 
negativ  genommenen  Rest  Qn^i,  beziehungsweise  qns  usw.  dividiren. 
Dieses  Verfahren  setze  man  fort,  bis  man  in  der  Reihe  von  Resten 

deren  Gradzahlen  vom  ersten  ab  immer  abnehmen,  auf  einen  Rest 
vom  Grade  Null,  d.  h.  eine  Constante  kommt,  die  gewiss  von  Null 
verschieden  sein  wird,  weil  die  Resultante  von  f(x)  und  f  (j"^)  ^^^ 
Annahme  nach  uicht  verschwindet. 

Angenommen,  dass  die  Anzahl  der  Divisionen  m  —  l  sei  und 
F2,  Fs,  *  • '  Vm  die  negativ  genommenen  Reste  seien,  so  haben  wir, 
fOr  f(x)    Fo,   für  f{x)  V^  setzend,  1»  +  1  Functionen 

Fo,    Fl,    F2,   •  •  •    Vm 

in  den  gegenseitigen  Beziehungen 

F^-i  —  F^pO')  -  F^+i    (fi  «  0,  1,  2, . . .  im  -  1)), 

wo  p^^  eine  ganze  Function  von  einem  Grade  ist,   der  der  Differenz 
der  Gradzahlen  von  F^— 1  und  F^  gleichkommt.  — 

Man  sieht  zunächst,  dass  zwei  in  unserer  Reihe  aufeinander  fol- 
gende Functionen  F^^i  und  F^  nicht  für  denselben  Variablenwerth 
verschwinden  können,  denn  dann  wäre  auch  F^-^-i   und  wegen 

Vfji^if  dann  F^+s  usw.,  endlich  Vm  fÖr  denselben  ic-Werth  gleich 
Null,  was  der  Annahme  widerspräche,  dass  Vm  von  Null  verschieden  ist. 
Ist  femer  x  eine  reelle  Nullstelle  einer  der  Functionen  Fi,  F»,  •••F»»— 1, 
z.  B.  von  Vfif  dann  haben  die  in  der  Reihe  der  F  F^  benachbarten 
Functionen  F^-i(a:)  und  Vft^i(x)  für  X'^x'  verschiedene  Zeichen, 
denn  es  ist 

F^«i(rc') F^+i(x'). 
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Lässt  man  nun  x  von  a  nach  dem  grösseren  ß  wandern^  so  wird 
die  Reihe  der  Zeichen^  welche  durch  die  Grossen 

bestimmt  ist,  Aenderungen  erfahren  können,  indem  eine  oder  mehrere 
der  Functionen  vom  positiven  zum  negativen  oder  umgekehrt  vom 
negativen  zum  positiven  übergehen.  Ist  aBer  x'  eine  reelle  Nullstelle 
von  Vii{pc)  und  nicht  Nullstelle  von  Vo{x)  "^  f(x) ^  so  lässt  sich  ein 
Bereich  um  x'  (von  x'  —  h  bis  x'  +  h)  angeben,  in  dem  weder 
Vft^i(x)y  noch  Vfi^i{x)j  noch  Vo(x)  verschwinden.  Doch  weil 
Vfi^i{x')  und  Vfi^i(x')  von  verschiedenem  Zeichen  sind,  so  sind  auch 
die  Zeichen  von  F^_i(a?'  —  h)  und  Vft^i{x'  —  h)  und  ebenso  die  von 
F]u— i(ir'  +  Ä)  und  F^+i(a;'  +  h)  entgegengesetzt.  Darum  aber  weist 
die  Zeichenreihe  der  Grossen 

F^_i(:r),     r^(x),     r^+^{x) 

an  jeder  Stelle  des  Intervalles  von  x'  —  h  bis  x'  -]'  h  einen  Zeichen- 
wechsel auf,  und  die  Reihe  von  Zeichen,  die  durch  die  Grössen 

ro(x),     Fi(ic),  ...  F«-.i(fl;),     V„,{x) 

bestimmt  ist,  wird  bei  dem  Durchlaufen  des  genannten  Intervalles 
weder  einen  Zeichenwechsel  gewinnen  noch  verlieren;  also  wird  die 
Zeichenreihe  nur  dann  einen  Zeichenwechsel  einbüssen  können,  wenn 
X  durch  eine  Nullstelle  von  f{x)  hindurchgeht. 

Sind  a?!,  •  •  •  a?«  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  und  ist  unter 
diesen  Xfi  eine  reelle  Wurzel,  die  auch  Nullstelle  einiger  der  Functionen 
Fj,  Fs,  •••  Fto— 1  sein  kann,  und  lässt  man  a?  von  o?^ — h  nach  ic^+Ä  (Ä>0) 
übergehen,  so  wird  zufolge  der  Formel 

in  der  die  ganze  Function  pn—a  gewiss  nur  reelle  Goefficienten  hat, 
das  Verhältnis  -r^  vom  negativen  zum  positiven  übergehen,  das  heisst^ 

die  Functionen  Fo  und  Vi  weisen  für  x  =  Xfi  —  h  einen  Zeichen- 
wechsel, für  X  f^  x^  -{-  h  eine  Zeichenfolge  auf. 

Damach  verliert  die  Zeichenreihe  beim  üebergange  von  a;^  —  A 
nach  Xfi  -{-  h  einen  und  nur  einen  Zeichenwechsel. 

Die  Ansfohl  der  iswischen  a;  =  a  und  a;  ■»  /3  befindlichen  ret^i 
Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  '^  0  ist  daher  durch  den  Ud>erschuss  der 
Zeichenu^echsd  gegdten,  die  die  Zeichenreihe  von 

...       ,.  Fo(a),     Fi(a),  • .  -  V„,U) 

über  dte  von  ^  ^'         ^  ^^  ^  '^ 

j^t^  Voiß),   r^{ß),  ■  ■  ■  r„(ß) 
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Wenn  eine  der  Functionen  V  etwa  Vk  anf  dem  Wege  von  cc  bis  ß 
stets  das  Zeichen  bewahrt,  so  bedarf  man  offenbarnurdes  DeberschassesYon 
Zeichenwechsehi,  welcher  durch  die  Zeichenreihen  der  ersten  Jc+l  Func- 
tionen V  an  den  Stellen  a  und  ß  bestimmt  ist,  denn  jetzt  spielt  Vk  die 
Rolle  des  früheren  F«. 

Setzt  man  a  =  —  c»,  /J  —  -|-  oo,  so  findet  man  in  dem  Ueber- 
schuss  der  Zeichenwechsel  aller  Functionen  V  die  Anzahl  der  reellen 
Nullstellen  von  f(x). 

Sind  ö  und  g  eine  bekannte  obere  und  untere  ganzzahlige  Grenze 
der  möglichen  reellen  Wurzeln,  so  setze  man  für  x  jede  zwischen  g  und 
G  liegende  negative  und  positive  ganze  Zahl  ein.  Dabei  findet  man 
etwa,  dass  eine  Nullstelle  zwischen  p  und  v  -{-  1  liegt.  Setzt  man  dann 
in  die  Reihe  der  (m  -|-  1)  Functionen  die  Werthe  ein: 

,1  .    i  ,9 

so  ergibt  sich  etwa,  dass  die  Nullstelle  in  den  Intervallen  von 

V  +  "'     bis     V  +  ^^?-i-^ 
^   '    10  ^  ^     10 

li^en  musS;  indem  die  Zeichenreihe  der  Grossen 

^A*'  +  '-^)    (^-0,1,2. ..m) 
einen  Zeichenwechsel  weniger  hat  als  die  Zeichenreihe  von: 

'""("+&)    (f»  =  0,l,2...m). 
So  fortfahrend,  wird  man  ein  Intervall  von 

-+ro  +  m  ^'  -  +  ro  +  '-^ 

bestimmen  koimen,  in  dem  die  Nullstelle  liegt  usw. 
Die  Grössenreihen 

haben  eine  Grenzstelle  x'  und  diese  ist  die  betre£Fende  Nullstelle  von  f(x), 
Soll  f{x)  =  0  nur   reelle  Wurzeln  haben,   so  muss   die  Zeichen- 
reihe von 

Fo(~oo),     Fi(-oo),  ...  F..(-cx)) 

gegenüber  der  von 

Fo(+  oo),     Fl  (+  oo),  •  •  •  V„(+  oo) 

n  Zeichenweclisel  mehr  haben.     Daram  muss  die  Fimctionenreihe 

Voix),     Fi(a;),  •••  V„(x) 
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aus  (n  -f-  1)  Gliedern  bestehen  und   in  jeder  der  Functionen  Vf,(x) 

muss  der  Coef&cient  der  höchsten  Potenz  von  x  positiy  sein  (weim 

ÜQ  positiy  ist).     Die  Gradzahl  von  F^(^)   muss  um  eins  geringer  sein 

als  die  von  F^— i(a?). 

Beispiel:  Bei  reellem  p  und  q  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

0^  -j-px  +  q^^O 
alle  reell,  wenn  in 

F,-8«»+j,,     F,  -  -  (2i)«  +  3g),     r,^-(4^  +  21^ 

p  negatiy  und  4jp^  -|-  27  g'  <  0  ist    Die  zweite  Bedingung  kann  nur 

bei  negativem  p  erfüllt  werden,  darum  können  wir  einfach  sagen:  die 

Discriminante  (4j>^  +  27  g')  der  Gleichung  muss  negativ  sein,  damit 

die  Wurzeln  alle  reell  sind.    (Siehe  S.  226.) 

Die  Gleichung 

/•(a:)  —  ar^  —  2a?«  -  a?  +  2  —  0 

hat  drei  reelle  Wurzeln,  denn  die  durch  die  Substitution  X'^  e  -^j 
transformirte  Gleichung 

*  8  *^    »^  27 

hat  die  negative  Discriminante  (4|)'  -f-  27  g*)  — ^  —  36. 
Die  Betrachtung  der  Functionen: 

n -/■(«),    ^i-rC«),    F,- 14a; -16,    F,  >  0 
lehrt,   dass   die   drei  Wurzeln   in  dem  Intervalle   von  —  2  bis  -f  3 
liegen;  sie  lauten  —  1,  +1,  +2. 
Die  Gleichung 

f{x)  -=  ic*  +  12^8  +  45ic»  +  72a;  +  40  —  0 

hat  keine  positiven,  aber  zwei  negative  Wurzeln,  denn 

^07    Vu    F,  =  9rc«  +  27a:  +  28,    Fj  =  —  25a;  +  12,    F4  <  0 
weisen  fttr  a;  «=  —  00  und  0  die  Zeichen  auf: 

+,  -,  +,  +,  - 
+,  +,  +,  +,  -, 

es  gehen  also  blos  zwei  Zeichenwechsel  verloren.  Eine  Wurzel  liegt 
zwischen  —  6  und  —  7,  die  andere  zwischen  —  1  und  —  2.  Man 
findet  weiter,  dass  die  erste  zwischen  —  6,8  und  —  6,9,  die  zweite 
zwischen  —  1,1  und  —  1,2  liegt  usw.  usw. 

5.  Die  5^urm'sche  Methode  zur  Ermittlimg  der  Anzahl  der  reellen 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  mit  reellen  Ooefficienten  ist  noch 
mancher  Umformung  fähig,  denn  nicht  blos  die  frilher  angegebenen 
Functionen  Fo,  Fi,  •  •  •  F^  oder  Producte  dieser  Functionen  mit 
positiven  Zahlengrössen  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  DifiPerenz  der 
Anzahl  von  Zeichenwechseln,  welche  die  Zeichenreihen  von 
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7,(«),    Fx(«),  •••  F.(«) 
und 

Voiß),  Fi(/j), ...  r„(ß) 

darbieten^  die  Anzahl  der  zwischen  a  und  ß  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung  f(x)  «»  Vo{x)  «=  0  angibt. 

Denkt  man  sich  z.  B.  /*>■■  V^  und  f  ^b»Vi  nach  steigenden  Potenzen 
Yon  X  geordnet  und  bildet  man  die  durch  die  Gleichungen 

Fo  =  (?iFi  — a?«F, 

Fi-g,F,-a;»Fa 


definirten  Functionen  Vi,  Vs,  •  •  •  Fm,  von  denen  Fm  eine  Constante 
ist,  80  ist  die  Anzahl  der  zwischen  a  und  ß  liegenden  Nullstellen  von 
f(x)  auch  durch  die  DifiPerenz  der  Anzahl  von  Zeichenwechseln  ge- 
geben^  welche  die  Zeichenreihen  von 

Fo(«),    Fi(a),    F,(«),  ...  F„,-.(«),  K, 

Fo(/J),    Fi(/J),    F,OJ),  ...   F««i(/J),  F. 
aufweisen. 

In  dem  früheren  Beispiele 

f(x)^2  —  x  —  23?  +  afi 
wird 

F,__l_4a?  +  3af»,    F, 40  +  26«,    F,  -  ©*, 

und  wieder  findet  man  drei  als  Anzahl  der  zwischen  —  2  und  3  liegen- 
den Wurzeln.  — 

Die  eben  benntiten  Hilfefonctionen  wird  man  —  wie  wir  gleich  an  dieser 
Stelle  anführen  —  gebrauchen,  wenn  man  die  innerhalb  eines  Intervalles  von 
a  bis  b  etwa  befindlichen  reellen  a;-Werthe  finden  will,  für  die  eine  Function 
F{x)  verschwindet,  welche  durch  eine  an  jeder  Stelle  des  Intervalles  convergi- 
rende  unendliche  Reihe 

Oo'\'OiX  +  a^x^'\*  •••  +a^x^'\ 

gegeben  ist  — 

Hier  wird  —  wie  an  dieser  Stelle  als  richtig  aogeDommen  werden  mag  — 

JP'(a;)  — aj  +  aag^H \'va^x^-^-\ «  F^; 

und  Vf,  F,  •  •  •  sind  durch  die  Gleichungen 

F(x)^q,F'{x)-x*V,{x), 

r(x)^q,'V,{x)^x'V,{x), 

V,{x)^q,f,{x)-x^V,{x), 


definirt.    Geht  mau  in  der  Herstellung  von  Functionen  F  solange  fort,  bis  man 
zu  einer  kommt  Vky  die  innerhalb  des  Intervalles  einschliesslich  der  Grenzen  ein 
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cODstantes  Zeichen  beibeh&lt,  so  ist  die  Zahl  der  zwischen  a  imd  &  liegendeii 
Nnllstellen  von  F{x)  durch  die  Differens  der  Anzahl  von  Zeichenwechaehi  ge- 
geben, welche  die  Zeichenreihen  von 

F{x),  F\x),     V,(x)r"rk(x) 

an  den  Stellen  a  nnd  &  darbieten. 

So  sieht  man,  dass  z.  B.  die  durch  die  Beihe 

«"q*  OlQl'l'Qtftl  o«  A  t*     "' 


a  2«  2  I   '     2»    8  I  2*    .  4 ! 

—  bit 

2  •     2 


gegebene  Function  innerhalb  des  Interralles  von ^  ^^^  +  "^  keine  Nullstelle 


besitzt 

Vergl.  Stern,  Grelle  J.  B.  XXXIU. 

§  35.    Einige  N&henmgsmethodeii  nr  Bereohnung  reeller  Wnneln. 

1.  Hat  man  eine  einfache  reelle  Wurzel  Xi  einer  Gleichmig 
/  (x)  B»  0  mit  reellen  Coefficienten  mit  Hilfe  des  Sturtn^sdien  Satzes 
zwischen  Grenzen  af^^  und  /J^>  (/J<^)  >  a^^^)  eingeschlossen^  so  wendet 
man  zur  Verengung  der  Grenzen  und  somit  zur  naherungsweisen  Be- 
stimmung der  Wurzel  x^  neue  Methoden  an,  die  wir  durch  eine  an 
dieser  Stelle  noch  nicht  genau  zu  begründende  Erörterung  einleiten*). 

Wir  fragen,  ob  es  Functionen  F(x)  von  der  Art  gibt,  dass  die 

Stelle 

F(aW)  _  «(1) 

der  Stelle  x^  näher  als  a^^^  liegt;  dass 

der  fraglichen  Nullstelle  von  f(x)  näher  liegt  als  a(^)  usw.,  dass 

-F^(aW)  =  F{F,^i  («^>))  =  «(^> 
Xi  näher  liegt  als  a^^"*^)  und  dass 

Um  JP.(aW)  —  x^ 

wird.     Mit  jeder  solchen  Function  hat  man  eine  Näherungsmethode 

zur  Berechnung  der  Wurzeln. 

Es  soll  also 

«(%    «(1),    «(«),  ... 

eine  Fundamenralreihe  werden,  die  die  Grösse  x^  definirt,  und  die  Grössen 

1^1  —  «^^M;       1^—  «^'M;       \X^  —  €C^^^\,"' 

sollen  eine  Elementarreihe  constituiren.  — 
Bezeichnen  wir: 

a(0)  =  a?i  +  Ä<%    «(*)  — iri  +  Ä(i)    usw., 
*)  Vergl.  Schröder,  Math.  Annal.  1869. 
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80  8oU  anch 

I  «W  —  Äi  I  —  I  äW  I  >  I  a(^)  —  a?i  I  —  I  A(i)  I  >  I  Ä(«)  I  >  I  ÄW  I  >  . . 
werden^  und  wegen  der  Beziehung: 

«(1)  _  F(a(o))  «.  F{x^  +  ÄW)  —  «i  +  Ä<»> 

gilt: 

Um  F{x^  +  AW)  —  x^,    F{x^  —  iCi.  — 

Setzen  wir  voraus^  dass  F(x^  -|-  A(^>)  als  Function  von  h^^^  durch  eine 
convei^ente  Reihe 

Fix;)  +  äW  .  ^^  +  *w*  ^?^  H J'Co^  +  AW) 

zu   berechnen    sei,    so   dass   —   wie    an    späterer    Stelle    begründet 

werden  wird  — 

J'(x.+fc(o))— F'(,^) 

.iJ™» Äw "  '^^'^^ 

ist,  so  wird  ftlr  hinreichend  kleine  Werthe  A(^)  naherungsweise 

F{x^  +  AW)  —  F(a;i)  —  «W  —  «^  —  A^  jP^CiCi); 
und  weil 

I  ««  -  «1 1<  I  «W  —  a?!  I  -»  I  A<?)  I 
ist^  so  wird  auch 

Ist  F'ix^)  SB  0;  so  wird  annäherungsweise 

«(1)  _  a?j  =  ÄW*  ^^\ 

d.  L  der  Fehler  a(^>  —  x^    ist  proportional   der  zweiten  Potenz    des 
Fehlers  «W  —  Xj,  der  bei  dem  Anfangswerthe  «^  vorlag  usw.  — 

Die  an  F{x)  zu  stellenden  Forderungen  haben  nun  eine  neue  6e- 
stalt;  denn  wählt  man  F{x)  so,  dass  Fioc^)  —  x^  und  |  jP'(^i)  I  <  ^  i''*; 
so  wird  umgekehrt 

I  a<»)  -  arj  <  i  aW  —  x,  \ 

tind  für  hinlänglich  grosse  Werthe  v: 

I  a<^>  —  a?!  |<  *, 
-wo  i  beliebig  klein  ist.  — 
Setzen  wir  jetzt 

F{x)  =  x-f{x)'tp{x) 

und  unterwerfen  die  Function  tp(x)  den  Bedingungen,  dass 

j.^     /y(a:,+^^^^"y(^i)\  ^^jji^j,  und  |  1  -  ^  (a?i)  '  9  (a^x)  |  <  1 

An»o  ^  Ä^^  / 

^vvird,   so  haben  wir  bereits  eine  Function  der  verlangten  Art,   denn 
es  ist  F(a?i)  =  x^  und  |  F'ix^)  |  <  1,  indem 


1 
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F'(xO 


lim  [x^  +  h^^^-f{Xy  +  hm)9(x,+hm)-{x,-ax,)9ix,))]^^  j  = 


*fO-0 


1  -  lim  fix,)  'P^'^+^^-'^(.'^)  _ 
-lim9(«,+A(o))(r(x,)+r(%)^+"+/-(«,)-^)|  = 

-|i-r(aät)9»w! 

ist;  und  weil  es  imendlicL  viele  Functionen  ^(^i;)  der  genannten  allgemeinen 
Art  gibt,  80  sind  unendlich  vide  Näherungsmethoden  möglich.  — 

2.  Wir  setzen  insbesondere  9>(a?)»«  ttt-t —  Wir  wissen,  dass  fftr  die 

rationale  Function  tt-t,   deren  Nenner   nicht   die  Nullstelle   Xi  hat^ 
der  Betrag: 


kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine  yoi^egebene  Grösse  d,  wenn 
man  |  h^^^  \  hinlänglich  klein  wählt,  und  sehen,  dass 

endlich  und  |  1  —  /"(^i)  9>(^i)  I  <  1  ist;  darum  entspricht  der  ge- 
troffenen Wahl  von  ip(x)  —  jrrr    ®^®  Function   F(x)  ^^x  —  jm» 

mit  deren  Hilfe  einfache  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  ««  0  in  der  firüher 
genannten  Art  näherungsweise  zu  bestimmen  sind.  Die  hier  ent- 
springende Näherungsmeihode  ist  und  heisst  die  Newton'sdie. 

Ist  «W  ein  Näherungswerth  der  einfachen  Wurzel  x^  von  f{x)^0 
und  a<ö>  +  Ä<<»)  =  a;i,  so  gilt 

also  auch 

und  näherungsweise  ist 

f  {„(■<» 
Dann  ist 

„(0,  -  ^^  «  «0) 
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ein  der  Wurzel  x^  mehr  genäherter  Werth  als  a^^\  —  Man  setzt  dann 
«(0)  ^  ^(1)  «.  3j^  im^  findet  wieder  in 

einen  mehr  denn  a^^>  angenäherten  Werth  usw. 
Um  za  beortheilen,  ob 

ist,  betrachten  wir  die  Function 

bei  ihrem  Verlaufe  von  x  •»  a<*>)  bis  ß^'^K    Es  ist 

r(«)+r(«)~+"- 

/  h 

Fix+h)^Fix)     Im  ,  ,     A^)+r(«)Y+- 


na:)+rw~+- 


und  dieser  Ausdruck  hat  für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  h  das 
Zeichen  von  f{x)  *f'(x),  indem  J  und  J'  mit  A  verschwinden« 

Bei  positivem   h  wächst  F{x)    von    der   Stelle   x  ab,    solange 

\F(X'\'K)  —  F{x)\^  positiv  ist,  wenn  also  f{x)  und  f\x)  dasselbe 

Zeichen  haben;  im  andern  Falle  nimmt  F{x)  ab.  —  Wenn  in  dem 
Intervalle  von  a^®>  bis  ß^^^  nur  die  einfache  Nullstelle  x^  von  f{x) 
und  keine  Nullstelle  von  f\x)  liegt^  wird  daher  F{x)  von  «^^^  bis  x^ 
wachsen  und  von  x^  bis  ß^^^  abnehmen,  sofern  f(x)  und  f  {x)  fQr 
a;  ■»  a<^^  gleiche  Zeichen  haben;  und  F{(c)  wird  von  a^^^  bis  a?^  ab- 
nehmen nnd  von  x^  bis  ß^^^  wachsen,  wenn  f{€c^^^)  und  /^'(«^^^  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben,  x^  ist  darum  ein  Maximal-  oder  Minimal- 
werth  von  F{x)f  und  es  gilt 

a;i>JP(aW)    und    x,>F(ß(^)) 
oder 

a;i<-P(aW)    und    «i<FOJW). 

Bei  gleichen  Zeichen  von  f{a^^^)  und  /^'(«^^O  ^^t  daher 

iri>F(aW)  — «W    und    a^i  > -FOJ(o))  — /Jd), 
bei  entgegengesetzten  Zeichen  von  f(a^^^)  und  /^'(«W) 

iCj  <  ad>    und    äCj  <  ß^^^ ,  usw. 
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Beispiel: 

f{x)  —  a;*  +  \2x^  +  45a;*  +  72ic  +  40 

hat  eine  Nullstelle  x^  zwischen  —  1,2  und  —  1,1. 
Bildet  man 

f  (_  1,2)  —  —  0,2624,    f  (-  1,2)  =  8,928,    r(-  1,2) «  20,88 

so  wird 

aO)  =  —  1,2  +  0,0292  ...  —  -  1,1708  •  •  • 

und  es  ist 

a:i<—  1,1708.  ••. 
Ferner  wird: 

/•(_  1,17)=— 0,01503121,    r(— 1,17)— —  9,573948,    r(— M7)>0; 
ÄW —- 0,0015700  .. .,    aW=— 1,17157...,    :ri'<  — 1,17157; 

weiterhin  ergibt  sich  der  Näherungswerth  —  1,1715728. 

Wir  haben  hier  bei  der  thatsächlichen  Berechnung  des  Nähenmgs- 
werthes  d^  =  F(a<*>)  statt  a<iJ  —  —  1,1708  •  •  •  nur  den  Näherungs- 
werth —  1,17  benutzt,  um  nicht  weitläufige  Bechnungen  mmothig 
Yorzunehmen«  Bei  der  Berechnung  einer  Wurzel  wird  man  auch  immer 
solche  Vereinfachungen  machen,  bedarf  dabei  aber  einer  Abschätzung, 
bis  zu  welcher  Decimalstelle 

F(aW)  —  a(« 

genau  ist;  welcher  Art  also  die  durch  Vernachlässigung  der  Glieder 
in  höheren  Potenzen  von  h^^^  als  der  ersten  entstehenden  Fehler  sind. 
8.  Die  Newton'sche  Näherungsmethode  lässt  eine  solche  Ab- 
schätzung nicht  gut  zu  und  so  hat  Homer  (1819)  folgende  Vorschrift 
zur  Berechnung  von 

gegeben:  Angenommen,  dass  man  wisse,  x^  liegt  zwischen  den  Grossen 

«1  —  00  +  ^    ^d    «0  +  ^1^; 
so  hat  die  durch  die  Substitution  rr  «^  j9  -|-  «^  transformirte  Gleichong 

f(ß + «i)  -  fio  +  f /*(«!)  +  Irre«.)  +  •  •  •  +  ^P>(«.)  -0 

eine  Wurzel 

*l         10«  "T"  10»    i  ' 

die  dem  Betrage  nach   kleiner   ist   als  r^.      Man    erhält    einen  ge- 
näherten Werth,  indem  man 
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setzt;    doch  aas  dem  Quotienten  — fif^ti'fip^i)  entnehme  man  nur 
die  Hundertstel:  ^-' 

Bildet  man  dann  aus  f{x)  -»  0  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  um 
Oo  +  ^  +  J^,  —  «,  kleiner  sind: 

A«.)+r(«.);',+/"(««)tT+"— 0, 

oder    aus    /*(#  -f~  ^i) ""  0    eine    Oleichung,   deren   Wurzeln   um    ^ 

kleiner  sind,   so  hat  die  entstehende  Oleichung  eine  Wurzel,  die  aus 
Hundertsteln,  Tausendsteln  usw.  zusammengesetzt  ist  — 
Entnimmt  man  aus 

/^(«o+r(«,)i*,-o 

den  auf  Tausendstel  berechneten  Werth   ^a  "^  ^  +  Tos>   so  hat  die 

Gleichung    f{^  «■  0  eine  Wurzel  rP|,  von  der  nun    die  Hundertstel 

-3^  m^  ^  "Tp     genau  berechnet  sind  und  der  Tausendstel  ^  nicht 

zu  yiele  sind. 
Nennt  man 

so  hat  die  Gleichung 

/•(«,) +r(«,)t^  + — 0 

eine  Wurzel  aus  Tausendsteln,  Zehntansendsteln  usw.  zusammengesetzt 
Man  berechne  aus 

nur  die  Tausendstel  und  Zehntausendstel  ^i  +  Tq«    ^^'^^^  ^^^ 

Ä.  4-  ?^  4-  ^  4.  ^•'  "^  ^*    4--*^  —  fl  4-5L4-fL4-^4.ili 
«0  "T  IQ  T  iQi  T        iQt        T  1Q4        "o  ~  10  T^  10*  ~  10»  ^  10* 

bis  auf  die  dritte  Decimalstelle  genau  die  Wurzel  von  f(x)  «-  0  usw. 
In  dem  früheren  Beispiele  ist  «o  +  ^  ""  —  1;1; 

f(e  +  «J  —  iB*  +  7,6  ;p»  +  12,66  i^  +  11,236]?  +  0,7421  =  0 

also 

<  —  -  6. 

Die  nächste  transformirte  Gleichung  lautet 

ip/  +  7,36  V  +  ll,4136iP,»  +  9,792016^,  +  0,11198736 

Bi«rnftiiii,  Sltmfnt«  d«r  höheren  K*ihemftiSk.  17 


258  IV«  Abschnitt.    Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

und  hier  ist 

a,"--l,    a,'~-l, 

also  wird  näherungs weise 

a?!  —  -  1,171 
usw. 

4.  Eine  sehr  gebräuchliche  Methode  zur  Berechnung  einer  ein- 
fachen, zwischen  zwei  reellen  Grenzstellen  befindlichen  Wurzel  o;,  einer 
Gleichung  f{x)  =  0,  die  beide  Grenzen  cfi'^  und  ßf^^^  benutzt,  ist  die 
unter  dem  Namen  der  Regula  falsi  bekannte  folgende  Methode. 

Ist 

x^  =  «(0)  +  Äo    und    x^  —  /}«»  +  *o, 
also 

so  gelten  die  Entwicklungen 
und  näherungsweise  ist 

/•(«(O)) «  _  h,r  ix,),  m"))  -  -  «i,  r  («i) . 

Damm  ist  femer: 
und  nähernngsweise: 


«, 


Verbindet  man   den   gefundenen  Naherungswerth  «^^^    mit  einer  der 
früheren  Grossen  a^^^  oder  ßf^^  und  zwar  passend  mit  derjenigen,  ^ 
welche  f(x)  dem  Betrage  nach  kleiner  ist,   so  gibt  die  Wiederholung 
derselben  Regel  einen  weiteren  Naherungswerth  a^*^  usw.  usw. 
Für  das  frühere  Beispiel  ist 

/•(- 1,2) -- 0,2624,    /•(- 1,1) -0,7421, 

«(i)  —  ^  1,17 ,    /•(-  1,17)  =  0,01503121, 

und  wenn  man  hierauf  —  1,2  die  Rolle  von  flt(*>,  —  1,17  die  Ton  ß 
zuweist,  so  wird 

c(«)  -=  —  1,1708  •  •  • 
usw. 
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Hier  brechen  wir  die  üntersucliung  einer  algebraischen  Gleichung 
in  einer  Variablen  ab^  behalten  uns  aber  noch  vor,  eine  allgemeine 
Methode  zur  Ermittlung  der  V^urzeln  zu  geben  ^  wenn  die  Gleichung 
reelle  oder  complexe  Coefßcienten  hat;  und  diese  Methode  wird  zu- 
gleich einen  vollgiltigen  Beweis  fär  das  Fundamentaltheorem  der 
Algebra  enthalten.  — 

V.  CapiteL 

üeber  die  gemeinsamen  Lösungen  eines  Systems  algebraischer 

Gleichungen. 

§  36.  Die  Eliminanien  zweier  Gleiohungen  in  swei  Variablen. 

Eine  weitere  Aufgabe  der  Theorie  der  ganzen  rationalen  Func- 
tionen besteht  in  der  Bestimmung  der  gemeinsamen  Losungensysteme 
mehrerer  (n)  algebraischer  Gleichungen  zwischen  ebenso  viel  Variablen 
(xi,  x%^  ' '  -  Xn)]  eine  Aufgabe,  die  uns  im  I.  und  III.  Capitel  bei  be- 
sonderen Systemen  von  Gleichungen  schon  begegnet  ist. 

1.  Ein  System  von  n  linearen  Gleichungen 

«11  a?!  +  fll«a?8  -f-  .  .  .  +  ainXn  =  Ci , 

«Äia?!  +  dnXt  +  •  •  •  +  (hnXn  —  c%, 


ö«ii»i  +  «ns^a  -j-  . . .  -(-  a^^Xn  —  Cn , 
hatte  im  Allgemeinen  eine  und  nur  eine  L5sung.  Zur  Ermittlung  des 
Werthes,  den  man  Xv  in  Verbindung  mit  passenden  V^erthen  für  die 
übrigen  Variablen  geben  muss^  um  die  Losung  zu  erhalten ;  stellte 
man  eine  lineare  Gleichung  in  Xv  her  und  zwar  dadurch^  dass  man  die 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  zu  den  Elementen  ai^,  »%*,•••  an v 
gehörenden  ünterdeterminanten  Aiy,  ä^p,  -  *  •  Än^  der  Determinante  A 
des  Gleichungensystems  multiplicirte  imd  hierauf  addirte.  Es  entstand 
die  Gleichung 

F(Xy)  =  ÄXr  —  (CiAi^  +  C^A^y  H h  CnAny)  =  0, 

die  fyEndgleichungt^  in  Xy  heisst^  und  eine  endliche  V^urzel  besitzt^  wenn 
A  Ton  Null  verschieden  ist;  diese  Wurzel  ist  der  Werth  för  Xy  in  der 
verlangten  Losung  des  Gleichungensystems. 

Den  Vorgang  zur  Bildung  der  „EUminante'^  F(Xy)  oder  der  End- 
gleichung F{xy)  —  0,  die  sogenannte  Elimination  der  (n  —  1)  Un- 
bekannten Xiy  Xf  •  Xy^i,  ^y+i;  *  *  •  ^M  aus  dem  Gleichungensysteme 
können  wir  auch  folgendermassen  auffassen:  Wir  betrachten  Xy  als 
einen  die  Coefficienten  der  Gleichungen  in  o^i,  •  •  •  Xy^i^  Xy^i,  •  •  •  Xn 
bestimmenden,  aber  veränderlichen  Parameter  und  sehen  die  n  Gleichungen 

17* 
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fl«l *1+  •••+  aj,r— ifl?w— 1  +  öl,r+iaV+l  H h  (hn^  +  (öl»«r  —  Cl)  =0, 

als  homogenes  Gleichungensystem   in  Xi,  Xt,  • "-  Xp^i,  ^+ii  *-*^ 
und  1  an,  so  bestehen  diese  nur  zusammen,  wenn  die  Detenninante 


etil  '  '  '  «1,»— 1  ,    öi,r+i  •  •  •  öin,    aipXp  —  Ci 


verschwindet. 


z/(av) 


Diese   Determinante    ist    wieder    die  Eliminante  und 


^  ^Xr)  -»  0  ist  wieder  die  Endgleichung  in  Xp,  aus  der  wie  früher 

a:^  «-  -j  {eiAi9  +  Cj^»»  H \-  CnÄ^*) 

hervorgeht. 

2.  Wir  haben  auch  die  Mittel  zur  Hand,  aus  zwei  Oleichungen 
in  zwei  Variablen  x  und  y,  die  vom  Grade  m  beziehungsweise  n 
(m  ^  n)  seien,  d.  i.  aus 

fm(x,  y)  =>  (««0«?*"  +  am-i,ia;*~*y  H h  aomy*)  H h 

+  («80«*  +  auxy  +  oosy*)  +  («lo«  +  Ooiy)  +  «oo  —  0, 

+  (6fo^  +  &iia?y  +  hiV^)  +  (&ioa?  +  6oiy)  +  600  -=  0 

je  eine  Variable  zu  eliminiren  und  etwa  die  Endgleichunf  Ff(y)^^ 
herzustellen,  deren  Wurzeln  y'  mit  passenden  Nullstellen  der  Elimi- 
nante in  x:  Fi(x)  verknüpft  die  gemeinsamen  Losungensysteme  (0?'^ ]fO 
der  gegebenen  Gleichimgen  liefern. 

In  der  That,  betrachten  wir  y  als  Parameter  schreiben  wir  also 
f(x,y)  und  g(x,y)  in  der  Gestalt 

f{x]  y)  —  sf^ao  +  s(^-^ai  H h  xa^^i  +  ««, 

9(x',  y)  —  x^ßo  +  x*-^ßi  H h  ic/J,-.!  H-  /J., 

wobei  a^  eine  ganze  Function  fi**^  Grades  von  y  und  ß,  eine  ganze 
Function  v^^  Grades  von  y  ist,  nennen  die  von  dem  jeweiligei^ 
y-Werthe  abhangigen  Nullstellen  von  f{x'^y)  Xi,X2,-  *  *  Xm,  die  von 
g{x'jy)  Xi\xiy"-Xn',  verstehen  ferner  unter  u  eine  Grosse,  die,  im 
Falle  x^^Xfi  ist,  den  Werth  g{x,i]y)  hat,  und  unter  v  eine  Grosse, 
die,  im  Falle  a?  =  a;/  ist,  den  Werth  f{x/]y)  besitzt,  so  sind  die 
(m  +  n)  Gleichungen 
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fix-,  y)x^-^  -  0,  f{x',  y)uf^'-^  -  0,  •  •  •  f(x',  y)x  -  0,  f(x',  y)  ^  0, 
0(3?;  y)  —  u)a^-*  —  0,  0(0;;  y)  —  u)a^-^  -=  0,  •  •  - 
0(^;  y)  —  «♦)«  —  0,  g{x\  y)  —  u  —  0 
gleiehzeitig  durch  die  m  Werthe  o?;«  erfBllt^  mid  die  (m  +  ^)  Gleichangen 

g{x',  y)a^-i  —  0,    g{x',  y)af^-^  —  0,  •  •  •  flr(a;;  y)  —  0, 
(A^;  »)  —  t^)a;*-^  —  0,    (/"(o;;  y)  —  v)x^-^  —  0,  •  •  •  /"(a;;  y)  —  t;  =  0 

sind  gleichzeitig  durch  die  n  Werthe  o;/  befriedigt.    Fasst  man  die 
ersten  (m  +  n)  Gleichungen  als  linear  in 

ELxdj  so  bestehen  sie  nur  dann  zusammen,  wenn  die  Determinante 

«0,    «l-*-««— 1,    a«,  «H+l;**-««— 1;    «m;  0  •••0 

0        «O'"««  — 2;    «•— 1;      «»;  •••«»!—«>    «m  — 1,  «I»  •••0 


/Jo,  iJ,— /J«-i,  /}»— u,  0  0  0  0  -0 

0     ßo'-ßn^t,  /J— 1,    /J,-te...0  0  0  ...0 


*(w;y) 


0      0  --O  0  0  -/So  iJi  ßt  -'ßn—u 

yerschwindet     9  (t4;  y)  ist  eine  ganze  Function  in  u  Ton  der  Form: 

(—  l)"»ao"M'»  H h  *(0;  y) 

mit  den  Nullstellen  Uf^'^  g  (a?^;  y);  und  wenn  eine  Wurzel  Xft,  der  Glei- 
chung /*(:»;  y)  =  0  auch  der  Gleichung  fl'(a;;y)™0  genügt,  so  wird 
das  Product: 


m 


yersch winden;  aber  auch 


ao' 


m 


^""IJ 9(ß^My)  ^  ^(0]y) 


Terschwindet  nur  dann,  wenn  ein  Factor  g{Xf,\y)  Null  ist,  und  nicht 
dadurch,  dass  oq  "^  0  ist,  denn  dann  wäre  einer  der  Werthe  Xf»,  un- 
endlich (s.  §  27,  2).  Haben  daher  unsere  Gleichungen  gemeinsame 
Lösungen  (rr',  y'),  {x'y  ^')  •  •  •,  so  sind  y ,  y",  •  •  •  Nullstellen  von  *(0;  y). 
Betrachtet  man  das  zweite  System  von  (m  -f-  n)  linearen  Glei- 
chungen und  ihre  Determinante 

"Pip'y  y)  —  (-  i)"/Jo"*v^  H h  5^(0;  y), 

80  ist  wieder 
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/»o»  17/"(«/,  y)  -  «'(0;  y), 


Vsl 


und  ^(O;  y)  verschwindet  für  jeden  y-Werth,  dem  sich  eine  gemein- 
same Lösung  der  Gleichungen  in  x  g  '^O  und  /*  »=>  0  zuordnen  lasst 
Da  aber  die  Determinante  ^(0;  y)  aus  4^(0;  y)  dadurch  entsteht,  dass 
man  in  der  Determinante  4^(0;  y)  die  n  Zeilen,  die  die  Grossen  a  ent- 
halten, unter  die  folgenden  m  Zeilen  in  den  Grossen  ß  setzt,  so  ist 

(- 1)-  »P(0;  y)-«(0;  y)-'«o"Jj5'(*/'5 »)""(- 1)*"/»o"]7A*'';  »). 

und  daraus  ergibt  sich:  Jeder  Nullstelle  f/  von  0(0;  y)  «» 0  und  nur 
diesen  y-Werthen  lassen  sich  x-Werthe  a?'  zuordnen,  für  die  f{x\  ^^=0 
und  g{x\  y)  =»  0  ist,  denn  nur  wenn  ^  eine  Nullstelle  von  0(0;  y)  ist, 
ist  einmal 

f(j^M yl - 0;  9{^f^f y) - 0  und  i/(x;, y) - 0,  /•(«;, yO « 0, 

also  ein  Werth  Xf^  gleich  einem  Werthe  x^'.  0(O;y)  ist  die  Elimi- 
nante  F^{jf). 

Die  ganze  Function  *  (0;  y)  ist  vom  (m  +  n)*""  Grade  in  den 
Coefficienten  a  und  |5,  und  ißt  vom  (wti)*~  Grade  in  y.  Der  Coeffi- 
cient  von  y»"*  ist 

OniO      öm— 1,1  •  •  •  fl«,m— 8>      ai,m— 1>      «Om;  0  -..0 

•  •  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  •  • 

«  •  •  •  •  •  • 

0        0  •  •  •  0  6»o  6»— 1. 1      6«— 8, »  • '  •  ^)ii 

er  wird  also  erhalten,  wenn  man  in  9  (0;  y)  jede  Function  a  und  ^ 
durch  den  Coefficienten  ihrer  höchsten  Potenz  von  y  ersetzt.  — 

Schreibt  man  f(x\y)  und  g{x'^y)  in  der  Form 

fi^yy)  —  «oy"*  +  «ly^""*  H h  ö«, 

^(«;y)  —  ^oy-  +  ^ly--^  +  •  •  •  +  ^«, 

so  ist  die  Eliminante  F^  (x)  in  gleicher  Weise  durch  die  Determinante 
gegeben: 

Oo      «1    •  •  •    CKm— 1       «m  0       •  •  •   0 

0        «0   •  •  •    «m  — «      «m— 1       «m    *  *  *    0 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

0        0     •  •  •   /So  ^1  ß%    '  *  '    ßn 

Ihre  (mn)  Nullstellen  sind  diejenigen  o; -Werthe,  die  mit  passenden 
Nullstellen  von  F^(if)  verknüpft  die  gemeinsamen  Lösungen  der  ge- 
gebenen Gleichungen  liefern.  —  Der  Coefficient  von  rc^*  in  F^  (x)  ist 
durch  die  Determinante  definirt: 
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flOm      Ö1,OT  — l    •  •  •   öin-.i,i       OmO  0  •  •  •    0 

0  Oom  •  •  '   (hn^t,%      ^>1,1      ^mO  ...    0 


0  0  •  •  •    6*0  6»-l,l       6«. 2,2   •  •  ■    6i 


0» 


und  diese  lasst  sich  durch  Umsetzung  von  Zeilen  und  Colonnen  in  die 

frühere  umwandehi.  Die  Coefficienten  von  Jf""  und  y^"  in  JFi(a?)  und 

F^(ff)  sind  somit  einander  gleich.  — 

Es  ist  noch  anzugeben^  wie  man  den  zu  einer  Wurzel  y'  Ton 

J^2  (y)  •=  0  gehörenden  Werth  x'  ermittelt,  för  den  f(x\  yO  ""  0  ^^^ 

g  {p£j  y^)  «=  0  ist.      (Liouville.) 

Setzt  man 

IT  —  cÄ  +  y, 

worin  c  eine  unbestimmte  Gonstante  sei,  und  betrachtet  z  an  Stelle 
von  y  als  Variable,  ersetzt  also  y  durch  9  —  ex  und  eliminirt  x  aus 
den  Gleichungen: 

f{XyZ  —  ex)  =■  9(pi),0)  ■=  0,    i7(ir,xr  —  co;)  —  if(x,0)  =  0, 

so  dass  eine  Endgleichung  in  0  entsteht,  die  wir  nach  Potenzen 
Ton  c  ordnen: 

F,{b)  +  cG,{z)  +  i?H^{z)  + 0, 

und  die  \tlF^(ji)^=0  übergeht,  wenn  c  =  0,  jef=»yist,  beachtet 
aber,  dass 

^.(«)  -  F,(j,)  +  f^  F,'(y)  +  ^  F,"(3,)  +  •■-, 
C^A')  -  ö.(»)  +  -i1  ö,'(y)  +  (-^'  (?;'(y)  +  . . ., 

H,is>)  -  ^,(y)  +  ^fl,'(y)  +  <-^*  fl,"(y)  +  •  •  • 
usw.  ist,  so  wird 

Diese  Gleichung  besteht  als  eine  Folge  der  gegebenen  Gleichungen 
f&r  jedes  denselben  genügende  Werthesystem,  was  auch  c  für  einen 
Werth  haben  mag;  darum  ist  sie  identisch  erfüllt,  und  es  muss 


X*  ^„/   \    ,     X 


F,(y)-0,    «F,'(y)  +  G,(y)-0,  ^  J',"(y)+^G,'(y)+^,(y)-0,... 
sein.    Der  einfiachen  Nullstelle  von  ■F,(y)  ist  somit  der  dorch 
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definirte   Werth   als   a:-Werth   zuzaordnen;    der  doppelten  Nalktelle 
von  F^  (y)  sind  die  ^-Werthe  zuzuordnen^  die  aus  der  Gleichmig 


a;«  +  2«^,  +  2^'<y^ 


0 


(y)  '."^.'(y) 

hervorgehen;  asw.  Die  (mn)  gefandenen  Werthepaare  sind  die  gemein- 
samen Lösungensysteme  der  gegebenen  Gleichungen  f(x,y)^^0  und 
g(x,y)'^0. 

Als  besondere  Beispiele  behandeln  wir  die  Herstellung  der  Eli- 
minanten  Ff(if),  wenn  erstens 

/i  («.  y)  —  «10«  +  %y  +  %>  —  «0«  +  «1» 

9i  (»,  y)  "=  6«.«*  +  ^i  «y + ftojy* + ^0« + *oi  y + *oo — A«*  +  A« + A 

ist.    Hier  ist 


F,(i/) 


tt. 


«1 


0 


«o*A  —  «o«iA  +  «i'A> 


0 

«^O        «1 
ßo       ßl        ßt 

und  der  OoefBcient  Ton  y*  lautet 

«Jo^oi  —  «io«oi^i  +  «M*io- 
Setzt  man  zweitens 

^(«>y)— «M«*+«it«9+«o»y*+«io«+ffoiy+«oo— '«o«»+«i«+«„ 
9i  («>  y)— 6»«*+  6n«y+6oiy*+6io«+ ^wy+^oo  -=/'o«*+  A»+A. 

so  wird 


FM 


«j    «1    «» 


0     «. 


0 


o. 


/»o   A   A   0 
0    A   A   Ä 

und  der  Coefficient  von  y^  ist 


(«20*0» — *«o«oj)*  +  (<^o*u — ^^ÄO^ii)  («oi  *ii  —  ^1  *o») 


KA— /'o«8)H(«oA— /'o«i)0»i«2-«i/'i)» 


^0  »11  «Ol  0 

0  «so  «11  % 

6to  &11  *o«  0 

0  ftjo  *ii  *o« 


§  37.   Besohreibtmg  der  BliminantenbildtiDg  bei  einem  System  von 

mehr  als  Ewei  Gleiohimgen. 

1.  Um  die  Eliminanten  dreier  Gleichungen 

fm(a:,y,d)^0,    gn{x,y,z)^0,    hp(x,y,»)^0 

zu  bilden  y  betrachte  man  etwa  0  als  Parameter ,   und   fasse  in  den 
Gleichungen 
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fm(x,  y,  t)  -  («"«w  +  *"-'y<Li.i  +  •  •  •  tr^^^J  +  ■•'  + 
^«(«,  y,  *)  -  («"/»IS  +  «"-Vft'l,,,  +  --  +  !rc)  +  --  + 

"m— j.,«— »  '™*'  ft'2,.,-.»'  ™»*l  J.'^i» «_»"  ^^^  g*""*  Functionen  x,  x',  «"'•'' 
Grades  Ton  j»  aa^  denke  die  Sliminanten  der  ersten  zwei  Gleichungen 
bestimmt:  «i<'K«)>    ®i^'(y)> 

deren  Goefficienten  bis  auf  die  Ton  «""  nnd  y""  ganze  rationale  Func- 
tionen des  Parameters  z  sind,  und  denke  die  Werthesysteme 

(«?',Ä  WÄ--(«2>,,yif>) 

ermittelt;  welche  den  beiden  Gleiclinngen  /*^  —  0  nnd  jr„  -«  0  zugleich 
genügen;  (Xi^^^  nnd  y/'^  sind  algebraiache  Functionen  von  g). 

Versteht    man    weiter    unter    u    eine    Grosse,    die    den    Werth 
A  {xP'^ ,  y/'^ ,  5)  besitzt,  wenn  man  x  ■=  a;  xs)  ^  y  ..  y^(«)  setzt  und  bildet 
die  Gleichungen 
/•«(«,  y,  M)'X^r~  0,  flr»(^,  y,  ^)x^y'  -  0,   (hpix,  y,  ^)  -  ujx^-fr"  -  0, 

wo  die  positiven  ganzzahligen  Exponenten  A,  fi;  A^,  fi';  X",  fi'  der 
Reihe  nach  Werthe  annehmen  dürfen,  f&r  die 

A  +  f»  -0,l,2..(n+i)-2), 
A'  +,»'  -0,l,2-.(m+i)-2), 
A"  +  f»"  —  0, 1, 2  • .  •  (m  +  n  -  2) 
isi^  so  bestehen  die 

Gleichungen  zusammen;  sie  sind  gleichzeitig  durch  die  (mn)  Werthe- 
systeme (Xi^'^  y«^))  erf&llt.    Fassen  wir  sie  als  linear  in  den 

|(«  +  n+i,)(m  +  n+i»-l)-2f 

Grössen 

sfy^    (tf  +  r  — 0,1,2  •••«»» +  n+i)  — 2) 

auf  und  nehmen  wir  aus  der  Reihe  von  M  Gleichungen,  die  um 

Tl'(l'-l)  +  T*~(»»-l)  +  T'»(«-l) 
grosser  ist  als  die  der  zu  eliminirenden  Grossen  o^y*,  N  heraus ,  so 
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muss  deren  Determinante  verschwinden.  Es  gibt  aber  Systeme  Ton 
^Gleichungen^  deren  Determinanten  identisch  Null  sind«  Man  darf 
desshalb  nicht  beliebige  ^Gleichungen  wählen^  sondern  wir  denken 
ein  System  von  N  Gleichungen  herausgegriffen^  dessen  Determinante 
9(u]b)  nicht  identisch  verschwindet  und  in  u  vom  (mn)*^  Grade  ist; 
sie  hat  als  Function  von  u  die  Gestalt: 

( —  !)""•  9(j»)m"»*'  +  q>i  (jer)tr  +  •  •  •  +  *C0;  £f) 

und  besitzt  die  Nullstellen 

Ui  =  h  (ic,<»),  y,W;  e)    (i  -  1,  2, . . .  (mn)). 

Wenn  eine  gemeinsame  Lösung  {xP\  y/^)  von  /"—  0  und  j  —  O 
auch  der  Gleichung  h(x,  y,iii)^='0  genügt,  wird  sicherlich 


mn 


verschwinden;  aber  sach 

wo  J^  den  Coefficienten  von  y"*"  in  *i^*^(y)  bezeichne,  verschwindet 
nur  dann,  wenn  ein  Factor  unter  dem  Productzeichen  Null  ist  und 
nicht  dadurch,  dass  ^^  den  Werth  Null  annimmt,  denn  in  diesem  Falle 
ist  ja  ein  Werthesystem  (a?/^,  y/'^)  gleich  (cx>,  oo). 

Es  ergibt  sich  femer  durch  Betrachtung  der  symmetrischen  Func- 
tionen der  Simultanwurzeln  (a;/*^, y/'^)  von  f=0  und  ^  =  0  —  worauf 

wir  hier  m'cht  eingehen  — ,  iBß&j  lh(Xi^^\  yp\  z)  als  Function  von  s 

i 

nur  unendlich  ist,  wenn  ;e^s=s(X)  wird.  Darnach  folgt  aber,  dass  die 
Nullstellen  von  q)(g)  auch  Nullstellen  von  0(0]  ß)  sind  und  dass  ein 
Parameterwerth  /,  der  Mache  Nullstelle   von  (p(0)  ist,  und  f&r  den 

I  I  h(Xi^^^  ^  yi^^\  »)    verschwindet,    Nullstelle    höherer    Ordnung  von 

i 

9{O,0)  ist  als  von  9>(^);  g>(/)  ist  also  Theiler  von  0(0^0). 

Wir  fügten  zu  —  -/\  -  den  Factor  J^^,  um  auch  bei  dem  Zurück- 
gehen von  drei  Gleichungen  /*,  i^,  Ä  =  0  zu  zweien  /*  =?  0,  ä  =  0  die 
früher  angegebene  Form  der  Eliminante  a/ /  /  h  (Xi,  e)  zu  gewinnen. 

i 

Die  ganze  Function  q>(/)  ist,  wie  die  Betrachtung  der  Deter- 
nunante  9(u]  »)  lehrt,  in  den  Grössen  «,  ß,  y  vom  Grade  N — ww, 
0  (0,  g)  vom  Grade  N,  Jj^  vom  Grade  (m  +  n)p,  und  darum  ist  die 

ganze  Function  — — tV^  i  ^®  ^^  ^^'  F^^^^e)  bezeichnen,  vom  Grade 


§  37.  Beschreibung  der  Eliminantenbildniig  bei  einem  System  eic.  Nr.  1.     267 

N  +  (fn'\-n)p  '—  (N —  mn)  =  mn  +  mp  +  np, 

F^^^(ß)  ist  in  0  vom  Grade  mnp]  xmd  F^^^^e)  verschwindet  jedesmal, 
wenn  0  einen  Werth  erhalt ,  f&r  den 

/'(^/^y*^^),  9{^i^^\yi^'\^\  Hx,^^\yp),0) 

Null  sind. 

Will  man  zeigen,  dass  F^^^^{0)  nur  dann  verschwindet,  wenn  man 

0  einen  Werth  /   ertheilt,   för   den  /"(a:/»),  y,(«>,  0),    g{Xi^^\  yP\  0), 

h(Xi^^,  yP\  /)  gleichzeitig  verschwinden,   so  wird  man  einerseits  die 

von  dem  Parameter  0  abhängigen  gemeinsamen  Lösungen  von  /*"=0; 

A»=0  aufsuchen: 

flj,W,  y,W    (i— 1,2...  (ini>)), 

unter  v  eine  Grösse  verstehen,  die  den  Werth  g{Xi^y  y,-^*^,  0)  annimmt, 
wenn  x  —  rci^,  y  «=  yt^^  gesetzt  wird,  dann  unter  den  gleichzeitig  be- 
stehenden M  Gleichungen 

h(x,  y,  0)x^'y  ^  0 ,    f(x,y,0)x^yf''^O,    (g(x,y,e) —  v)a^'yf'' '^0, 

die  in  xi"y*  als  linear  aufzufassen  sind,  N  auswählen,  deren  Determi- 
nante V(v'j  0)  nicht  identisch  verschwindet  und  in  t^  vom  Grade  (mp) 
iai,  und  beachten,  dass 

mp 

jedesmal  Null  wird,  wenn  nicht  allein /"(a^f^*),  y,^*>,  jet)  und  Ä(a;,W^y.W^  je?)^ 
sondern  auch  g(Xi^*\  y,^,  0)  verschwindet;  ^  (z)  bedeutet  den  Coeffi- 
cienten  von  (—  ly^Pv^p  in  V(v,0)  und  ^2  ^^^  Coefficienten  von  y"*'' 
in  der  Eliminante  *8^*^(y)  von  f  und  h.  — 

Andrerseits  fasse  man  die  gemeinsamen  Lösungensysteme  von 
^  r=  0  und  Ä  =  0  {(Xi^^\  y/^^),  i  =  1,  2  . .  •  (np))  in's  Auge,  betrachte 
die  M  Gleichungen 

g  (xy0)x^'y'''  —  0,     h{xy0)x^'y"  =  0,    {f{xy0)  —  w)x^y^  =  0, 

in  denen  w «—  f{xi^^\  y<(*>,  0)  zu  setzen  ist,  wenn  x  =  Xi^^\  y,^^>  ge- 
setzt wird,  fasse  sie  als  linear  in  afy*  auf,  greife  JV"  Gleichungen 
heraus,  deren  Determinante 

X(u;;  0)  —  (—  1)«»  ;K(jer)  •  w;^»  H 1-  X(0;  0) 

nicht  identisch  Null  ist  und  vom  {mtif^  Grade  in  w  sein  soll,  und 
bemerke,  dass 


mn 


jedesmal  Null  wird,  wenn  g(Xi^^^,  y<w,  5),    h{xi^^^y  y<^^^,  iE?)  und  noch 
f {Xi^^ t  yi^^\  0)   verschwindet;    %{0)  ist  ein  Theiler    von  z/i'"X(0;xr) 
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und  ^1  ist  der  Goef&cient  von  j^"  in  der  Eliminante  ^^^^^^(y)  toq 
g  und  h. 

Gesetzt  nun,  dass  F^^^^{e)  von  F^^^(0)  und  F^^^^z)  nur  um 
Zahlenfactoren  verschieden  wären,  so  müssten  wir  aus  dem  Ver- 
schwinden von  F^^^\a)  filr  0  =^  0'  den  Schluss  ziehen,  dass  für  diesen 
Parameterwerth  auch  F^^*\z)  und  F^^^\e)  Null  sind  und  dass 

/•(«.-^^  yi^'^  ^'),    9(^i^'\yi%^')    vind    Ä(a:.W,  y,W,  i^-), 
i7(a?.•<*^  y/^  O,    Ä(a;,W,  y,<i),  O    «nd    f(x,i'\yi^'\0'), 

gleichzeitig  verschwinden  und  somit  die  (mnp)  Nullstellen  von  F^^{m) 
und  nur  diese  ;e^-Werthe  in  den  gemeinsamen  Lösungen  unserer  Glei- 
chungen auftreten.     Solcher  Lösungen  gibt  es  {tnnp). 

Den  Beweis  für  die  genannte  Beziehung  zwischen  den  Functionen 
F^^*'^(ß)  (i  =  1,  2,  3)  bleiben  wir  hier  schuldig,  denn  er  lasst  sich  nicht 
einfach  dadurch  führen,  dass  man  in  den  Determinanten  0(0]  ß)  und 
g>{z)  Umsetzungen  von  Zeilen  und  Colonnen  vornimmt,  um  ^(0;;;), 
^(iEf),  X(0,  iP)  und  jr(i5)  zu  gewinnen.  — 

Bildet  man  neben  F^^^(z)  auch  dieEliminanten  JFiW(y)  und  F^^^ix), 
so  zeigen  die  höchsten  Potenzen  der  Variablen  x,  y,  0  jedesmal  den- 
selben Coefficienten  z/,  (bis  auf  Zahlenfactoren)  und  zwar  folgt  er  aus 
F^^^\0),  wenn  man  hierin  jede  Function  a^*^,  ß^'\  y(*">  durch  den 
Coefficienten  der  höchsten  in  ihnen  vorkommenden  jesPotenz  ersetzt. 
Wenn  die  Grösse  z/j  Null  ist,  so  genügt  den  drei  gegebenen  Glei- 
chungen das  Werthesystem  (00,  00,  00). 

2.  Will  man  die  Eliminanten   von  n   algebraischen  Gleichungen 

Mxi,  arg,  •  •  •  a:,)  —  0    (1/  —  1,  2,  •  •  •  n) 

bilden,  die  von  den  Gradzahlen  mi,  m%,  •  •  •  mn  seien,  z.  B.  F^{Xn),  so 
fasse  man  Xn  als  Parameter  auf  und  denke  die  mifiia  •  •  •  m,_i  gemein- 
samen Lösungen  der  ersten  (n  —  1)  Gleichungen  als  Functionen  von 
Xn  ermittelt 

(4*),  x^*^ .  • .  «JLi)    (i  ==  1,  2  • .  •  (minh  •  •  •  nin^i)) 

und  zwar  mit  Hilfe  der  Eliminanten  dieser  (n  —  1)  Gleichungen.  Li  diesen 
Eliminanten  wird  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  (bis  auf  Zahlen- 
factoren) derselbe  sein,  etwaz/n;  und  wenn  ^j.  s=0  ist,  so  ist  die  gemein- 
same Lösung  der  (n  —  1)  Gleichungen  (00,  00,  •  •  •  00).  jdn  ist  in  den 
Coefficienten  von  /i,/i,  •••/'n— 1,  die  bei  den  Gliedern  mi**',  beziehungs- 
m%^  usw.,  endlich  tn^^  Dimension   stehen,   von  einem  Grade  (7,  der 

durch  die  Summe  der  Gombinationen  (n  —  2)^  Classe  aus  mi,nH,  **-  Mh-i 
angezeigt  ist. 
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Versteht  man  anter  14  eine  Grosse,  die  den  Werth 

annimmt^  wenn  Xi  —  rci^^,  Xt  —  «»<'>,  •  •  •  x,-i  =  rcJJLi  gesetzt  wird,  und 
bildet  man  die  Gleichungen 


WO  die  positiven  ganzzahligen  Exponenten  v^\  v^\  -  •  •  v^2.i  ^^  ^^ 
wählen  sind,  dass 

t;0«)  4.  yO-)  -I j-  v(fO^^  —  0, 1, 2, .  • .    (m  —  m^  —  (n  —  1)) 

ist,  wobei  miBmi-|*ins-f-'**H'*^  bedeutet,  so  bestehen  diese 
Gleichungen  — 

^    1 .  2  .  S  •  •  •  (w  —  «1^  —  («  —  D)  *^  -''^ 
an  der  Zahl  —  gleichzeitig;  sie  sind  in  den  Grossen 

wo  tfi  +  tf,  ^ f-  ön^t  —  0, 1, 2  • . .    (m  —  (n  —  D) 

ist,  linear.    Die  Anzahl  dieser  Grössen  ist 

n(n+l)-*'(m)     ^  -y 
1.2...(m  — (n— D) 

und  JV  ist  kleiner  als  IL 

Wählt  man  aus  jener  Reihe  von  M  Gleichungen  N  solche  heraus, 
deren  Determinante  0(tii;  Xn)  nicht  identisch  Terschwindet  und  in  ti^ 
vom  Grade  mims  •  •  •  mn^i  ist,  nennt  den  Goefficienten  von 

<p(Xn)j  der  durch  ein  Aggregat  von  Determinanten  von  der  Ordnung 
N —  (tnimt  •  •  •  m«^i)  zu  definiren  sein  wird,  dann  gilt 

Die  ganze  Function  jF« (:e.)  ist  in  Xn  vom  Grade  mim«  •  •  •  1»«;  in  den  Goef- 
ficienten der  nach  fallenden  Dimensionszahlen  der  Glieder  in  a?i ,  x« ,  •  •  •  o?«  » 1 
geordneten  Functionen  /*i,  /a,  •  -  *  /)•— i  (die  also  ganze  Functionen  des 
Parameters  Xn  sind),  ist  Fn(Xn)  vom  Grade 

mnC  -{-  N  —  {N —  mifws  •  •  •  m,-i) 
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und  das  ist  nichts  anderes  als  die  Summe  der  Gombinationen  (n—lj" 
Glasse  aus  mi^mg,  •  •  •  mn.  Fn{Xn)  ist  jedesmal  und  nur  dann  Nall, 
wenn  nebst 

verschwindet 

Fn  (Xf^  ist  also  die  Eliminante  in  Xn.  Wenn  man  ihre  Nullstellen  Xn 

kennt,  so  kann  man  auch  die  Werthe  von  Xt,  x%,""  o;«.!  finden,  die 

in    Verbindung    mit    der    einzelnen   Nullstelle   Xn    eine    gemeinsame 

Losung    der  n   gegebenen   Gleichungen   ausmachen.  —  In  der  That^ 

setzt  man 

z  -»  aiXi  +  UfXi  -\ —  •  +  a»— la?»— 1  +  Xn, 

wo  «1;  as,  • « -  ff«— 1  willkürliche  Gonstanten  sind,  und  sucht  die  Eli- 
minante F(b)  der  Oleichungen: 

ftixif  ajj,'  •  •  ap«— 1,     e  —  aiXi  —  a^Xt an^iXn^i)  = 

*=  ifv  {xiy  x%y"  *  Äii~i,  ^)  «=  0, 
(i;-l,2,...n), 

die  fttr  ai  ™  «j  — =  •  •  •  -«  a^^i  —  0  in  Fn(x^  übergehen  wird,  ordnet 
sie  nach  Potenzen  von  ai,  at,  •  •  •  aj,.i: 

F{z)  -  Fn{z)  +  axGi{z)  +  •    •  +««-i6?»-i(i5)  + 

+  (ax^Hiiß)  H h  a%-i ja;  («)  H , 

und  entwickelt  Fniß)^  Gi{p)t ' '  •  Gn^i(ß)  usw.  in  der  Form: 

Ä,  Ä,  -4-  •  •  •  -4-  «      *  X 

SO  lautet  die  für  jedes  unseren  Gleichungen  /*y «»  0  genügende  Werthe- 
System  giltige  Endgleichung 

-FW  =  F,(x:)  +  ^a,    XuF:(x:)  +  6?,(a:.)    + 0; 

und  weil  diese  Entwicklung  für  jedes  Werthesystem  ai,  as,  "*a«-i 
besteht,  so  ist  neben  Fn(Xn)  —  0  auch: 

x,F:(Xn)  +  GM{Xn)^0    (i-l,2,...(n  — D), 

d.  h.  der  Lösung  x^  der  Gleichung  Fn{Xn)  =  0  sind  die  Werthe 

**' ^^    (ft  =  l,2,...(«-l)) 

zuzuordnen. 

Diese  Vorschrift  zur   Herstellung  der  Eliminante    und  der  Be- 
stimmung der  gemeinsamen  Losungensysteme  prüfen  wir  im  Falle,  dass 
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A  (xi,  a;j,  • .  •  Xn)  =  a^iXx  +  a^^Xt  H h  a^nXn  —  Cy  (v  —  1, 2  •  •  •  w) 

ist.     Hier  hat  jd^  den  Werth 


und  es  ist 


*(<*i;««)— 


also  9(^fi)  »B  ^n    und 


9>(^«) 


J^i.(aJ«)  «=  -4a?«  —  {ciAin  +  CiJg»  H 1-  c,-!«,); 


die  Nullstelle  der  Eliminante  Fnixi^  ist: 

«1^11. +  ^«^»  +  -  +  ^1.4 


0^. 


»» 


Ersetzt  man  hierauf  a?«   durch  z  —  aiXi  —  «2^;»  —  •  •  •  —  On-i  o;»— i , 
90  wird  auf  Grund  bekannter  Determinantensatze 


«— 1 


F(d)  -  F,{e)  -2«, 


ral 


aii  •••  ai,r— 1  öi,y+i  •••  öi,„— 1  ai„xf  —  Ci 


und 


Fn{0)  =»  F«(a?,)  +  A(aiXi  +  «2«:«  H h  a»-.ia:«-.i), 


0, 


^*  "^  Z  ^^^-^^  +  ^*'*"  ^ 1"  ^'•-^»*)    (*  =  1;  2  .- .  (n—  D), 

was  zu  beweisen  war.  —  Mit  dieser  kurzen  Darstellung  ist  die  am  Ein- 
gange dieses  §  gestellte  Aufgabe  erledigt.  Es  mag  aber  noch  die  Be- 
merkung Platz  finden,  dass  die  Anwendung  unserer  Betrachtungen  auf 
den  Fall  besonderer,  also  auch  nicht  vollständiger  Gleichungen  dadurch 
geschieht,  dass  man  in  den  hier  eingeführten  Eliminanten  die  durch  den 
besonderen  Fall  vorgeschriebenen  Werthe  für  die  Constanten  einsetzt 
und  dass  dabei  auch  eine  Eliminante  hervorgehen  kann,  die  unendlich 
viele  Losimgen  hat,  und  somit  für  die  gegebenen  Gleichungen  mehr 
gemeinsame  Losungen  zu  Stande  kommen,  als  das  Product  ihrer  Grad- 
zahlen anzeigt;  wie  uns  schon  der  Fall  von  n  homogenen  Gleichungen 

mit  einer  verschwindenden  Determinante  zeigt.  — 

Yergl.  snr  Theorie  der  Eliminanten  die  Algebra  von  Salmon-Fiedler,  die 
von  Serret  und  eine  Abhandl.  des  Verf.  in  den  Monatsh.  ffir  Math.  u.  Phys.  Y.  Bd. 
Ueber  die  symmetrischen  Functionen  yon  mehreren  VerSnderlichen  siehe  Janker, 
Math.  Annal.  Bd.  48. 


V.  Abschnitt 
Poteureilieii. 

§  38.    üeber  die  Oonvergeni  einer  Fotenirelhe  einer  VaxiableiL 

!•  Im  ersten  Abschnitt  (§  4  u.  7)  yerwendeten  wir  die  rationalen 
Zahlengrossen  zur  Definition  der  irrationalen  Grossen.  Hier  woUen 
wir  die  rationalen  Functionen  zur  Bildung  neuer  von  den  Variablen 
abhängiger  Grössen  benützen.  Verknüpft  man  rationale  Functionen 
eine  endliche  Anzahl  Male  durch  die  elementaren  Bechnungsoperationen, 
so  entstehen  immer  wieder  rationale  Functionen,  um  etwas  Neues 
zu  Tage  zu  fördern,  müssen  wir  eine  unendliche  Anzahl  rationaler 
Functionen,  z.  B. 

vorlegen  und  diese  etwa  durch  Summation  verknüpfen.    Wir  stellen 
also  die  Aufgabe,  eine  unendliche  Reihe 


2 

v»0 


2;ux)  -  Fix) 


und  insbesondere  Reihen  nach  wachsenden  Potenzen  von  {x  —  x^  oder 
X  geordnet: 

zu  untersuchen,  wo  f^^x)  ■=  av(a;  —  Xo)*  oder  f^ipci)  -=  c^x^  gesetzt  ißt. 
Die  üeberlegungen,  die  wir  anstellen  werden,  gelten,  so  lange 
nichts  anderes  gesagt  wird,  gleichviel  ob  wir  eine  compleze  oder  reelle 
Variable  annehmen.  Wir  werden  darum  die  Sätze  so  aussprechen,  als 
handelte  es  sich  immer  um  Functionen  der  allgemeineren  complexen 
Variablen,  und  die  Fassung  derselben  Sätze,  wenn  die  Variable  reell 
ist,  wird  sich  nur  dadurch  von  unserer  unterscheiden,  dass  man  an 
Stelle  des  Begriffs  „Bereich  in  der  Zahlenebene^^  das  „Intervall  aof 
der  reellen  Zahlenlinie'^  setzt 
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Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  unter  welcher  die 

Reihe  ^  f^{x)  an  einer  Stelle  Xa  eine  Bedeutung  hat^  besteht  darin, 

dass  sich  für  jeden  Werth  der  beliebig  kleinen  Grösse  d  ein  Wertb 
des  Index  n  «a  m  so  bestimmen  lässt,  dass 

|/;+i(a;6)H h  A+rCoTo)  |<  *    (»:^»»,    v  — 1,2,3,.    .) 

wird.  Damit  aber  die  durch  unsere  Reihe  begrifflich  definirte  Grösse 
F{x)  die  einzelne  Function  f^ipc)  umfasse  oder  nur  irgend  etwas  mit 
einer  als  Function  bezeichneten  Grösse  gemein  habe,  ist  nothwendig, 
dass  die  Reihe  nicht  blos  an  einzelnen  Stellen  x^y  x^,  x^,-* '  conver- 
girt,  sondern  es  muss  sich  um  eine  einzelne  dieser  Stellen,  z.  B.  x', 
ein  Bereich  angeben  lassen,  an  dessen  SteUen  die  Reihe  convergirt.  — 
Die  früher  eingeführte  Zahl  m  wird  als  Function  von  x  und  ä  er- 
scheinen. 

Angenommen,   dass  ein  solcher  Bereich  Ä  bestehe  und  dass  die 
eine  Fundamentalreihe  constituirenden  Grössen 

Stellen  dieses  Bereiches  seien,  an  denen  die  Reihe  die  Werthe 

6oj  tu  Sjj  •  •  • 
annimmt,  und  denken  wir  dann  in  den  Trägem  der  Grössen 

Xv  =■  6r  +  ii^r 

Senkrechte  auf  die  Zahlenebene  verzeichnet  und  auf  diesen  in  bestimmter 
Richtung  Strecken  von  den  Längen  |  g»  {  abgetragen,*  so  wird  eine  Gleich- 
mässigkeit  in  der  Veränderlichkeit  von  |  t  \  oder  in  der  Anordnung  der 
den  Punkten  (£,  rf)  des  Bereiches  A  zugeordneten  Raumpunkte  (S;  i};  |  S  | ) 
erst  dann  eintreten,  wenn  F(x)  eine  stetig  veränderliche  Grösse  ist. 
Eine  an  jeder  Stelle  des  Bereiches  A  convergente  unendliche  Reihe 

00 

^,  fr  (x)  braucht  aber  daselbst  durchaus  noch  keine  stetig  veränder- 

liehe  Grösse  F{x)  zu  definiren,  auch  wenn  alle  Functionen  fv{x)  in  dem 
Bereiche  A  stetig  sind.  —  Damit  F{pc)  in  der  Nähe  von  Xq  stetig  ist, 
muss  man  jeder  beliebig  kleinen  Grösse  d  eine  Umgebung  Qq  von  Xq 
so  zuordnen  können,  dass  an  deren  Stellen 


F{x)  -  Fix,)  I  - 


00 


^  (fAx)  -  fr{xo)) 


< 


wird.    Doch  wenn  daselbst  auch 

I  fy{x)  -  /;(«o)  I  <  *» 

Biormann,  £lamenie  der  hOheron  Mathematik.  18 
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iai,  so  braucht 


00 


»=0  *=0 


fripe)  —  friXo) 


<2''' 


r«BO 


nicht  kleiner  zu  sein  als  d. 


^ 


2.  a)  Ist  aber  die  Reilie  ^  fp(x)  in  einem  Bereidie  Ä'  um  me 


y«0 


Stelle  Xof  wo  die  Functionen  fv(x)  stetig  seien^  derart  convergent,  dass 
sich  nach  Angäbe  einer  Grösse  d  eine  endliche  ganze  Zahl  m  so  le- 
stimmen  lässt,  dass 

für  jedes  n^m  und  für  jedes  n'  «*  1 ,  2,  •  •  •  und  an  jeder  SteUe  von  Ä 
Meiner  ist  als  d,  dann  ist  die  durch  die  Reihe  definirte  Grösse  in  der 
Nähe  von  Xq  stetig. 

In  der  That^  ist  x  eine  Stelle  des  Bereiches  A'  und  d  eine  beliebig 
kleine  positive  Grosse,  die  wir  auf  irgend  eine  Art  in  die  Somme 
zweier  positiver  Grössen  d^  und  d^  zerlegt  denken,  so  kann  man  nach 
der  Annahme  über  die  besondere  Art  der  Convergenz  unserer  Reihe 
eine  ganze  Zahl  m  derart  angeben,  dass  an  jeder  Stelle  x  und  Xq  von 
A'  sowohl 


OD 


<Y    als  auch 


2  A(a^o) 


^   2 


wird,  wenn  nur  n>.m  ist     Dann  ist 


»«in-f-l 


OO  09  OB 

^  {f.{x)  -  f.{x,))     «=    2  f.(x)  -  ^  f.{Xo) 


< 


00 


OD 


< 


»«»-fi        I      ,»««4-1 


<*,. 


Wählt  man  eine  Umgebung  von  Xo  so  klein,  dass  in  dieser 


w  n 


r=BO 


v»0 


wird,  was  zufolge  der  Stetigkeit  von  ^  ff(x)  möglich  ist,  so  gilt 


»=o 


00 


vbbO  v=sO  I  vssia4-l .  yBBn4-l 


»=111+1  . 


ra-n+l 


<*j+tf»  =  * 
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ond  umsomehr 


00 


2A(*)  -^fri^o)  \  -  I  Fix)  -  Fixo)  I  <  *. 


!    raaO  VobO 


Die  besondere  Art  der  Convergenz  der  Reihe  ^fv(x),    die  wir 

ebeD  einführten^  heisst  gleichmässige  Convergenz,  In  der  Definition 
derselben  liegt  nichts,  woraus  man  schliessen  könnte ,  die  Reihe  sei 
auch  unbedingt  convergent.  Wenn  die  Reihe  der  absoluten  Beträge 
£'fr{x)\  diyergirt,  kann  also  die  Reihe  £fr(x)  bei  fest  gewählter 
Anordnung  der  Glieder  immer  noch  (bedingt  und)  gleichmässig  con- 
yergiren.    (§  20^  3.) 

ß)  Wir  müssen  noch  einen  später  nothwendigen  Satz  über  gleich- 
massig  convergente  Reihen  ableiten. 

Ist  bekannt,  dass  eine  Beihe  ^,  fr(x)  an  den  Stellen  eines  Bereiches  A, 

abgesehen  von  den  Grenzstelleny  gleichmässig  convergirt,  und  gibt  es  für  jede 
der  Functionen  f^(x)  (v  =  0, 1, 2  •  •  •)  iei  einetn  GreneObergange  von  x  aus 
dem  Bereiclhc  nach  einer  Stelle  c  der  Begrenzung  einen  endlichen  Grenz- 
werth  hv  (lim  f{Xv)  «»  by),  so  ist  die  Beihe 


*y«C 


canvergent  und  es  gut 


2^ 

v»0 


00  CD 


(s.  Stolz,  Arithmetik,  Bd.  II,  p.  152). 

Der  Voraussetzung  nach  lässt  sich  an  Stellen  x  und  x,  die  dem 
Bereiche  Ä  und  einer  angebbaren  Umgebung  Ton  c  angehören: 

|/;(^)-A(^)|       ^i       ^fr{x)  —  b.\       (l/  =  0,l,2...) 

kleiner  machen  als  jede  vorgegebene  positive  Grosse;  und  femer  lässt 
sich  einer  Grösse  ö  >  0  eine  ganze  Zahl  m  so  zuordnen^  dasa  für 
jedes  w'  ^  1 


t 


<9, 


11+«' 

^f.(x')\<8     {n:>m) 


wird.     Folglich  ist 


18' 
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.»=«+1 


»=»«+! 


<2d; 


und  nun  erscheint  die  filr  die  Convergenz  der  Reihe  ^  K  nothwen- 


9  =  0 


dige  und  hinreichende  Bedingung  erMlt,  denn  man  schliesst^  dafis  für 
jedes  n  >  w  und  n'  =  1,  2,  3,  •  •  • 

ist. 

Ferner  lässt  sich  aber  auch: 


OO  OO 

kleiner  machen  als  jede  vorgelegte  Grosse ,  da  man  in  der  Gleichung: 

00  n 


00 


00 


2!f*  (*)  -2^*  =2(f'  (*)  -  ^') + 2f^  (*)  -2** 


y=0  V=^0  y=*0  r=aj«-|-l  r=s«+l 

bei  hinlänglich  kleinen  Werthen  für  \x  —  c    auch  den  Betrag 


V=sO 


kleiner  werden  lassen  kann  als  jede  vorgelegte  Grösse.  Damit  aber 
ist  der  genannte  Satz  bewiesen. 

y)  Ist  insbesondere  jede  der  Functionen  /"»(a?)  an  allen  Stellen  Yon 
A  einschliesslich  der  Grenzstellen  stetig,  und  ist  die  Reihe  an  all  den 
genannten  Stellen  gleichmässig  convergent,  so  ist  ihr  Grenzwerth  eben 
daselbst  eine  stetige  Function  von  x. 

3.  Soll  eine  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  (x  —  ^o) 
fortschreitende  Reihe 

^(«  —  «o)  —  «0  +  «i(^  —  Ä^o)  +  »«(ic  —  x^y  H , 

wo  die  Coefficienten  a^  reelle  oder  complexe  Grössen  und  Xo  einen 
besonderen  endlichen  Werth  der  unbeschränkt  veränderlichen  (com- 
plexen)  Grösse  x  bezeichnet,  für  einen  Werth  rc  =  a  unbedingt  con- 
vergiren,  so  muss  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  der  Glieder 
a^(a  —  XoY: 

00 

^  I  at{a  —  XoY  I 


VS.0 


J 
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convergent  sein.  Divergirt  diese  Reihe,  so  muss  die  gegebene  „Potc^iz- 
reihet*  umsomelir  an  einer  Stelle  x  divergiren,  für  die 

iX  —  Xq  I  >  I  a  —  iTo  I 

ist.  Wenn  aber  der  absolute  Betrag  jedes  Gliedes  ay{x  —  a^o)"  für  einen 
X'  Werthj  dessen  Träger  auf  dem  um  Xq  mit  dem  liadius  S^  verzeichneten 
Kreise  liegt^  endlich  ist,  wenn  somit  \ay(x  —  XoY  |  =  |  a^  |  |j  für  jedes 

V  kleiner  oder  gleich  ist  einer  positiven  angebbaren  Grösse  g,  dann 
eanvergirt  die  Potenereihe  für  alle  x-Wertl^,  die  der  Bedingung 

I  ^  —  ^0 1  —  6  <  5o 

genügen,  aibsoluL 

Für  solche  :r-Werthe  ist  nämlich: 

\a^{x  —  Xoy^^\a,\lir<g(l^y 
und  somit: 

So 

d.  h.  \^(x  —  x^^)  •  ist  wegen  der  Ungleichung  |  <  6o  endlich  und  um- 

somehr  convergirt  die  Reihe ^  |  ar{x  —  xqY  ;,  w.  z.  z.  w. 

Einer  vorgegebenen  positiven  Grösse  d  kann  man  aber  auch  eine 
solche  ganze  Zahl  m  zuordnen,  dass  für  jedes  n'>m 


bo 

wird.  Die  Potenjfreihe  convergirt  daher  an  allen  Stellen  x  innerhalb  des 
Kreises  Iq  um  Xq,  wo  |  a;  |  —  5  <  lo  ^^^>  ^'  ^-  ^^  ^^^  Stellen  des  durch 
die  Kreislinie  begrenzten  Bereiches  Ä,  um  die  sich  eine  dem  Bereiche 
angehörige  Umgebung  legen  lässt,  absolut  und  gleichmässig]  und  sie 
nimmt  als  stetig  veränderliche  Grösse  an  jeder  Stelle  x'  in  dem  Kreise 
einen  Werth  an,  der  auch  ais  Grenzwerth  der  Werthe  zu  betrachten  ist, 
welche  die  Beihe  für  eine  unendliche  Anzahl  von  Variablenwerthen  mit 
der  Grenge  x  besitzt. 

Durchlauft  die  Variable  x   insbesondere   die  Elemente   einer    die 
Grösse  x^  definirende  Fundamentalreihe  (xf^^\  xf^^\  -  •  •)  und  ist 

lic^->  — ^ol<6o    (n-0,1,2...); 
so    nimmt    die   Reihe    ^(x  —  Xq)    an    diesen    Stellen    Werthe    an: 
9^in)  ^x  —  Xq),  die  eine  Fundamentalreihe  constituiren,  zu  der  die  Grösse 
^{Xq  —  Xq)  —  aQ  gehört.    Ebenso  ist 
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*(x-«.)-^«r(*-'0V 


obwohl  die  Functionen  unter  dem  Symbol  limes  fBr   x  »^  Xq  in  der 

Form  ^  eracheinen. 

4.  Ertheilt  man  x  einen  besonderen  Werth  x\  so  sind  durch  die 
absoluten  Beträge 

I  ay{x  —Xi^yi     (v  =  0, 1,  2  •  •  •) 

unendlich  viele  positive  Grössen  definirt^  die  eine  obere  Grenze  g  be- 
sitzen. Ist  diese  Grösse  endlich,  so  convergirt  $(a?  —  Xg)  fÖr  jeden 
der  Bedingung 

.  X         Xq\  <i\X  ^ol'^'Co 

genügenden  rc -Werth.  Verändern  wir  x,  aber  nur  insoweit^  dass  das 
zugehörende  g'  endlich  bleibt,  so  treten  unendlich  viele  Grossen  Ü 
auf,  die  selbst  eine  obere  Grenze  JR  haben;  solange  \x  —  Xq\<R  ist, 
convergirt  die  Potenzreihe.  Ist  aber  x  —  Xq\>  By  so  divergirt  die 
Potenzreihe,  denn  jetzt  bleiben  die  absoluten  Beträge  larix  —  XoY, 
nicht  mehr  unter  einer  angebbaren  Grösse. 

Der  Bereich,  in  dem  eine  Fotenzreihe  ^{x  —  x^  convergirty  läs^  sich 
somit  in  der  Zahlenebene  durch  eine  um  Xq  gelegte  Kreisfläche  von  dem 
Badius  R  versinnlichen;  R  heisst  der  Convergengraditis. 

Auf  dem  Kreise  kann  die  Potenzreihe  ein  verschiedenes  Ver- 
halten aufweisen,  worüber  wir  erst  später  sprechen  werden  (§  55). 

Der  Convergeneradius  einer  Reihe  kann  Null,  endlich  oder  unendlich 
sein.    In  der  That,  die  Reihe 

?ß(a?)«  1  +  l!a;  +  2!a;«H 1- v!  a;"  H 

convergirt  offenbar  nur  für  o;  =»  0,  denn  für  jeden  von  Null  verschie- 
denen a; -Werth  wird  ja  lim  '  v\  x*  \  =»  -{-  oo*^  die  Reihe 


Vssao 


9ß(x)  =  14-0;  + a:'H f-a^'H 

mit  dem  Grenzwerthe convergirt  an  allen  Stellen,  für  die  !  a; ;  <  1 

ist  und  divergirt  ausserhalb  des  Einheitskreises;  endlich  die  Reihe 

^(a:)  =  l  +  ^  +  f-'+...  +  ^  +  -- 
convergirt  beständig,  d,  h.  für  jeden  endlichen  x  -  Werth,  weil  • 


a»ic* 


unter  einer  angebbaren  Grösse  g  bleibt,  wie  gross  man  auch  ^  wählen 
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mag.     Man  kann  ja  jedem  endlichen  £-Werthe  eine  ganze  Zahl  n  so 
zuordnen,  dass 

n^6>«  —  1 

ist,  und  dann  wird  wegen   g^  <  «  (n  +  1)  •  •  •  (»*  4"  f*  —  1)  der  abso- 
lute Betrag  des  Gliedes  a,— i^jua;*"'^+'* 

\a,.,^,^-^+,l^-^Jl-^^^^^^^g    (^=1,2,3,...). 

6.  Will  man  untersuchen,  ob  eine  vorgelegte  Potenzreihe 

^  (x)  =  ao  +  öi^  4"  •  •  •  +  <*rX^  +  . . . 
in  einer  Umgebung  der  Stelle  rr  •>"  0  convergirt,  so  hat  man  zufolge 
der  bisherigen  Sätze  zu  fragen,   ob  es  positive  Werthe  ^q  gibt,   so 
dass  die  Grossen 

la^llo'    (v -0,1,2,..) 

unter  einer  angebbaren  Grosse  g  bleiben. 

Der  folgende  Satz  bietet  ein  einfacheres  Mittel: 

Wenn  in  der  gegebenen  Reihe  der  absolute  Betrag  des  Quotienten 

der  Coefficienten  aufeinander  folgender  Glieder,  das  soll  heissen: 


stets  kleiner  bleibt  als  eine  angebbare  Grösse  r  «»  ^  (R  >  0),  wenn 


also  lim 


^+1; 


existirt  und  endlich  ist 


ist  (<  -f), 


dann  convergirt  die 


Reihe  mindestens  für  alle  x- Werthe,  deren  Betrag  Meiner  ist  cds  K, 
Aus  den  Ungleichungen 


< 


W 


folgt  nämlich 


< 


a. 


< 


B!' 


und 


E' 


a, 


a 


»— 1 


< 


jrT 


ir*<|ao 


d.  h.  der  Betrag  jedes  Gliedes  |  a»a;*  |  bleibt  für  jeden  a:-Werth,  dessen 
Betrag  |  o?  {  ^  iT  ist,  kleiner  als  die  endliche  Grösse  a^  \  und  darum 
convergirt  die  Reihe  an  den  Stellen  innerhalb  des  Kreises  R  um  rc^^O; 
doch  braucht  der  so  hervorgehende  Gonvergenzbereich  nicht  der 
„wahre^  zu  sein,  d.  h.  derjenige,  v^elcher  alle  Stellen  umfasst,  an 
denen  die  Reihe  $(x)  convergirt  In  der  That  gibt  die  Anwendung 
unseres  Satzes  auf  die  frühere  beständig  convergente  Reihe  blos  den 
Einheitskreis  als  Gonvergenzbereich,  indem  die  Grössen 


^+1 


a. 


-|--     (r  =  0,l,2...)     . 


die  obere  Grenze  Eins  haben.  — 
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Der  hier  besagte  Convergeuzbereich  einer  Reihe  ^{x)  wird  die 
Stelle  a;  «»  1  umfassen,  wenn  ü'  >  1  ist  und  darum  folgt: 
Die  Beihe 

flfo  -j-  öl  +  Äj  +  •  •  •  -f-  Oif  -}-  •  •  • 

convergirt  absolut,  wenn 


ist,    Ist  aber 


lim 
lim 

VBaOD 


V+l 


^-f  1 


<1 


>l, 


so   divergirt  die  gegebene   Beiliey    denn  jetzt   ist  die   für   die  Conver- 
genz  nothwendige  Bedingung:   lim     o,  |  =  0    nicht   erföllt   —  Falls 


oo 


lim  {  Or 

VesOD 


0   und  lim 


«i'+l 


=«  1  ist,  kann  die  Reihe  x,  I  ^^  i  ^^' 
vergiren   oder  divergiren,   und  die  Reihe  ^,  a,  kann   unbedingt  oder 

bedingt  con vergiren  oder  sie  kann  divergiren^   das  ist   ohne  weiteres 
nicht  zu  entscheiden.  — 


Nun  aber  kann  man  auch  sagen:    Wenn  lim 


f  =  00 


a 


>+i 


existirt  und 


einen  endlichen  Werth  jB~*  hesitgt,  dann  convergirt  die  Beihe  ^{x)  so 
lange,  als 


lim 


Qv-^IX 


v+1 


a^x 


B  lim 

VsssOO 


a 


v+i 


X 


X 


ö»     1  '      '         JB 


<1 


ist,  d.  h.  sie  convergirt  in  dem  Kreise  R  um  die  Stelle  o;  =  0  und  dtcer- 
girt  für  x-  Werthe  ausserhalb  dieses  Kreises. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ergibt  sich  wieder,  dass  die  dritte  Reihe 
in  Nr.  4  beständig  convergirt,  denn,  was   auch  £  für  einen  endlichen 


Werth  haben  mag,  es  ist  lim 


e 


0. 


6.  Ist  bekannt,  dass  eine  Reihe 

&o  +  h^  +h^  '\ 

einen  Convergeuzbereich  besitzt  und  stehen   die  Glieder  einer  neu^ 
Reihe 

^0  +  ^^  +  ^^  H 

mit  denen  der  gegebenen  Reihe  in  solcher  Beziehung,  dass 

(i;  =  f»  -|-  1^   w»  +  2,  •  •  •) 


ist,  wo  p  und  q  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  convergirt  die  neue  Reihe 
Bugleich  mit  der  ersten. 
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In  der  That,  es  ist 


n 


'v±P±} 


< 


*n  +  Ö  +  i" 


«+? 


(^  -  1,  2,  3,  • . .), 


und  nun  wird  nicht  allein  die  Reihe 


^h^x"",    sondern  auch     ^  W^}^^ 


+  9 


a;^+3 


und  lunsomehr  die  Reihe 


vssm-f-l 


absolnt  convergiren.     Wenn  auch^^CjiiF*  endlich  ist,   wird   also   die 


Reihe 


<0 
ir=0 


convergiren. 


Ist  die  Reihe  ^.  hv  absolut  convergent,  so  convergirt  unter  den 
genannten  Bedingungen  auch  ^.  Cv  absolut.  Ist  aber  ^  \  iy  \  diver- 
gent,  so  divergirt  auch  die  Reihe^^  i  ^  l>  sofern 


ist. 


> 


7.  Aus  der  Stetigkeit  der  Potenssreihe  folgt,  dass  eine  Beihe  ?ß(a:) 
identisch  versckmndet,  d.  h.  für  jeden  a:-Werth  Null  ist,  wenn  sie  an 
allen  Stellen  einer  Punktmenge  mit  der  Häufungsstelle  Null  verschwindety 
oder  wenn  sich  jeder  positiven  Grösse  S  eine  von  Null  verschiedene 
Stelle  im  Convergenzkreise  von  kleinerem  Betrage  als  8  zuordnen  lässt, 
an  der  ^  {x)  Null  ist. 

Weil  ^{x)  stetig  ist,  so  kann  man  nach  Wahl  einer  beliebig 
kleinen  Grosse  «^  eine  Umgebung  9^  der  Stelle  Null  augeben,  so  dass 
an  allen  Stellen  derselben 

I  ^W  —  «ol  <«o 
ist;  weil  aber  ^(a;)  fÖr  einen  Werth  x^  von  kleinerem  Betrage  als  8^ 
verschwindet,  so  ist: 


Da 


^ol<*o?     ^- *^- 


a^ 


0. 


nun 


^(x) 


x%(x) 
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wird  und  ^i{x)  stetig  ist,  so'  kann  man  nach  Angabe  von  e^  eine  Um- 
gebung d^  von  ^  OB  0  bestimmen,  wo 

ist;  doch  da  ein  yon  Null  verschiedener  Werth  Xi  besteht ,  für  den 
^(x)  und  somit  ^i(x)  Null  ist,  so  gilt 

I  Ol  I  <  Ci ,     d.  h.     flj  =■  0 . 

So  schliesst  man  weiter  und  ersieht,  dass  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  jeder  Goefficient  a.  Null  ist  und  ^{x)  identisch  yer- 
schwindet:  ^(x)  ^  0. 

Jetzt  folgt  unmittelbar,  dass  ewei  in  der  Umgebung  der  SMle  NuU 
convergente  Potenereihen 

^,(x)=i:a,x%    ^^(x)  =  Zh^xf^ 

identisch  gleich  sindy  d.  h.  Oy  «=»  &,  (v  =  0, 1,  2  •  •  •)  ist,  tvenn  die  Beihm 
an  unendlich  vielen  SteUen  mit  der  Häufungs-  oder  Grenestelle  a;«0 
die  gleichen  Werthe  annehmen;  und  es  folgt,  dass  eine  Totengreihe,  ^ 
an  unendlich  vielen  Stellen  jeder  (noch  so  kleinen)  Umgebung  von  x  =  0 
den  Werth  C  annimmt,  an  jeder  Stelle  des  Convergenzbereiches  den 
Werth  C  hat,  also  einer  Constante  gleichkommt.  — 

Die  genannten  Sätze  gelten  selbstverständlich  auch  für  Potenzreihen 


00  00 


^,  (x-a)^  ^cC)  (x  -  ay,    ^,  («  -  a)  -=  ^c^^'^  (*-«)«, 

deren  Convergenzkreise  ihre  Mittelpunkte  in  o;  =  a  habes.  — 

Den  letzten  Satz,  den  sogenannten  IdentüätsscUg,  werden  wir  als- 
bald benützen.  — 

§  39.    Die  Beohnnngsoperationen  mit  oonvergenten  Potenneihen. 

Jetzt  wollen  wir  Sätze  besprechen,  die  uns  in  den  Stand  setzen, 
die  Rechnungsoperationen  mit  den  durch  Potenzreihen  definirten 
Grössen  auszuführen. 

1.  Ueber  die  additive  Vereinigung  einer  endlichen  Anzahl  von 
convergenten  Potenzreihen  ^v(x)  brauchen  wir  nichts  zu  sagen. 

Das  Product  zweier  in  der  Umgebung  B  der  Stelle  x  ^0  cm- 
vergenter  Beihen 

OD  OD 

ist  durch  die  Reihe 

OD  00 

^cxx^  «=  ^, (oobz  +  ai&i-i  H f-  axbo)x^ 

So  So 
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zu   definiren,  die  in  demselben  Bereiche  convergirt.  —  In  der  That^ 
jede  Reihe 

OD 

h^zf^^a^x^    (fi  — 0,1,2,  ••.) 

ist   far   die  x-WerÜhe   von  einem  Betrage  r  <  jR  absolut  convergent, 
und  die  Reihe  ans  der  Summe  der  Reihen 

flO 

convergirt  ebenfalls.     Damach  aber  ist  die  Behauptung  zufolge  des 
Satzes  in  §  7, 12  und  §  20  erwiesen. 

Demnach  lässt  sich  jede  gawse  rationaie  Function 

fiyiyyif'-yn) 

der  n  Potenzreihen 

y,~^.{x)     (v-1,2,...«), 

die  einen  gemeinsamen  Convergenzbereich  besitzen^  in  eine  Potenzreihe 
^{x)  entwickeln, 

2.  Wir  haben  eben  erfahren,  dass  die  ganze  rationale  Function 
f{y)  einer  conyergenten  Potenzreihe  y»Bi^(a:)  in  eine  Potenzreihe 
entwickelbar  ist.  —  Ist  aber  f{y)  eine  im  Kreise  B  absolut  conver- 
gente  Reihe 

00 

und  y  durch  eine  in  dem  Kreise  r  absolut  convergente  Reihe 

OD 

definirt,  so  darf  man  f(y)  nicht  ohne  toeiteres  als  Function  von  x  betrachten. 
Ist  jedoch  für  einen  Werth  x  von  kleinerem  Betrage  als  r 


00 


dann  kann  man  die  absolut  convergente  Reihe 


OD 


l=*0 


nach  Potenzen  von  x  ordnen,   also   auf  die  Gestalt  ^  c^xf^  bringen, 

und  der  Werth  dieser  Reihe  ist  in  ihrem  Convergenzkreise  gleich  f(p{x)). 
In  der  That,  stellen  wir  die  absolut  convergenten  Reihen 
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b^fix)  -=  &,(ao'»)  +  o,««  +  a,<««»  H ), 

bxp^ix)  =  6i(aoW  +  Ol««  +  o,W«*  H ), 

zusammen,  so  convergirt  die  Beihe  aus  den  Orenzwerthen  dieser  Beilien 
für  einen  in  Rede  stehenden  a;-Werth  vom  Betrage  1,   da  ja 


00 


Pix)  <^\a.^''\V^«m<B, 


v»0 

oo 


P'(a;)l  <2\  «»"^  1  S'  ^  »"(Ö  <  R' 


VssO 

00 


ist,   und  die  Reihe  ^  \  biy^  \   für  einen  y-Werth   von  kleinerem  Be- 
trage als  R  convergirt.    Damach  aber  werden  auch  die  Reihen: 

00  00 

00 

absolut  convergiren,  und^,  Cf^xf*   ist   eine   convergente   Reihe,   deren 

Grenzwerth  mit  dem  Grenzwerth  derjenigen  Reihe  übereinstimmt,  die 
aus  den  Summen  der  früheren  Reihen  zusammengesetzt  ist ;  und  es  gilt 


oo 


(Siehe   Cauchy:   Resumes   analytiques  1832,   p.  65  und  p.  161.    Des 
series  doubles  ou  multiples.) 

3.  Betrachten  wir  nun  den  Quotienten  zweier  convergenter  Beihen 

00  00 

y,  (x)         »=0  __    y=.0 

%  (X)  °~ 


wo  i  &0  I  >  0  ^<^  soD^i*  I  ^»(O)  I  >  0  ist,  auf  dass  mit  Rücksicht  auf 
die  Stetigkeit  von  ^^{x)  auch  ein  Bereich  um  die  Stelle  ^  ««  0  anzu- 
geben ist,  wo  ^(x)  keine  Nullstelle  hat,  und  setzen  wir 


^fxf^-y^xpix), 
so  darf  man  für  a?-Werthe,  welche  \xp(x)\<l  lassen,  die  Entwicklung: 
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in  eine  Reihe  ^,  c/a^  transformiren,  und  es  wird 

^*  ^   '         r»0  r=0  A*=»0 

Man  kann  also  den  Quotienten  zweier  Potenzreihen  unter  der 
genannten  Bedingung  in  eine  Reihe  entwickeln  und  ebenso  die  ratio* 
nale  gebrochene  Function 

wo  f  und  g  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  wo  femer 

00 

y.-$.(a;)-2^a^,.fl^     (i;  =  l,2,...) 

und 

|^(aoi,  «0«,  •  ••  Oo»)|>0 
ist.  — 

Offenbar  kann  der  Convergenzkreis  der  früheren  Reihe^^  Cf^x^*  die 

der  Stelle  a?  -=  0  nächstliegende  Null  stelle  x'  der  Reihe  5ß,(a;)  nicht 
mehr  enthalten,  wenn  daselbst 

lim  ^'-^  «=  oo 

wird.  — 

Zur  Entwicklung  des  Quotienten  zweier  Reihen  in  eine  ist  nicht 

die  Entwicklung  von  g,-,  -  in  eine  Reihe  und  die  folgende  Multipli- 

cation  mit  ^i{x)  nothwendig,  sondern  man  setze 

00 

und  berechne  die  unbestimmt  gelassenen  Coefficienten  c^  auf  Grund 
des  Identitätssatzes  so,  duss  in  dieser  Gleichung  die  Goefficienten  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich  werden,  also  dass 

Or  =  hoCp  +  6i(V-i  H h  Kco    (y  «  0,  1,  2,  •  •  •) 

wird. 

Wir  wollen  diese  Methode  der  unbestimmten  Coefßcienten  anwenden, 

um  die  rationale  Function 
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in  der  Umgebung   der   Stelle  o; «» 0,   wo  gmQ^)  nicht   verschwinde, 
durch  eine  Beihe  analytisch  darzustellen. 
Wird 


^m(«) 


-2''^*' 


gesetzt,  so  hat  man  die  Gleichungen  zu  erftUlen: 


bmCfi  +  ^m  — 1  C^+1  + 

Es  ist  daher 


+  6bCm+^  — 0  (f*  =  0,l,2...)- 


Cv 


ao 

&0 

0  ...0 

0 

Oj 

&1 

6o   ••  -0 

0 

(-1)» 

• 
• 

• 

• 
* 

•  • 

•  • 

• 
• 
• 

V+' 

Oy- 

-2 

hr- 

-2 

6»— 8  •  •  •  6o 

0 

{ly.. 

•1 

br- 

-1 

6r— 2  •  •  •  6l 

bo 

(h 

6, 

6y— 1  •  •  •  6j 

hl 

(v«.0,l,2..-(m  — 1) 


und 

d.  h.  vom  (m  -|-  2)^*^  Coef&cienten  ab  lässt  sich  jeder  als  dieselbe  lineare 
Function  der  m  vorhergehenden  ausdrücken  und  die  Coefficienten  dieser 
linearen  Function  sind  die  Grössen 

(-r)     (A-=l,2...m). 


§  40.    Ansdehnnng  des  Binomiallehrsaties  auf  rationale  Szponenten. 

!•  Als  Beispiel   für   die   Bildung   des   Productes   zweier  Reihen 
wählen  wir  das  Product  von 

*i(«)  -  A«;  «i)  =■  1  +  (?)«  +  ft)^  +  •••  +  (';)«'  +  -••, 

und 

%(»)-=/(«;;  «0-1+ (7)*+ ft)^ +•■•+(*;)*'+•  •' 

wo  n^  und  n^  beliebige  endliche  reelle  Grössen  seien  und 

/n.\  ^  n.(nf  —  i) . . .  (n^  — ir  +  i) 


1-2 


(i  =  l,2) 
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sein  soUy  so  dass 

%{x)-f(x',n,)  =  (l  +  xyi 

ist,  wenn  n^  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Jede  der  Reihen  hat  den  Einheitskreis  zum  Convergenzbereich^  denn 
sie  convergiren  nur  f&rdie  :i;-Werthe,  welche  der  Bedingung  unterliegen: 

I  /         **t  "1"  i\ 
lim    ^1 -—jx 


VtsmCO 


x\<l. 


Das  Product  der  Reihen  ist  durch  die  wieder  in  dem  Einheitskreise 
eonvergente  Reihe  definirt: 

1 +J(('5) +(•!;.)  (7) +•■■  + tt)  (,!;■)+ ft))*'- 

Bemerkt  man,  dass  die  Coefficienten  von  x,  j;',  a^^  nämlich 

(•;)+f;)-(-t""). 

('5)+("-)C?)+ft)-(n"-). 

(';)+ft)ft)+(i')ft)+('?)-(-t"') 

sind,  so  liegt  die  Yermuthung  nahe,  dass  der  Goefficient  von  x^': 

ft) + Cü .)  ft) + ■  •  ■ + W  Cü! ,) + W  -  ("■  t  "■) 

sei;  in  welchem  Falle 

anzusetzen  wäre.    Diese  Relation  erweist  sich  als  richtig,   denn  man 
kann  aus  der  Annahme,  dass 

C!i,)+ej(?)+-+(T)  (.!:,)  +  (.  :?J-("tlr-) 

sei,  die  Yermuthung  bestätigen. 

In  der  That,  bildet  man  aus  den  Beziehungen 

«(:)=C-i)(">-''+i)  °°d  A(';)=(,::!j(«,-A+i), 

die  fftr  x  >»  1 ,    A  «=  1  auf  die  Formeln 

DJ-O    und     Cl-J^O 
fQhren,  die  Formel 

(«+')(':)(!f)-(."i,)('?)(".-«+i)+(:)(x!! .)(«.-'+«. 

und  specialisirt  diese  für  die  Fälle,  wo 

X  =  1/,     V  —  1,  •  •  •  1,  0 
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und  gleichzeitig  der  Reihe  nach 

A  —  0,  1,  ■  •  •  1/  — •  1,  V 
ist,  so  erhält  man 

-O-C-J  (».--+1). 

'(.!l,)C?)-C!;JC;)(».-'+2)+(.!:,)co, 

und  die  Summation  liefert 

'|(:)  +  (.!;.)(?)+-+tt)e>)+(:))— fM. 

d.  h.  die  im  Falle  (v  —  1)  als  bestehend  angenommene  Relation  gilt 
im  nächsten  Falle  v.  Nun  gilt  die  Beziehung,  wenn  t/  «s  1^  2, 3  ist, 
folglich  gilt  sie  allgemein.  — 

Aus  der  nun  bewiesenen  Gleichung 

folgt,  wexm  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet: 

und  weil 

fix;  n,)  ■  fix;  -  nO  =  fix;  0)  -  (1  +  x)"  =  1 

ist,  gilt  ebenso: 

Für  den  besonderen  Werth  w^  —  1  w^  abo  die  Reihe 

in  ihrem  Convergenzbereiche,  d.  h.  dort,  wo  sie  eine  arithmetische 
Bedeutung  hat,  eine  analytische  Darstellung  der  I\incti<m 

1 

Ersetzt  man  x  durch  —  x,  so  gilt  die  Entwicklung 
und  ebenso 


QO 


(1  — a:)-('»+i)  =  1  +  V  (^+^)  (w  +  2)  -  •  (w+  ^) ^^ 
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Dann  ist 


indem 

ft(ft— l)---(ft-~m4-l) 

1  •  2  •  •  '111 

für  den  Werth  ft  =•  m  +  ^  gleich  wird 

(m  +  l)(m  +  2)---(m+X) 
1-2. ..X 

Ist  in  der  Gleichung 

k 

n,  eine  rationale  Grösse  von  der  Form  — .  so  wird^ 
*  fit ' 


ri^-'  I) 


m 
m 


(1  +  *■)*' 

und  desshalb  hat  die  Reihe 


an  jeder  Stelle  x^  in  dem  Einheitskreise  den  Werth  ^  der  als  Haupt- 

werth  der  m-deutigen  Function  k  (1  +  x)*  an  der  Stelle  Xq  bezeichnet 

wurde;  die  Berechnung  des  Hauptwerthes  der  Function  }/(l  +  xy  für 
einen  Variabienwerth  x  von  kleinerem  Betrage  als  Eins  ist  durch  die 
Bildung  der  Summe   der  genannten  Reihe  arithmetisch   vorgeschrieben. 

Wir  haben  also  durch  die  Reihe  die  Function  y  (1  4~  ^)*  theilweise 
analytisch  dargestellt. 

Die  Behauptung;   dass   die  frühere  Reihe  die  Hauptwerthe  von 

y  (1  +  a:)*  darstellt,  ist  gewiss  richtig  für  die  positiven  rc-Werthe 
kleiner  als  1.  —  Da  aber  die  Potenzreihe  eine  stetige  Function  ist, 
so  können  die  durch  die  Reihe  gegebenen  Werthe  immer  nur  Haupt- 
werthe sein;  d.  h.  die  Reihe  kann,  indem  x  nach  x'  conyergirt,  nicht 

einen  Werth  c  y^(l  -}-  x'y   angeben,   wenn   sie   an   den   benachbarten 

Stellen  x"  den  Werth  y'(l  +  xy  lieferte. 

So  ist  der  BinomiaUehrsata  auf  den  Fall  ausgedeJmt,  wo  der  Ex- 
ponent des  Binomes  eine  Idiebige  rationale  Zahl  m  ist  und  wir  ent- 
nehmen aus  der  Darstellung 

.Bi«rmann,  £l«a«iit«  der  höheren  MathemAtik.  19 
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dass  bei  jeder  rationalen  Grösse  m 

ist. 

Es  ist  insbesondere: 

(1  +  .)*  ^  1  +  i'(^^  L:Ai_*-_- («-_V. 

Wenn  man  darnach  für  x-Werthe  von  grosserem  Betrage  als  j  a 

setzt,  so  folgty  dass  der  Grenzwerth  von 
für  a; «»  cx>  gleich  ist  dem  Grenzwerthe  von 

^(— l/~^    186    -»(2»— 1)     /a_y 

d.  i.  y     So  zeigen  wir  an  Beispielen ,   wie  wir  die  Grenzwerthe  von 

Functionen ;  die  wir  durch  Reihen  analytisch  darzustellen  yermogen, 
dadurch  finden,  dass  wir  in  den  analytischen  Darstellungen  den  Grenz- 
process  yollziehen. 

2.  Wir  wollen  an  der  Hand  der  Entwicklung  fttr  (1  +  ^)"  ^^ 
Beihe  von  Ungleichungen  entwickeln,  die  später  von  Bedeutung  sein 
werden. 

a)  Es  sei  x  ein  reeller  Werth  zwischen  0  und  1,  und  die  raiimok 
Grösse  m  zunächst  positiv  und  kleiner  als  1,  dann  wechseln  in  der 
Entwicklung: 

die  Glieder  vom  zweiten  ab  das  Zeichen,  und  weil  der  „Grenzwerth'' 
der  alternirenden  Beihe  kleiner  ist  als  jede  aus  einer  ungeraden  An- 
zahl von  Gliedern  hergestellte  Partialsumme,  so  ist 

1  +  mx  >  (1  +  xy^. 

b)  Ist  aber  m  >  1  oder  m  <  0,  so  vrird 

1  +  mx  <(1  +  a?)"». 
Im  Falle  eines  negativen  Exponenten  m  ist  diese  Behauptung  offenbar 

00 

richtig,   denn   der   Grenzwerth  der  alternirenden  Reihe  ^,  \)^  ist 

r»0 
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grosser    als  jede   aus    einer   geraden  Anzahl  Ton  Gliedern   gebildete 
Parüalsnmme.    (Die  Glieder  wechseln  Tom  ersten  ab  das  Zeichen.) 
Ist  m  >  1  und  (i  die  grosste  in  m  enthaltene  ganze  Zahl;  so  wird 

1+ (7)«  + ■••  +  (^+2)*^+*  <(!  +  *)"<  1 +  (?)*  +  ••• + 

und  weil  offenbar 

isiy  so  gilt  auch  hier 

(1  +  a?)*"  >  1  +  mx. 

bT)  Setzen  wir  voraus ,  dass  1  >  m  >  0  und  x  <    r      ist,   so 

gilt  auch  die  Ungleichung 

l  +  x 
denn  bei  Yergliächnng  der  Entwicklungen 

(1  +  «)•»  —  (1  +  «) .  (1  4.  »)«-!  — 

-(!  +  «)  (i  +  ("*7>+f  7  V+-), 

oder  auf  Grund  des  Satzes  unter  a)  geht  heryor^  dass 

l  +  (l-m)x>(l+xy-'-     und    (1  ^  xr-' >  j:zrj^:zrif^ 

ist. 

b')  Ist  m  >  1  oder  m  <  0,  so  wird  für  die  positiven  reellen  Werthe 

von  X  <1  und  kleiner  beziehungsweise  grösser  als     _ 

1        wag  ^ 

denn  jetzt  ist 

l  +  (l-m)a;<(l +  «)'-'»    und    (1  +  a;)"-^  <  ^_^j_^^-^. 

c)  Man  kann  ebenso  sehen^  dass  im  Falle  —  1  <  m  <  0 

und  dwB  im  Falle  m  >  0   oder  m  <  —  1 

c')  1  + ^<(l+:c)m<      i_ 

19* 
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igt^  doch  zum  Bestehen  der  zweiten  Theile  der  Ungleichungen  muss 
X  <  1 — r  sein. 

Man  findet  diese  neue  Formen  von  Ungleichungen  aus  den  frtlheren, 
indem  man  statt  m  (m  -|-  1)  schreibt  und  die  entstehenden  Ungleichungen 
durch  (1  +  ^)  diyidirt. 

Die  gewonnenen  Ungleichungen  unter  a)  und  a')  und  die  ersten 
Theile  der  Ungleichungen  in  c)  und  c')  gelten  nicht  blos  ftr  reelle 
a;-Werthe  zwischen  0  und  1;  wir  zeigen  ohne  Bücksicht  auf  die  analy- 
tische Darstellung  von  (1  -f*  ^)"*9  ^tuss  der  Giltigkeitsbereich  wirklidi 
grösser  ist ,  wenn  wir  dabei  auch  einige  in  §  5;  2  Torgekommene  Be- 
trachtxmgen  wiederholen  müssen. 

Sind  a  und  &  Ton  einander  yerschiedene  reelle  Grossen  und  ^ 
eine  positive  ganze  Zahl  grosser  als  Eins^  so  wird  wegen 

o^  —  &«  =  (a  —  &)  ((ii«-i  +  o^-«  &  ^ 1-  6^-1), 

^{a  —  &)^—i  <  o/*  —  &"  <  fi(a  —  6)0^-^  (1) 

Setzt  man  a=l  +  iP>0;    a?>0,  6«=1,  so  gilt 

1  +  ,ta;  <  (1  +  «>•  <  1  +  M«  4t^ 
oder 

l  +  ^a:<(l+x>*<— i^,  (bundb') 

doch  im  zweiten  Theile  ist  x  <    __   ^  der  Nenner  also  positi?  anzu- 
nehmen. 

Durch  die  früher  genannte  Substitution  von  fi  -f-  1  an  Stelle  Ton 
ft  folgt  für  ganzzahlige  fi  >  0 

doch  im  zweiten  Theile  gilt  \ix  <  1. 

\_ 

Ersetzt  man  in  I)  a  durch  (1  -f-  o:)^;  &  durch  1;  und  bedeutet  fi 
eine  positive  ganze  Zahl  >  1^  so  wird 

fi ((1  +  a;))A*  —  l)<rc<fi((l  +  rr)>  —  l)(l  +  fl;)  a*    — 

=  fi(l  +  «^)(l — 4) 

und  ^  (^+*)'* 

f^  1 Z 
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Umsomehr  ist 

->  (l+a?)^>l+  -7i4-t; 


1  — -— 


und  wenn  man  hier  jeden  Theil  zur  ganzzahligen  v^^  Potenz  erhebt 

unter  der  Annahme,  dass  1  -| — 77-i — ;  >  0  sei,  so  wird  mit  Bücksicht 
aof  (l+y)*>l  +  wy: 


I» 
der  zweite  Theil  dieser  Ungleichung  besagt  im  Falle  1  -] —     ,      <  0 
nur  etwas  Selbstverständliches.    Daher  ist  in  dieser  f&r  positive  ratio* 
nale  Exponenten  —  ^  m  bestehenden  Ungleichung : 

r 

r— ^ —  >(1  +  a:)™  >  1  +  -^  (c') 

linker  Hand  mx  <  1,  doch  der  zweite'  Theil  gilt   für  jeden   von  Null 
verschiedenen  reellen  x-Werth  >  —  1. 

Setzt  man  die  positive  rationale  Grösse  m  >  1  voraus,   so   wird 
femer 

1  +  fwa;  <  (1  +  xY  < ^,  (b  und  V) 

doch  im  zweiten  Theile  gilt  x<- — r:   denn  es  ist  nach  der  letzten 
Formel 

(l  +  x)--(l+a;)(l+a:)-~^>(l  +  a;)(l  +  ^^Y^ 

(1  +  ä)  (1  +  a:)"-»  <  ,     ^+^,,    — ^- . 

^      '      ^^      *      ^  1  — (m  —  l)x  mx 

1  +  x 

Setzt  man  die  positive  rationale  Grösse  m  <  1  fest^  so  wird 

\_ 
(1  -f-  t»x)"»  >  1  +  ^,    also  1  +  >wx  >  (1  +  a?)"» 
und 

\  1  +  ä/  1  +  ä 

somit 

l+mx>{\+xY> ^^^-  (*  ^nd  a') 

Ebenso  kann  man  im  Falle  m  <  0 
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l  +  fnx<{l+x)-^<—^  (bundb-) 

setzen  und  diese  Ungleichung  wieder  spalten: 
Für  0  >  I»  >  —  1  wird : 

fUr  m<—  1 

1  +  T^  <  (1  +  ^)"'  <  r-^*— ,  (0 

'    l+x       ^      '      ^  1 — mx'  ^  ^ 

und  im  zweiten  Falle  ist  der  zweite  Theil  nur  richtig,  wenn  fnx>l  ist 
3.  Zur  näherungsioeisen  Berechnung  des  Werihes  einer  Beüie  ^(x), 
die   bei   Verwendung   des    erweiterten   Binomiallehrsatzes    schon  er- 
wünscht ist,  wird  man  nur  eine  Partialsumme 


bilden,  doch  handelt  es  sich  darum,  den  Werth  des  Restes,  d.  h.  den 
Werth  der  Reihe 

OD 

abzuschätzen. 

Ist  die  Reihe  in  dem  Kreise  B  convergent  und  weiss  man,  dass 

die  Beträge 

la^+^ic^+^l     (1;  — 1,2,...) 

für  einen  :i; -Werth  yon  dem  Betrage  B'  kleiner  bleiben  als  gR',  so  ist 
für  einen  rr-Werth  vom  Betrage  £  <  22'  bekanntlich 

Bilden  die  Glieder 

|a,+.|ir«+*    (i;_l,2,...) 

eine  abnehmende  Folge  von  Grössen,  so  darf  man 

ga'  —  I  a,+i !  2r-+^ 
setzen  und  es  ist  nun 


»*«  I  <  I  a«+i  I  1  ' 


Stehen  die  CoefGcienten  Gn^v  in  solcher  Beziehung  zu  einander,  dass 
mit  wachsendem  v  immer  kleiner  wird,  und  somit 
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"•+/« 

««+1 

- 

•«+/- 

««+/U-1 

^«+/*-l 

««+/U-« 

U  +  2 
^+1 


< 


wird;  80  ist  sogar 


also 


r.|<|a.+,||-+>2'    ?i- 

Äo  I  "«+1 

««+1 1  {"+* 


5S 


< 


1  — 


'..+« 
'-+1 


£ 


Darnach  ist  z.  B.  der  Werth  der  Reihe 

2(*+T  +  T  +  --  +  »^+-)' 

an  jeder  Stelle  des  Convergenzbereiclies  bis  auf  einen  Best  von  klei- 
nerem Betrage  als 

a.|2m+l  j 


«m+ 1     ^      2m  +  l  ,      ,, 

2m  +  3        ' 
darch  den  Werth  von 

gegeben.  — 

Zur  Berechnung  des  Hauptwerthes  einer  Wurzel  einer  positiven 
reellen  ZaUengrösse  bedient  man  sich  nicht  allein  der  früheren  Bino- 
mialreihe  und  der  eben  yorgenommenen  Restbestimmung,  sondern  man 
wendet  mit  Vortheil  eine  aus  der  Entwicklung 

1  II«       I   ♦*(»*  + 1)   «   I 


heryorgehende  Formel  an.     Setzt  man 

X 


0  — 


worauf    X  = 


ist,  so  dass  a;  =■  1    0  —  -(-  c»     und    a?  =  —  1    ;?«»  —  y  entspricht, 

und  0  von  —  y  bis  +  °^  wächst,  während  x  von  —  1  bis  +  1  zu- 
nimmty  so  wird  für  jeden  i?-Werth  aus  dem  genannten  Intervalle 

r±rT.-^^+'y  ->+t{it-.)+"-?^(it-J+- 

Wenn  man  0  durch  —  ersetzt,  so  wird 

a 

(.  +  a).  -  a.  (1  +  f  (j^,)  + --ai«  (^)*  +  . . .) . 
Will  nian  darnach  z.  B.  YlÖ  berechnen,  so  setze  man 
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und  es  gilt 

Vro-(2  +  8)*-2(l+i(i)+^(i)'  +  l±I©'  +  ...> 

diese  Entwicklung  erlaubt  offenbar  eine  Berechnung  bis  auf  eine  vor- 
gegebene kleine  Grösse  mit  Hilfe  einer  geringeren  Anzahl  von  Gliedern 
als  die  binomische  Reihe^  in  der  die  Glieder  abwechselnd  positiv  and 
negativ  sind. 

§  41.    Abgeleitete  Fotenzreihe.    Fortsetrangen  einer  Fotenireihe  und 
Definition  der  analytisohen  Funotion  einer  oomplexen  Variablen. 

1«  Aus  jeder  einzelnen  convergenten  Potenzreihe 


»=o 
kann  man  unendlich  viele  andere  ableiten.    Ist  x^^  eine  Stelle  in  dem 
Gonvergenzkreise  B,  und  setzen  wir 

a;  =  a;o  +  /*, 
bestimmen  aber,  dass 

\x\^\x,  +  h\^\x\  +  \h\<R 

ist;  dann  kann  man  nach  dem  Satze  in  §  39,  2  die  Reihe 

OD  00 

+c:>o^.'-+(:)ä') 

nach  Potenzen  von  h  ordnen.    Die  dabei  entstehende  Reihe  heisse: 
und  weil  für  Ä  -=  0 

?(«o)-r>(*o) 

ist;  was  auch  Xq  für  einen  Werth  von  kleinerem  Betrage  als  B  haben 
mag;  so  gilt 

^^^K^o)}  ^'^'  ^®^  Coefficient  von  Ä  in  der  Entwicklung  von  ^(a?(j  +  *-> 
ist  der  Werth  der  Reihe 

OD 

an  der  Stelle  x  «=  x^.     Diese  Reihe  ^^^\x)  hat,  wie  aus  den  Vorans- 
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Setzungen  Aber  Xq  und  der  Definition  der  Reihe  folgt,  einen  ConTergenz- 
radius  R'  ^  R.    Da  aber  mit  der  Reihe 

^,  va^x'"~^     auch  ^  a^x''"^ 

und  dann  auch  ^{x)  convergirt,  ist  hinwiederum  R>R'  und  somit 
gilt  B'  —  2J. 

$<')(x)  heisst  die  erste  Ableitung  von  ^{x)^  also  ist  ^^^^{x^  der 
Werth  der  ersten  Ableitung  an  der  Stelle  Xq:^  $^^>(0)  ist  gleich  a^.  Und 
femer  kann  man  auf  Grund  früherer  Sätze  aussagen,  es  ist: 

^a)(x)-lim^(^  +  ^>-^^"^- 
^<«>(a;o)  ist  der  Werth  der  Reihe 


an  der  Stelle  x^.  Da  ^^^^{x)  durch  denselben  Process  aus  $(^>(rr) 
heryo^eht  wie  ^^^^{x)  aus  $(^);  d.  h.  dadurch ,  dass  man  an  Stelle 
von  X"»  ma;^""^,  an  Stelle  Yon  x^  Null  setzt,  so  heisst  $W(a?)  die  eweiie 
Ableitung  yon  iß(x)  und  die  erste  Ableitung  yon  ^^^^{x).  Der  Con- 
vergenzradius  dieser  Reihe  ist  wieder  22.  Ihr  Werth  an  der  Stelle 
o;  =a  0  ist  2!  o^,  und  femer  gilt 


Ebenso  ist 


^(a:)  =  Um?^^^i^+4=lÖ«l. 


OD 


^W(a;)  —^v  (v  —  1)  ■  •  •  (w  —  n  +  l)«»»'-" 

*(«)  (0)  -  «!  a.,  ^(-.  (^)  ==  lim  r-'V  +  >^)-^'-'>(») . 

Die  Reihe  ?ß<»>(a?)   heisst  die  n**  Ableitung   yon  $ß(a?)   und   ihr  Con- 
yergenzradius  ist  JR.*) 

Nach   diesen  Erklärungen  darf  man  die  ursprüngliche  Reihe  in 
der  Form  amreben: 

*)  In  der  DifiTerentialreohnung  nennt  man  die  Prodncte 

^^^\x) .  Ä,    ^^^  ix) .  Ä», . . .  ¥^»>(a;)  •  Ä*, . . . 

das  erste,  zweite,  •••n^  Differential  von  $(a;)  nach  o;  und  bezeichnet  diese  mit 

d^{x),    d*«ß(a;),...d*'¥(a;),-.. 

und  yersteht  unter  n-mäligem  DifferefUüren  yon  $(:c)  die  Herstellung  des  n^n  Dif- 
ferentiales. 
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Flg.  6. 


und  die  „abgeleitete  Beiheft  lautet,  wenn  man  h  wieder  durch  (x  —  x^ 
ersetzt: 

Diese  durch  die  Substitution 

a?o  +  (a?  —  a^o)  ftr  a; 
aus  ^(x)  abgeleitete  Reihe,  die  wir 
mit  %  (x)  oder  5ß  (a?  |  a\j)  oder  ?ß  (« — x^) 
bezeichnen,  convergirt  jedenfalls  an 
den  Stellen  innerhalb  des  um  x^  ge- 
legten Kreises  mit  dem  Radios 
12  —  I  ^0  I '  ^*  ^*  mindestens  in  dem 
Kreise  um  x^y  der  den  Conyeigenz- 
bereich  der  Reihe  ^{x)  von  Innen 
berührt,  denn  an  den  ihm  angehören- 
den Stellen  hat  ?ß  (a?  —  x^  denwl- 
ben  Werth  wie  ^{x)  selbst,  indem 
für  diese  Stellen  nur  eine  identische 
Umformung : 

vollzogen  wurde.  — 

Der  genannte  Convergenzkreis  von  ^{x  —  x^  braucht  nicht  der 
wahre  zu  sein,  d.  h.  die  „abgeleitete^  BeSke  kann  auch  an  Stellen  cm- 
vergiren,  die  in  grösserer  Entfernung  von  x^  liegen^  eis  B  —  |  a?^  I  «V*^- 

%.  Wir  überzeugen  uns  von  dieser  Möglichkeit  zunächst  an  einem 
Beispide^  indem  wir  aus  der  in  dem  Einheitskreise  um  x^  conve^ 
genten  Reihe 

5ß(^)-^  +  y  +  y  +  --  +  T  +  -- 
die  Reihe  $  (^  +  y)  ableiten.     Die  erste  Ableitung  von  $  {x)  ist 

und  stellt  in  dem  Einheitskreise  die  Function dar;  die  (n  +  1) 

Ableitung  vou  ^{x)  ist 

$(«+i)(a;) ^^v{v  -  1)  . . .  (v  —  n  +  l)a?*— , 


ti 


Vsss» 


und  diese  stellt  im  Kreise  mit  dem  Radius  Eins  um  a;  *»  0  die  Function 

n! 
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dar  (sielie  S.  289).    Folglich  ist    . 

*^^(-i)-^    (^-1^2,3,...) 
und  man  hat  zu  setzen: 

*('+I)-*(-t)  +  I('+4)  +  t(I)'('+t)'  +  -  + 

Diese  Reihe  convergirt  gewiss^  so  lange 

ist,  und  sie  divergirt  für  a? ««  1,  daher  geht  der  um  die  Stelle  —  y 

gelegte  Convergenzkreis  der  neuen  Reihe  durch  die  Stellen  x^^  —  2 

und  a?  —»  +  1>  ^iid  der  Radius  ist  y 

Wir  werden  später  erfahren,  dass  die  Reihe  $(a:)  in  ihrem  Con- 
vergenzbereiche  die  Function  —  log  (1  —  x)  darstellt,  dass  also 

ist,  und  dass  die  Reihe  $  ( o;  -f*  y)  '^^  Function 

-  log -f- -  log  (l  -  I  («  +  i-)) 

darstellt,  die  zufolge  der  Beziehung 

-[log|  +  log(l-|(a.  +  i))]— log-|(l-|(a;  +  l))- 

--log  [l  -  (-1  +  (a;  +  1))] log(l  -«) 

keine  andere  Function  ist  als  —  log  (1  —  x).  Wir  sehen  somit,  dass 
wir  die  Werthe  von  —  log  (1  —  x)  an  Stellen  in  dem  Einheitskreise 
durch  Berechnung  des  Werthes  der  Reihe  ^{x)  finden,  und  dass  wir 
die  Werthe  derselben  Function  an  Stellen,   die  ausserhalb  oder   auf 

dem  Einheitskreise,  aber  innerhalb  des  um  o;  «^  —  ---  mit  dem  Radius 

Y  verzeichneten  Kreises  aus  der  Reihe  $  (^  "h  v)  berechnen  können; 

diese  Reihe  liefert  also  Functionswerthe,  die  ^{x)  nicht  gibt 

Will  man  den  Werth  der  Function  —  log  (1  —  x)  an  einer  Stelle 

x'  ausserhalb  des  Convergenzkreises  von  ^\x\  —  -r-j  finden,  so  bedarf 

man  noch  einer  oder  mehrerer  weiterer  Reihen,  deren  Ableitung  wir 
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erst  zu  besprechen  haben.    Hat  man.  aber  eine  Reihe  ans  ^  Ix  \  — j] 

abgeleitet^   deren  ConTergenzbereich  die  Stelle  x'  enthalt^   dann  gibt 
ihr  Werth  ftlr  rc  —  a;'  den  (oder  einen)  Werth  von  —  log  (1  —  x). 
3.  Macht  man  die  aus  ^{x)  abgeleitete  Reihe 

zur  primitiven  Reihe,  und  ist  Xi  eine  Stelle  in  ihrem  Convergenzkreise  R^ 
um  Xqj  ersetzt  man 

X  --  Xq   durch    a^i  —  a?^  +  (ä  —  äJ, 

und  ordnet  die  entstehende  Reihe 

00 

^cf)(x,  —  x^  +  (x^x,)y 
nach  Potenzen  von  (pc  —  x^),  so  geht  eine  Reihe 


^,{x  I  X,)  =  Sß(x  I  X,,  X,)  -2/ c<;)(a;  -  x,y 


hervor,  die  mindestens  so  lange  convergirt,  als 

\  X  —  Xi\  <iRi  —  \  Xi  —  a?0  I  =  Bi  —  rf, 

ist.    Ihre  Coefficienten  cJJ)  (n  «»■  0, 1,  2,  •  •  •)  sind  in  folgender  Weise 
zu  definiren: 


cd) 

n 


In  der  Umgebung  JBi  —  d^  von  x^  hat 

^(x\x^,Xi) 

dieselben  Werthe  wie  ?ß(a?  |  Xq),  doch  kann 
der  Convergenzbereich  von  ?ß  (x  \  Xq,  x^)  Stellen 
des  Kreises  R^  um  Xq  enthalten,  also  über 
diesen  Kreis  hinausragen.  Dann  heisst  die 
neue  Reihe  $  (x  \  Xq,  x^)  eine  Fortsetmxng  der 
ersten  5ß(a;  |  Xq). 

Von  der  Reihe  ^(x\x^j  x^)    ausgehend 
kann  man  die  neue  Reihe 

00 

^(x  I  oJo,  X,,  X,)  '^^^(W'Hx  I  oJo,  X,))  (X  -  x,y 

bilden,   wenn  X2  eine  Stelle  im  Oonvergenzbereiche  von  S(^(x\x^}^i) 
ist,  und  so  weiter  fortfahren. 

Liegt   die  Stelle  x^  in  dem  Kreise  R^  um  Xq,  x^  in  dem  Kreise 
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B  —  \Xi  —  Xq\  '^  E^  um  Xif  80  ist  \x^  —  «^  |  <  JBi  und  darum  gibt 
es  auch  eine  direct  aus  ^(x  \  Xq)  ableitbare  Reihe  nach  Potenzen  von 

OD 

¥(a;Ia;o,ai)-2'Ä(r>(«ko))  (a^-a^)'- 

Diese  mussmit$(a;{  ai^jO^iyO;,)  identisch  übereinstimmen,  denn  beide  nehmen 
gewiss  an  den  Stellen  des  um  x^  gelegten  Kreises  B^  —  |  a;^  -—  ^i  I  "^  -^2' 
gleiche  Werthe  an. 

Ist  x^  eine  Stelle  in  der  Umgebung  B^^  von  x^y  so  ist 

^{x  I  a?o,  Xi,  x^,x^)  =  ^(x\  Xo,  x^)    usw. 

Wenn  man  aber  aus  ^(x  |  x^)  eine  Beihe  ^(x  \  x^y  x')  dired  ableiten 
kann,  so  iann  man  umgdcehrt  auch  ^(x  \  x^)  aus  ^(x  \  Xq,  af)  ableiten: 

Falls  die  Stelle  Xq  dem  Convergenzbereiche  von  ^(x\Xq,x')  an- 
gehorty  ist  unmittelbar: 

^(x\Xo,X,Xo)  =  ^{x\Xq)] 

gehört  aber  Xq  nicht  dem  Gonyergenz- 
bereiche  von  ^(x\Xq,  x')  an,  so  wähle 
man  eine  Beihe  vermittelnder  Stellen 

a?l,  Xip"  •  Xn9 

von  denen  Xi  in  dem  Convergenzkreise 
von  ^(x\Xqjx')  liegt  und  x^  von  der 
Stelle  0^0  eine  kleinere  Entfernung  hat 
als  die  Stelle  x\  die  Stelle  x^  dem  Con- 
vergenzkreise von  ^(x\  Xq,  x'y  Xi)  an- 
gehört und  Xq  naher  liegt  als  die  Stelle  ng.  8. 
Xi  U8W.|  dann  wird  schliesslich  die  Beihe 

$  {x  I  Xo,  x'y  Xi,  X^y  -  "  Xn) 

an  der  Stelle  Xq  convergiren  und 

5ß(a?  I  xo,  X,  xi,  a?a,  •  •  •  Xnj  Xo)  =  $(a?  |  Xq) 
sein. 

4.  Sind  zwei  Beihen 

«ßiCrrla)    und    5ßj|(a:|&) 

ffegeben,  deren  Canvergenebereiche  theilweise  ßtisammenftMen,  und  besiUsen 
sie  an  unendlich  vielen  Stdlen  jeder  (wenn  auch  noch  so  kleinen)  ütn- 
gdmng  des  dem  gemeinsamen  Bereidie  (A)  angelwrenden  Punktes  c  die- 
selben Werthe,  so  lassen  sich  die  Beihen  aus  einander  ableiten  und  haben 
an  äUen  Steilen  c  des  gemeinsamen  Convergembereiches  {A)  gleiche  Werthe: 
Da  nach  den  Voraussetzungen 
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ist^  kann  man  thatsächlich  ^^(x  \  b)  durch  Vermittlnng  der  Stelle  c 
aus  ^^(x\byC)  oder  ^i(x\a,c)  und  somit  auch  aus  ^i{x\a)  ab- 
leiten und  umgekehrt  ^^  (x  \  a)  aas 
$,(a:|6). 

Ist  femer  c  eine  Stelle  in  dem 
Bereiche  {Ä),  an  der  die  üeberein* 
Stimmung  der  gegebenen  Reihen  noch 
nicht  bekannt  ist,  so  wähle  man  inner- 
halb {Ä)  eine  Reihe  yermittelnder 
Stellen  Xi,  x%^*'  - Xn,  so  dass  x^  dem 
um  Cj  Xfi  dem  um  a?^_i  zu  yeraeidi- 
nenden  Kreise  angehört,  der  inner- 
halb {A)  Platz  findet,  und  so  dass  der 
Fig.  9.  um  Xn  gelegte  Kreis  c  enthalt^  so  wird 

$i(a;  I  a,  (?, Xu X2,'"  ^n, c)  =  ^i(a:  |  6, c,  Xi^ Xi,  •  •  •  x», c) 
und 

denn  es  ist  zunächst 

5ßi(a?|a,c,a:,)  =  ?i(^l«ja?i)    und    $,(a:  |  6,  c,  a^^)  =  $,(j:  i  6,  rcj 

und  wegen  der  Identität  der  Reihen  $i(a;  |  a,  c,  x^  und  $2(^1  ^7^  ^) 
auch 

^,(«  I  o,  «0  =  *,(«!  6,  «1); 

hierauf 

usw.,  endlich 

^,(«|o,c')  =  ^,(«|6,c). 

6*  Ist  der  Gonvergenzradius  einer  Reihe  $  (x  |  a)  22,  und  ist  h  eine 
Stelle  in  dem  Gonvergenzkreise  in  der  Entfernung  d^^\i  —  a\  Ton  a> 

22 

wobei  zunächst  d  K-^  sein  mag,   so  ist  der  Gonvei^enzradius  B^  der 

Reihe  ^{x  \  a,  b)  nicht  kleiner  als  iZ  —  d,  d.  h.  >  v?  ^^^  ^®  S*®^®  * 

liegt  in  ihrem  Gonvergenzkreise.  Weil  man  nun  aus  ^(x\  a,  b)  wieder 
$(ä;  I  a)  ableiten  kann,  so  ist  B  nicht  kleiner  als  R^  —  d.  Damacli 
liegt  i2|  zwischen  den  Grenzen 

JR  —  d    und    2J  -|-  (Z . 

Diese  Ghrössen  sind  auch  die  Grenzen  des  Gonvergenzradius  derBeihe 

22 

^  (a?  I  a, 6),  wenn  d>Y  ^^^-  ^^^  untere  Grenze  ist  offenbar  R  —  d  und  die 
obere  ist  R-^-d,  denn  andernfalls  könnte  man  aus  $(a;  |  a,  b)  eine  Seike 
nach  Potenzen  von  (x  —  a)  ableiten,  die  mit  $(a;|a)  identisch  überein- 
stimmt^ aber  nicht  den  Gonvergenzradius  ü  besitzt,  was  nicht  möglich  ist 
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Indem  d  die  obere  Grenze  R  hat,  sind  die  Crrengen  der  Convergenz- 
radien  der  aus  ^{x  \  ä)  abgeleiteten  Beihen 

0    und    222. 

In  dem  Beispiele  Nr.  2  kann  man   thatsächlich  statt  der  Reihe 

^fo?  +  y)  andere  ableiten:   ^(a?  —  a),   $(a?  +  /J),  deren  Conyergenz- 

radien  beliebig  wenig  Ton  Null,  beziehungsweise  2  abweichen,  indem 
man  die  Stellen  a  und  ß  genügend  nahe  der  Stelle  1  wählt  — 

Läset  man  fär  die  Variable  x  complexe  Werthe  zu,  so  kann  man 
allgemein  zeigen,  dass  der  Convergenekreia  B  einer  Potenzreihe  ^{x\a) 
dadwrch  chardkterisirt  ist,  dass  die  untere  Grenze  der  Convergenzradien 
der  abgeleiteten  Beihen  Nuü  ist]  oder  —  was  dasselbe  bedeutet  —  dass 
der  Gonvergenzradius  von  ^{x\ä)  nicht  Bj  sondern  22  -f~  ^  ^^^i  wenn 
die  untere  Grenze  der  CouTergenzradien  der  abgeleiteten  Beihen 
^(x\  a^aT)  r  ist,  wo  x  eine  yeränderlich  gedachte  Stelle  in  dem  Kreise 
i2  um  a  bezeichnet  (Fig.  10)*).  Der  Kreis  B  uma  ist  somit  nur  dann  der 
wahre  Convergenzhreis  der  Beihe  ^(x  \  a),  wenn  auf  dem  Kreise  mindestens 
eine  Stelle  e  vorkommt,  derart,  dass  keine  nach  ganzen  Potenzen  von  (x  —  c) 
fortschreitende  abgeleitete  Bethe  besteht,  die  an  den  in  ihrem  Convei^enz- 
bereiche  und  dem  der  Reihe  ^{x\a)  liegenden  Stellen  x'  dieselben 
Werthe  annimmt  wie  ^(x  \  a).  Wenn  darum  eine  Fortsetzung  Sß(x\a,  b) 
Yon  ^(x  \a)  besteht,  die  Stellen  c  des  Convergenzkreises  von  $(a;|a) 
enthält,  so  dass  dann  auch  Reihen  ^(x\a,  b,  c)  ezistiren,  die  an  den 


**«•  1®-  Fig.  11. 

Stellen  des  dieser  Reihe  und  $  (o;  |  a)  gemeinsamen  Conyergenzbereiches 
dieselben  Werthe  haben  wie  ^(x  \  a),  so  kann  der  Convergenzkreis  von 
^(x\a,  b)  nicht  alle  Stellen  des  Convergenzkreises  yon  ^(x\a)  ent- 
halten (siehe  das  Beispiel  in  Nr.  2). 

Die  ausgezeichneten  Stellen  c  auf  der  Begrenzung  des  wahren  Con- 
yergenzbereiches von  ^(x\a),  in  deren  Umgebung  keine  durch  Ver- 
mittlung einer  Stelle  b  aus  Sß{x\a)  abgeleitete  Reihe  besteht,  fmissen 

*}  Den  Beweis  führen  wir  erst  im  §  42. 
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also  auch  ausgeeeiclmete  Stellen  abgeleiteter  Reihen  ^{x\a,b)  werden 
und  zwar  muss  der  Convergenzkreis  von  ^(x\a,  b)  durch  die  der 
Stelle  b  nächstliegende  ausgezeichnete  Stelle  auf  dem  ConTergezu- 
kreise  von  ^(o;  |  a)  hindurchgehen. 

Man  nennt  diese  Stellen  singulare  Stellen. 

6.  Aus  den  Reihen  ^(x\a,b)  kann  man  neue  ableiten«  Die  Gt- 
sammtheit  der  aus  einer  ersten  Reihe  ^(x\a)  äbleiß>aren  und  ineinander 
fortsetdbarer  Potengreihen  constituirt  —  wie  Weierstrass  definirt  — 
eine  analytische  Function  der  complexen  Variablen  x.  Die  einzelne  Reihe 
heisst  ein  Element  der  Function. 

Die  Gesammtheit  der  n^^  Ableitungen  der  Elemente  einer  analy- 
tischen Function  heisst  die  n^  Ableitung  der  Function;  sie  ist  — 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt  —  selbst  eine  analytische  Function. 
Die  analytische  Function  besitzt  Ableitungen  jeder  Ordnung, 
Den  Uebergang  von  einem  ersten  Element  ^(o;  |  a)  zu  einem 
andern  ^i(x  \  x^^  kann  man  auf  unendlich  verschiedene  Weise,  durch 
Vermittlung  verschiedener  Stellen  bewerkstelligen.  Gelangt  man  auf 
den  von  a  nach  Xq  fahrenden  Wegen,  die  in  den  Gonvei^enzbereichen 
von  ^(x  \a)  und  ihren  Fortsetzungen  zu  verzeichnen   sind,  stets  zu 

derselben  Reihe  $  (^  |  ^q) 
nach  Potenzen  von  {x  —  x^), 
so  hat  die  Function  an  der 
Stelle  Xq  einen  Werth 

(?i  i^  I  ^o)). 

Besitzt  die  Function  an  jeder 
Stelle,  in  deren  Umgebung 
eine  Fortsetzung  von  ^{x\a) 
existirt,  nur  einen  Werth, 
so  heisst  sie  eine  eindeutige 
ancdy  tische  Function,  andern- 
falls eine  mehrdeutige  amüf- 
tische  Function, 

Nach  der  Definition  ist 
eine  ^^analytische^  Function 
schon    durch     ein    einziges 
Element  Sß(x\a)  vollständig  bestimmt.  —  Indem  wir  nun  die  Schreib- 
weise gebrauchen 


Fig.  lt. 


Wa>0 


VbbQ 
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(yergl.  8.  297  und  S.  300),  kÖDnen  wir  auch  sagen;  dass  eine  analytische 
Fonction  f{x)  bestimmt  wird,  wenn  wir  ihren  Werth  an  einer  Stelle  a, 
in  deren  Umgebung  sie  existiren  soll,  und  die  Werthe  aller  ihrer 
Ableitungen  an  dieser  Stelle  angeben.    Heissen  diese  Werthe 

so  müssen  sie  nur  der  Bedingung  genügen,  dass  die  Reihe: 

/"(«)+ ^(^-«)+Q^(«-o)'+-- 

einen  Gonvergenzbereich  besitzt.  Dann  ist  durch  diese  Reihe  eine 
analytische  Function  definirt. 

Vermag  man  von  einer  irgendwie  definirten  Grosse  y^  z.  B.  von 
der  in  §  10  definirten  algebraischen  Function  von  x  zu  zeigen,  dass 
sie  eine  analytische  Function  ist,  indem  man  nachweist,  dass  sie  in 
der  Umgebung«  einer  Stelle  a  durch  eine  convergente  Reihe  y=^^{x\a) 
darstellbar  ist,  dass  jede  der  Fortsetzungen  dieser  Reihe  der  Definition 
von  y  genügt  xmd  die  Gesammtheit  der  Elemente  die  Grösse  y  um- 
fasst,  so  berechnet  man  den  Werth  der  Grösse  y  an  einer  Stelle  x^y 
in  deren  Umgebungen  Fortsetzungen  $,  {x  \  xo)  von  Sß(x\a)  bestehen, 
indem  man  die  Werthe  von  ^y{x  \  Xq)  an  der  Stelle  x=^Xo  aufsucht.  — 

Durch  eine  beständig  convergente  Beihe  ^{x),  die  also  für  jeden 
endlichen  Werth  der  Variablen  x  einen  endlichen  Werth  annimmt, 
tvird  eine  eindeutige  analytische  Function  definirt,  denn  jede  aus  $(^) 
abgeleitete  Reihe  ^{x\x)  convergirt  an  allen  Stellen,  an  denen  ^(x) 
convergirt.  $(a;)  hat  keine  Fortsetzungen.  Die  Stelle  x^=^oo  ist  die 
einzige  singulare  Stelle  der  Function,  die  als  Verallgemeinerung  der 
ganzen  rationalen  Function  eine  ganze  transcendente  Function  heisst.  — 

Die  eindeutige  analytische  Function  (der  complezen  Variablen  x) 
besitzt  an  jeder  nicht  singulären  Stelle  c  des  Convergenzkreises  jedes 
ihrer  Elemente  Sß^  (x  \  x^  einen  bestimmten  Werth ,  der  als  Grenz- 
werth  jener  Werthe  anzusehen  ist,  die  das  Element  ^^^(x  \  Xq)  an  den 
in  seinem  Conyergenzbereiche  liegenden  und  nach  c  convergirenden 
Stellen 

annimmt:  In  der  That,  die  Werthe  ^i(Xv\xo)  (v  =  0,  1,  2,  •  •  •) 
haben  eine  bestimmte  Grenze,  denn  es  gibt  eine  Reihe  ^gC^  I  0?  ^^^ 
an  denjenigen  Stellen  ihres  Convergenzbereiches,  welche  auch  dem 
Conyergenzbereiche  der  Reihe  ^^{x  |  Xq)  angehören,  dieselben  Werthe 
besitzt  wie  ^i(x  |  Xq).  Sind  die  Stellen  a;«4.i,  a?«-|-8,  •  •  •  der  früheren 
Folge  auch  in  dem  Conyergenzbereiche  yon  ^^(x  \  c)  gelegen,  so  gilt 

?ßi(a;„+r  I  Xo)  =  ^aCa^n+r  \c)     (v  =  1,  2,  •  •  •); 

Biermaun,  BUmonte  dor  höheren  Mathematik.  20 
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und  der  Grenzwerth  der  Grössenreilie  ^^(pCn^r  \c)  (v  =  1,  2,  •  •  •),  d.  h. 
{^iix\c))  ist  auch  die  Grenze  der  Grossenreihe 

Die  eindeutige  analytische  Function  f{x)  kann  demnach  an  den  sin- 
gulären  Stellen  c  keine  ,jhehbaren^^  Stetigkeitsspriinge  erleiden,  d.  L  f{x) 
ksam  an  einer  Stelle  c'  nicht  am  Ende  einen  endlichen  Werth  be- 
sitzen,  der  von  der  Grenze  derjenigen  Functionswerthe  yerschieden  ist, 
welche  f(x)  an  c'  benachbarten  Stellen  annimmt;  denn  wenn  das  der 
Fall  wäre,  müsste  doch  das  Product  (x  —  c')f(x)  bei  der  Annähemng 
von  X  nach  c'  stetig  nach  Null  convergiren,  und  es  wäre  (x  —  c')f{x) 
durch  eine  Potenzreihe 

(x  -  c')  ^{x  —  c) 

und  f{x)  in  der  Umgebung  von  c  durch  eine  Reihe  ^{x  —  c*)  darstell- 
bar, was  der  Definition  der  singulären  Stelle  widerspräche. 

Die  eindeutige  analytische  Function  kann  an  einer  singulären  Stelle  c\ 
wo  ja  die  Eigenheiten,  die  die  Function  in  der  Umgebung  von  Stellen 
besitzt,  wo  sie  durch  Potenzreihen  darstellbar  ist,  eine  Ausnahme  er- 
leiden müssen,  auch  nicht  am  Ende  dadurch  vieldeutig  sein,  dass  sie  hä 
verschiedenen  Annäherungen  der  Variablen  x  an  c'  verschiedene,  ab&r 
endliche  Werthe  annimmt;  sie  muss  vielmehr  an  der  singulären  Stelle 
unendlich  und  gleichzeitig  vielleicht  auch  vieldeutig  werden*). 

Die  rationale  gebrochene  Function 


^^^)      JTx)      * I  ^^f' 


m 


&o/7(^-v"'' 


) 


ist  eine  eindeutige  analytische  Function,  denn  sie  lässt  sich  in  der 
Umgebung  jeder  endlichen  von  Xi,Xi,"  -  Xk  verschiedenen  Stelle  x  in 
eine  Potenzreihe  ^(x  —  x')  entwickeln,  indem 

f(x')  +  L^(x-x)  +  ^^^  +  ^P  (x-xT 

-^(^)  '^ * *-; — f — JT^ — 


zu  setzen  ist,  und  jeder  Factor  (l  -^ — r^ — )      ^   nach   dem  bino- 

mischen  Lehrsatze  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  -; zu  ent- 

wickeln  ist,   die  so  lange  convergirt,   als  \x  —  a;'  |  <  |  a;^  —  x'  \  ist; 

*)  Vergl.  Pincherle  1.  c.  und  die  „Theorie  der  analytlBchen  FimctioneD"  Tom 
VcrfaBser.  In  diesem  Werke  ist  die  Weierstrass^sche  Functionentheorie  anseiDande^ 
gesetzt. 
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und  die  Potenzreihen  in  den  Umgebungen  verschiedener  Stellen  x 
sind  ineinander  fortsetzbar. 

In  der  Umgebung  der  Stelle  a:^  wird  erst  das  ProductF(a?)  •  [x  —  af^)'"'* 
durch  eine  Reihe  ^{x  —  x^  darstellbar  sein,  und  F{x)  wird  an  der 
Stelle  Xfi  unendlich. 

In  der  Umgebung  der  Stelle  (x>  erhält  F(o^  eine  Darstellung  von 

7.  Betrachten  wir  einen  Augenblick  Potenzreihen  einer  reellen 
Variablen  g.  Indem  eine  Reihe  ^(g)  nur  an  denjenigen  Stellen  der 
reellen  Zahlenlinie  convergiren  kann,  an  denen  dieselbe  Reihe  einer 
complezen  Variablen  x  convergirt,  gibt  es  offenbar  Reihen  $(|);  die 
durch  Vermittlung  reeller  Stellen  über  die  Begrenzungen  des  reellen 
Convergenzinteryalles  von  —  B  bis  +  B  oder  doch  über  eine  der 
Stellen  £^=»4:-^  fortzusetzen  sind,  aber  es  gibt  auch  Reihen  ^(g),  die 
über  keine  der  zwei  Stellen  fortzusetzen  sind. 

Jede  der  Reihen 


• .  • 


} 


1  -  6*  +  6*  -  r  + 
1  +  5  +r  +  6'+   ••, 

e-y+y— y+- 

convergirt  in  dem  Intervalle  von  —  1  bis  +1;  die  erste  Reihe,  deren 

Grenzwerth      .  ^,  ist,   lässt  sich   über  beide  Stellen  +  1    und    —  1 

fortsetzen,  die  zweite  über  die  Stelle  —  1,  die  dritte  über  keine  der 
Grenzstellen  des  Convergenzintervalles. 

Wir  können  offenbar  sagen:  Wenn  das  Element  Sf^(x),  das  in 
dem  Kreise  B  um  a?  «=  0  convergire ,  die  singulären  Stellen  +  B  be- 
sitzt, so  kann  man  die  Reihe  ^(|)  nicht  über  die  Grenzstellen  des 
Convergenzintervalles  fortsetzen;  sind  aber  die  Stellen  +  B  keine 
singulären  Stellen  der  durch  ^(x)  definirten  analytischen  Function 
der  complezen  Variablen  x,  so  kann  man  ^(S)  über  die  Stellen  +  B 
fortsetzen. 

Wir  sehen  somit,  dass  wir  die  Function  einer  reellen  Variablen  | 
nicht  immer  durch  ein  System  ineinander  fortsetzbarer  Potenzreihen 
der  reellen  Variablen  definiren  können,  wenn  auch  dieselbe  Function 
der  complezen  Variablen  x  eine  analytische  ist,  weil  ja  bei  der  Ableitung 
der  neuen  Reihen  blos  reelle  Stellen  zur  Vermittlung  dienen  sollen. 
Doch  die  Werthe  der  Function  können  durch  Systeme  von  Potenz- 
reihen darstellbar  sein,  die  nicht  ineinander  fortsetzbar  sind.    Z.  B.  ist 

die  Function  /"(J)  -■  rZTl«  in^ierhalb  des  Intervalles  von  —  1  bis  +  1 
durch  die  Reihe 

20* 
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1  +  r  +  5*  +  I*  +  •  •  • 

definirt,   und  für  g-Werthe,   von  grösserem  Betrage   als   1,   gilt  die 
Entwicklung : 

m—i(-^\--U'*i*i,*:i 


K^) 


nach  wachsenden  Potenzen  von  (-ri).    Für  jede  der  Reihen  sind  die 

Stellen  -{-  1  und  —  1  singulare,  und  jede  abgeleitete  Reihe ,  d.  h.  die 
Entwicklungen  von 

(J»  >  1) 


nach  Potenzen  von  |  —  a  beziehungsweise  (rzTg)  convergiren  nur,  so 

lange  als||  —  a|<l  —  |a|,    y  —  y<l— lyist.  — 

Die  beiden  Reihen  sind  nicht  durch  Vermittlung  reeller  Stellen 
ineinander  fortsetzbar.  — 

Durch  eine  beständig  convergente  Reihe  $(£)  ist  natürlich  wieder 
eine  eindeutige  Function  der  reellen  Variablen  £  definirt,  die  Ab- 
leitungen aller  Ordnungen  besitzt. 

Die  Function  der  reellen  Variablen  i,  wie  sie  in  §  10  definirt  ist^ 

kann  auch  endliche  Stetigkeitssprünge  besitzen,  wie  z.  B.  die  in  §  15;  7 

vorgebrachte  Function 

1 


e^  +  l 
Indem 

lim /•(!)-- 1 ,     ümAI)-l 

war,  sprang  der  Functionswerth  bei  wachsendem  |-Werthe  an  der 
Stelle  6  "■  0  von  —  1  nach  +  1  über.  — 

Wir  sehen  an  diesen  wenigen  Erwägungen,  welche  hervorragenden 
Eigenschaften  der  analytischen  Function  zukommen.  Allerdings  liefert 
auch  bei  den  durch  Potenzreihen  darstellbaren  Functionen  einer  reellen 
Variablen  g  die  Definition  der  Function  innerhalb  eines  noch  so  kleinen 
endlichen  Intervalles  den  weiteren  Verlauf  der  Function,  denn  wenn 
man  die  Werthe  einer  Potenzreihe  in  der  Umgebung  einer  Stelle  kennt, 
so  weiss  man  die  Potenzreihe  zu  bilden  und  kann  die  Werthe  der 
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Function  an  jeder  Stelle  des  Convergenzinteryalles  aus  der  Potenz- 
reihe  entnehmen.  Bei  einer  willkürlichen  Function  hingegen  ent- 
scheidet die  Beschaffenheit  der  Function  /*(§)  innerhalb  eines  Theiles 
eines  Intervalles  (a,  b)  gar  nichts  über  den  Verlauf  der  Function 
ausserhalb  des  Theiles.  Eine  solche  Function  f{l)  kann  darum  nicht 
innerhalb  des  ganzen  Interyalles  durch  eine  Potenzreihe  dargestellt 
werden.  —  Auf  analytische  Darstellungen  solcher  innerhalb  eines  Inter- 
yalles von  £ "» a  bis  |  «■  g  willkürlich  definirter  Functionen  einer 
reellen  Variablen  geht  man  erst  in  der  höheren  Analysis  ein.  — 

8,  Hier  machen  wir  nur  noch  einige  Andeutungen  über  den  Grund- 
begriff der  Differentialrechnung.  — 

War  f(x)  in  der  Umgebung  einer  Stelle  Xq  durch  eine  Potenzreihe 
darstellbar,  so  hatte  f(x)  an  jeder  Stelle  des  Convergenzbereiches  der 
Reihe  Ableitungen  jeder  Ordnung.  Die  erste  Ableitung  f'(x)  war 
auch  durch  den  Ausdruck: 

definirt.     Setzen  wir  nun  an  Stelle  Ton  f{x)  eine  Function  F{i)  der 

reellen  Variablen  £,  von  der  nur  bekannt  ist,  dass  sie  in  einem  Inter- 

yalle  yon  ^  bis  Si  eindeutig   und   an   der  Stelle  i   dieses  Interyalles 

stetig  sei,  so  dass 

lim  (F(i  +  Ä)  -  F{&)  -  0 

ist,  so  kann  der  Quotient 

h 

bei  stetigem  Grenzübergange  yon  h  nach  Null  einen  bestimmten  Grenz- 
werth  besitzen  oder  nicht.  —  Besteht  ein  bestimmter  endlicher  oder 
auch  unendlicher  Grenz werth,  so  heisst  er  der  Differentialquotient  der 
Function  FiS)  an  der  Stelle  |. 

Dieser  Name  ist  folgendermassen  entstanden:  Ist  der  Grenzwerth 
des  früheren  Quotienten  eine  endliche  Grösse  ^^(S);  und  ist 

E^l±J^j^  ^  r  iX)  +  9QC), 

wo  lim  9)(&)  — 0  sei,   so  nennt  man  ^(£)  -%  das  Differential  von 

Aa.0 

F(|)  an  der  Stelle  %  und  bezeichnet  es  mit  ^F(|);  h  ist  dann  als 
Differential  yon  |  zu  bezeichnen,  weil  für  JF(|)  ««  6 

l?'(6  +  Ä)-F(|)-(|  +  Ä)-S-Ä 

wird.     Schreibt  man  für  A   d|,  so  gilt 

dF(i)^F\l).di    und    ^-«>--l?"(6). 
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F'  (£)  erseheint  somit  als  Quotient  des  Differentials  der  Function  und  des 
Differentials  der  Variabein  |,  wodurch  der  Name  erklart  ist*).  — 

Besitzt  i^(|)  an  der  Stelle  |  selbst  einen  Differentialquotienten, 
d.h.  ist  1^(6)  an  der  Stelle  g  stetig  und  besteht: 

lim^:-(«+-*>--'''-«>-J'''(l), 

so  heisst  F"  (|)  der  erste  Diflferentialquotient  von  F  (|)  und  der  gweik 
Differentialquotient  von  -F(5).  Man  schreibt  F"  (%)  als  Quotienten  des 
„zweiten  Differentials":  J^"(g).d5*  =  d*-F(g)  und  des  Quadrates  von 

Eine  Function  2^($)  differentiiren  heisst  die  Operation  vollziehen, 
durch  die  F  i^)  gebildet  wird.     So  war 

,.      Bin  (x  +  h)  —  ßin  x  t      coe  (ä  +  ^)  —  coso; 

lim  — ^ — —ir «  cosa?,    lim  — ^^ — —^ =  —  smx, 

folcrlich  ist  dsina;  d'Bina; 

iuigiiwi  191;  —  ,^  cosfl?,    -3  -•-    *=  —  sma:. 

dx  '       dx^ 

Ist  F  eine  Fimction    der  complexen  Variablen  ic  =  6  +  *^7   so 

definirt  man  den  Differentialquotienten  von  F  an  einer  Stelle,  wo  die 

Function  stetig  ist,  als  Grenzwerth  des  Quotienten 

F(x  +  h)—F{x) 
h 

für  lim  A  «—  0.   Indem  h=  \h\  (cosg)  +  »siJi^p)  =*  Ä  +  ?»  zu  setzen  ist, 

kann   der  Grenzwerth  von  <p  oder  dem  Verhältnis  -r-  abhängen.  Bei 

den  analytischen  Functionen  ist  das  nicht  der  Fall,  wie  wir  wissen; 
und  umgekehrt  zeigt  man,  dass  eine  Function  F(x)  dort,  wo  der 
erste  Differentialquotient  endlich  und  unabhängig  von  qo,  d.  h.  blos 
eine  Function  von  x  ist,  durch  Potenzreihen  darstellbar  ist**).  — 

Doch  all  diese  Bemerkungen  sollen  hier  nur  dazu  dienen,  den  Leser 
für  die  Differentialrechnung  vorzubereiten. 

§  42.    Beweis  für  das  Charakteristiken  des  wahren  Convergenz- 
bereiohes  einer  Beihe   naoh  Potenzen  einer  oomplexen  Variablen. 

!•  Bevor  wir  den  beabsichtigten  Beweis  erbringen,  dass  auf  dem 
Gonvergenzkreise  B  einer  Potenzreihe  ^(x)  einer  complexen  Variablen 

*)  Anf  eine  nähere  Erlänterong  und  auch  auf  die  Definition  des  einseitigen 
Differentialqnotienten  können  wir  hier  nicht  eingehen. 

**)  Die  Anzahl  von  Bedingungen,  welche  hier  durch  die  Forderung  eingef&hrt 
ist,  dasB  für  F(x)  ein  erster  von  der  Fortschreitnngsrichtung  q>  unabhängiger,  end- 
licher Differentialquotient  bestehe,  besitzt  die  „Mächtigkeit  eines  Continnums",  wie 
Pringsheim  sehr  treffend  hervorgehoben  hat  (Math.  Annal.  Bd.  44,  S.  67). 
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mindestens   eine  singulare  Stelle  c'  liegt,   bedürfen   wir   eines  Hilfs- 
satges  von  C auch 7  über  die  Coefficienten  einer  convergenten  Potengreihe. 
Ist  zunächst  eine  rationale  Function 

f{x)  —  ao  +  a^x^^  +  otx"^  H h  arx"^ 

vorgelegt,  in  der  die  Exponenten  miy  m%y  - '  -  mr  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahlen  bedeuten,  und  ist  g^  die  obere  Grenze  der  Werthe 
von  I  f{x)  I  für  alle  a;-Werthe  vom  Betrage  g,  so  ist  |  a^  |  die  untere 
Grenze  der  Grössen  g^,  d.  h.  g^  ist  nicht  kleiner  als  I  ao  |,  was  auch  | 
für  einen  Werth  haben  mag. 

Versteht  man  unter  d  eine  Grosse  vom  Betrage  Eins,   die  aber 
keiner  der  r  Gleichungen 

y»*  «1     (<,  =  l,2,.r) 

genügt,  —  und  es  gibt  unendlich  viele  Grössen  der  genannten  Art,  denn 
auf  dem  Einheitskreise  haben  wir  ja  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen 
als  unzulässig  ausgeschlossen,  —  bildet  man  dann  die  Ausdrücke 
/•({  .  d-)  _  flo  +  ai  r* ^"*''  +  asP^*"*'  +  •  •  •  + 

+  a.r'-'^'"^''     (t/  -  0,  1,  2, ...  (n  -  D) 
und  hierauf  den  n^  Theil  der  Summe  dieser  Grössen: 

"  —  1  ''  «in 


iSfim-ao+^^a.r^ 


i-iTf  ' 


Bo  ist  der  absolute  Betrag  derselben  ^g^.  Da  aber  zufolge  der  Vor- 
aussetzung über  d  in  der  rechtsstehenden  Summe  kein  Summand  dem 
Betrage  nach  über  jede  angebbare  Grösse  anwächst,  so  wird  bei  hin- 
länglich grossem  n  der  rechtsstehende  Ausdruck  von  a^  um  eine  be- 
liebig kleine  Grösse  d«  abweichen;  sein  Betrag  ist  nicht  grösser  als  g^: 

\(h  +  in\^g^- 
Wäre  I  a^  I  >  ^|,  so  könnte  man  n  so  wählen,  dass  auch 

\ao\  —  \9n\>g^ 
würde;  aber  dann  müsste  wegen  der  Ungleichung: 

I  flo  +  *«  I  ^  I  öo  I  —  I  *!.  I 

auch  I  «0  +  *n  I  >  ^1 

sein.     Weil  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  gilt 

I  «0  I  ^9^' 
Ist  nun  eine  in  dem  Kreise  B  convergente  Potenzreihe 


00 


vorgelegt  und  g^   die   obere   Grenze   der  Werthe  ^(x)   für   diejenigen 
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X'  Werthey  deren  Betrag  [  a;  j »«  |  <  B  irf,  so  genügt  der  cibschäc  Bebrag 
des  Coefficienten  a,  der  Ungleichung: 

In  der  That,  bildet  man 

so  kann  man  wegen  der  gleichmässigen  Conyergenz  der  Potenzreihe 
eine  ganze  Zahl  /t  =»  m  so  angeben,  dass 


OD 


für  die  der  Bedingung  |  a;  |  <^  |  genügenden  rc-Werthe  kleiner  wird 
als  die  beliebig  kleine  positive  Grösse  £.  Ist  dann  d  eine  Grösse, 
deren  Betrag  [  d  |  <  ß  ist,  so  wird 

und  umsomehr 

Die  obere  Grenze  des  rechtsstehenden  Ausdruckes  ist  für  die  ^-WerÜie 
vom  Betrage  |  niemals  kleiner  als  |  a^  | ,  daher  ist 

und  weil  s  beliebig  klein  ist 

l""  •  ^f  >  I  a»  I     oder     |  a^  i  g"  <  flf^ 
Diese  Aussage  kann  offenbar  nur  gelten,  wenn  x  complexer  Werthe  fähig 
ist,  denn  der  frühere  Hilfssatz  beruht  gerade  darauf,  dass  man  Werthe 
zulässt,  für  die  y*"?  —  1  nicht  verschwindet. 

(Vergl.  im  Handbuche  der  h.  Algebra  von  Serret,   I.  Bd.  §206 
der  IL  Auflage  den  Beweis  von  Rouch^.) 

2.  Ist  nun  von  einer  Potenzreihe 


«» 

^(«)  =2«"*^ 


«asO 


bekannt,  dass  sie  in  dem  Kreise  B  um 
die  Stelle  x  =  0  convergirt,  und  ist  x^ 
eine  Stelle  in  dem  Kreise  (\Xq\<B), 
so  convergirte  die  abgeleitete  Reihe 

*(«  :,i)_$(«,)+*^(l-;g  + 

gewiss   in  dem   um  Xq  gelegten  Kreise   mit   dem  Radius  R  —  \Xq\' 
Wir  behaupten,  dass  die  gegebene  Reihe  ^(x)  in  dem  Kreise  R  -^-r  oon- 


Fig.  13. 
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vergirty  wenn  die  untere  Grenze  der  Convergeneradien  dieser  direct  äbgU" 
leitenden  Beihe»%  ^(x   x^  nicht  Null,  sondern  r  ist.  — 
Die  Reihe  ^(x  \  x^  conyergire  also,  wenn 

a^o  I  "  S  <  -ß    ttnd     \x  —  XQ\<r 


ist.  Bezeichnet  q  eine  positive  Grösse  <  r  und  g  die  obere  Grenze 
der  absoluten  Beträge  |$(a;{j;Q){  für  alle  Wertbpaare  Xq  und  x^y 
für  die  |  a?o  I  "^  6  ^^^  I  ^  —  ^o  I  ™*  P  ist,  so  ist 


1 


^C)(x„) 


OD 


yl 


2 


^ftO»  — !)•  ••((»  — v+  l)o;.aV— 


^g-Q-" 


und  hierauf: 


oder 


(j)l«M^^-(»-'l«o-(^-*' 


Wegen  dieser  Ungleichung  wird  die  Summe  der  absoluten  Beträge: 


«.ii^i+(;)i«.ii^i(i)+---+(:):«, 


Xq 


(i)' 


fl'JB 


iJ—  Iä. 


Da  somit  der  absolute  Betrag  jedes  Gliedes  der  Reihe  ^{x)  für  einen 
a:-Werth  vom  Betrage  I  ^o  !  (l  H"  4^)  kleiner  bleibt  als  die  angebbare 


gB 


Grösse  p^ , — r ,  so  convergirt  nach  dem  Satze  in  §  38,  3  die  Reihe 


V 


^{x)  '^y,  ttf^xf*  f^  alle  ic-Werthe,  deren  Betrag 


M-o 


l^l<l^ol(i  +  i); 


und  weil  {  x^  \  dem  Werthe  22,  q  dem  Werthe  r  beliebig  nahe  kommen 
kann,  so  wird  der  Convergenzradius  von  ^(x)  wirklich  grösser  als  ü 
und  wird  von  JR  +  p  und  B  +  r  beliebig  wenig  abweichen;  ja  er 
muss  sogar  gleich  R  -}••  r  sein,  denn  einerseits  kann  er  nicht  grösser 
als  iZ  H"  ^  sein,  weil  dann  die  untere  Grenze  der  Convergenzradien 
der  Reihen  ^{x\x^  nicht  r  wäre,  und  andrerseits  wird  der  Convergenz- 
radius seiner  Natur  nach  der  Grenze  nicht  blos  beliebig  nahe  kommen, 
sondern  sie  erreichen,  er  hat  ein  Maximum  (§  15,  4). 
(Siehe  L  c.  Pincherle  und  Biermann.) 
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§  43.   Ueber  die  Summation  tinexidlioli  vieler  Fotenzreihen  einer 

complexen  Variablen. 

Zur  Vorbereitung  für  spätere  wichtige  Betrachtungen  haben  wir 
jetzt  noch  einen  Satz  von  Weierstrass  über  die  additive  Vereinigimg 
unendlich  vieler  convergenter  Potenzreihen 

?*W=2'«^*'^     (v- 1,2,3,...) 

in  einer  complexen  Variablen  x  vorzubringen,  die  wir  in  einem  Falle 
(§  39,  2)  schon  durchführten.  — 

Gesetzt;  es  gebe  einen  Kreis  E  um  x^^O,  in  dem  nidU  allein  jede 
einzelne  Beihe  $  (x)  (unbedingt,  absolut  und  gleichmässig),  sondern  auch 
die  Reihe 

für  alle  a;-Werthe  von  kleinerem  Betrage  als  R  gleichmässig  convergirt  — 
womit  nicht  gesagt  ist,  dass  sie  unbedingt  convergent  ist,  so  dass 
also  nur  angenommen  wird,  dass  sie  bei  der  angezeigten  Aufeinander- 
folge der  Grossen  ^v(x)  gleichmässig  convergirt  —  so  kann  man 
mgen,  dass  die  Reihen 

«?^  +  «Jf^  +  •  •  •  +  «J:^  +  •  •  •    (f*  -  0, 1,2,.. .) 

bestimmte  endlidie  Grenzwerthe 

^0,  w4i,  -äs,     •  • 
besitzen,  dass  die  Reihe 

Ä^  +  Ä^x  +  Ä^a?  + ^{x) 

in  dem  Kreise  R  absolut  convergirt  und  dass  daselbst 


wird. 


Ist  r  <  JB  und  a  eine  beliebig  kleine  positive  Grosse,   so  kann 
man  zufolge   der  Annahme,   dass  ^  ^r(a?)  gleichmässig   convergirt^ 


fsl 


eine  ganze  Zahl  m  derart  bestimmen,  dass  für  jedes  n^m  und  jeden 
Werth  Xy  dessen  Betrag  r  ist, 


J^^.C«) 


ysan 


<e 


wird.    Ist  n  ^  n,  so  gilt  auch  die  üngleichoi^ : 
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If^W 


<  £    und 


^%r{x)\<2s. 


r""n 


Vereinigen   wir  die    (n  —  n)  Potenzreihen;   so   wird    der   Coefficient 

n' 

von  afi  ^  a^*\  und   der  absolute  Betrag  desselben  genügt  der  Be- 
raum 
ziebung: 


»=11 


es  ist  daher  die  nothwendige   und  hinreichende  Bedingung  dafür  er- 
füllt, dass  die  unendliche  Reihe 

ad)  +  a^*^  -{ f-  a<'')  H 

einen  bestimmten  Grenzwerth,  etwa  Äf^,  besitzt« 


00 


Die  nwn  formal  xu  bildende  Eeihe  ^  Äf^xf^  convergirt  äbsolul.    In 


/i-O 


der  That,  ist  q  eine  Grösse  >  r  aber  <,  R,  n  eine  ganze  Zahl  derart,  dass 


ist,  so  wird 


^a<yi    <2BQ-f^ 


Vssan 


00 


^2€Q''f*. 


Bezeichnet  man  hierauf: 

»—1 


00 


yeait 


rsBfi 


>  — M        •  /< 


SO  dass  Ä..  ««  J.U)  -|-  ^W  ist,  so  wird  für  die  a;-Werthe  vom  Betrage  r 


OD 


'^'^W:r^l<2a  ^(7) 


^=0 


2b 


-  r' 


und  dieses  Ergebnis  bestätigt  bereits  die  Behauptung,  denn  die  abso- 
lute Convergenz  der  Summe  der  endlichen  Anzahl  von  Reihen 

^,{x)    (v-l,2,...(w-l)) 

ist  ausser  Zweifel. 

Die  absolut  (unbedingt  und  gleichmässig)  convergente  Beihe^ix) 
nimmt  endlich  in   dem   Kreise  22  dieselben  Werthe  an  wie  die  Beihe 

00 

^,  ^v(x),  denn  man  kann  in  der  Ungleichung: 
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00 


oo 


'^?»(^)-^A^ 


/i=0 


OD 


00 


V 


_v 


^1J»(«)-^^?'^ 


V=SA 


A4  =  « 


=        '         p— f 


£  80  klein  wählen,  dass  die  rechte  Seite  für  jeden  Werth  Ton  r  <  £ 
kleiner  wird  als  jede  noch  so  kleine  positive  Grosse  d. 


§  44.    Ueber  Potensreihen  mehrerer  Variablen. 

Wir  wollen  die  vorgetragenen  Sätze  über  Potenzreihen  einer 
Variablen  x  auf  den  Fall  von  Potenzreihen  in  mehreren  von  einander 
unabhängigen  Variablen  Xi^x^f"-  Xn  ausdehnen: 

00 

^(«1,3;,,  --'Xn)  — 2'°''f''»'  •■"X'*^*  ...«;;•-. 

=  Ooo . .  •  0  +  (flio ...  0  ^1  4"  ^10 . . .  0  5?8  +  • '  •  +  floo  ■  •  1^«)  + 
+  (ö«oo  -.0^1*  +  o.iio...QXiXi%  +  •  •  •  +  aoo...ia;«*)  -{ 

Kann  man  Werthe  Xi^^\  xjf^\  •  •  •  rr^W  von  den  Beträgen  6i<ö),  gs^o)^ ...  5,(0) 
angeben^  derart^  dass  der  absolute  Betrag  jedes  Gliedes  für  dieses 
Werthesystem,  d.  i.: 


a 


Mi,h%i"-fin 


m  m . . .  MO) 
'1  »2        »I» 


kleiner  bleibt  als  eine  angebbare  Grosse  g,  so   convergirt  die  Reihe 
für  alle  Werthesjsteme  (x),  die  den  Bedingimgen 

|ir.|  =  6.<g.w     (i;=l,2,...n) 

unterliegen,  absolut  (unbedingt)  und  gleichmässig.  —  Für  jedes  solche 
System  ist 

\a^.,,...^^Xi^^X^'^''-Xn^n\<g\^—J       \^—)     '"[^^} 

und  desshalb  ist 


'tf 


.«£»/ 


0.)— 0 


< 


^äU)  (4^/  '"W  " 


9 


*) 


Folglich  convergirt  die  Potenzreihe  absolut  und  unbedingt. 

Die  Reihe  convergirt  aber  OMch  gleichmässig,  d.  b.  man  kann  solche 
ganze  Zahlen  mi,  m%,'  -  -  nin  finden;  dass  der  absolute  Betrag 


*)  Hier  ist  bei  dem  Sammenseichen  Qi)  —  0  statt  ii^^  jü^,  . .  •  ^^  m  0  geschriebeo. 


§  44.    üeber  Potenzreihen  mehrerer  Variablen.  317 

!     - 


der  kleiner  ist  als 


*  1 

IS  M 


^(■-fe) 

an  jeder  Stelle  des  genannten  (2  n -fach  ansgedelinten)  Bereiches  um 
die  Stelle  (0,  0  •  •  •  0)  kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine  beliebig 
kleine  vorgegebene  Grösse  d^  sobald  nur 

ist. 

Indem  man  die  grösste  der  Zahlen  mi^  fiis,  •  •  •  fn»  —  sie  heisse  m 
—  herausnimmt,  ist  dann  auch  für  alle  Werthesysteme  (x)  des  ge- 
nannten Bereiches 


<*, 


I  ^a^,^,  ...  ^^  •  Xl^*^  x^^  •  •  •  rr^^n 

sofern  n  ^  tn  ist. 

Die  Potenzreihe  5ß(a:i,  a;«,  •  •  •  a;,)  ist  in  dem  Bereiche  der  abso- 
luten und  gleichmässigen  Gonyergenz  stetig. 

Eine  Potenzreihe  ^{xiy  x%,  •  "  Xn\  die  für  alle  Gombinationen 
(xi^**\  x%^*^f  •  •  •  a?«(*»))  aus  den  n  —  Eiementarreihen  constituirenden  — 
Mengen  von  Grossen: 

x^^^\  a:/«>,  . . .  a?»(*r), ...     (i/  «  1,  2,  •  •  •  n) 

verschwindet,  ist  identisch  Null]   und  zwei  Potenzreihen ,  die  für  diese 
Wertbecombinationen   gleiche  Werthe  annehmen,  sind  einander  iden- 
tisch gleich. 
Ist 

OD 

eine  convergente  Potenzreibe  und  sind  die  Grössen  y,  Potenzreihen: 

OD 

y,  —  ^^(xi,  Xi,'"  Xn)  — ^aJr.V, .../.,  a:f*  a^a*  •••  a:^ 

Cu)«0 

mit  einem  gemeinsamen  Gonvergenzbereiche,  und  gibt  es  ein  Werthe- 
System  (x)  derart,  dass  für  dieses  die  n  Reihen : 

00 

>^i   I  «/"i//.  •••  Z*,^!    ^«     "  •  Xn""  \ 

Oi)-o 
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Werthe  i?i,  ^2,  •  •  •  rjn  annehmen,  die  eine  Stelle  (y)  in  dem  Convergenz- 
bereiche  der  Beihe  ^(yi^ffftf-'-yn)  ausmachen;  dann  kann  man  die 
Reihe  5ß(yi ,  y«,  •  •  •  y»)  nach  Substitution  von  y^  =  ^^ (xi,  x%,"  •  a:«) 
(t/  =  1,  2,  •  •  •  n)  in  eine  Beihe 

OD 

y^,  CviT^-v^Xi    X%    •  •  •  Xn 

entwickeln;  die  an  allen  Stellen  {x\  für  die  |a;r |<!a?/|  (v""l,2"«n) 
ist;  convergirt;  und  dort  hat  die  neue  Beihe  eben  diejenigen  Werthe, 
welche  5ß(yi,y2,  •  •  •  y«)  in  der  Umgebung  (ij)  von  (0)  besitzt 

Auf  Grund  dieses  Satzes  kann  man  eine  rationale  Function  ü 
von  Grössen  yi;  ys;  *  *  -  yny  die  selbst  Potenzreihen  in  den  Variablen 
rri,  a;„  . . .  Xn  sind,  durch  eine  Potenzreihe  in  iCi,  a;,,  •  •  •  x,  darstellen. 

Femer  kann  man  aus  einer  Beihe  ^{xijXtj'-  -a:«),  die  an  jeder 
Stelle  (x)  convergire,  für  welche 

\xi\<Ri,      xa  I  <  Bi,  •  •  •  I  a;,  !  <  jR» 

ist;  unendlich  viele  neue  Beihen  ableiten. 

Ist   (x^^))    eine    Stelle   des   Convergenzbereiches   (JfZ)   von  $,    so 

setzen  wir 

x^  —  x,(«)  +  Ä,,     (1;  —  1;  2;  •  •  •  n); 

und  verlangen;  dass 

\Xr\<\  X,^^)  !  +  I  Ä.  |<  B. 

ist.  Dann  lässt  sich  die  Beihe  5ß(a;i(o)  +  Äi,  a;,^  +  *«;•••  x,^^>  +  K) 
nach  Potenzen  von  /^i;  A«;  -  *  *  %»  ordnen;  und  es  entsteht  eine  Beihe 

y'qjo....«'..- •./-,)(a;/o)  a,,(«)   . . . a.,(o)) .  V -A«^- ■  •  •  ftV- 
oder 

—  5P(xi;  a;,, . . .  x«  I  a;iW;a;,w  •  -  ■  a;,W). 

Der  Gonvergenzbereich  dieser  Beihe  kann  in  dem  der  gegebenen  Beihe 
enthalten  sein  oder  über  denselben  hinausragen.  In  dem  zweiten 
Falle  heisst  die  neue  Beihe  eine  Fortsebsung  der  gegAenen  Beihe. 

Die  Gesammtheit  der  aus  $(a:i;  a^;  •  •  •  x»)  ableitbaren  und  in 
einander  fortsetzbaren  Potenzreihen  constituirt  eine  sogenannte  anor 
lytische  Function  der  n  Variablen  a:i,  ajj;  •  •  •  a;«. 

Der  Coefficient  5ß(^n^*.- •»/'it)  (aji^,  x^<^\  •••a:«W)  in  der  Beihe 
^(a?i, •  •  •  a;,  I  a:i^®>;  •  •  •  a;,^o>)  ist  der  Werth  einer  der  sog.  (fti  +  j[t«H —  fi,)** 
Ableitung  «ßO'i»/'..-  •.a'^)  (ajx,  arg,  •  •  •  x^  der  Beihe  ^(a;i;a:,, ...  a;,)  an 


§  44.    Üeber  die  PoteDsreihen  mehrerer  Variablen.  319 

der  Stelle  (x^^y).  Diese  Ableitung  entsteht  aus  ^ß,  indem  man  fA^-mal 
den  gewöhnlichen  Ableitungsprocess  nach  Xi,  fts-mal  den  nach  x% 
usw.,  endlich  fA«-mal  den  nach  Xn  vollzieht.  Man  bezeichnet  sie  auch 
durch 

dx^f^i,  dx^%^  •  •  •  dxj^n 
Damach  ist  z.  B. 

g_^_^(M,o,..o)(a;,,rr,,-.-a;,)— aiio...o+(2a«io.  .0 

+  (3 ff 810 -..oa:!*  +  4a22o.   oana:«  +  Saiso  . . .  o^«*)  H • 

Für  die  Coefficienten  von  Potenzreihen  ^(xi,  a:»,  •  •  •  a?,)  in  complexen 
Variablen,  die  in  einem  Bereiche  (R)  um  die  Stelle  (0)  convergireD; 
gilt  auch  wieder  der  Satz:  Es  ist 

wenn  g  die  obere  Grenze  derjenigen  Werthe  bedeutet,  die  der  abso- 
lute Betrag  von  $  an  all  den  Stellen  (x),  für  die  \xr\«>^ip<Sp 
(v  SB  1^  2,  •  •  •  n)  ist,  annimmt. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  einen  Hilfsatz  über  rationale  Functionen 
complexer  Variablen 

r 

in  denen  die  Exponenten  positive  und  negative  ganze  Zahlen  bedeuten. 
—  Ist  g  die  obere  Grenze  der  Werthe  von  |  f{xi,  ar^,  •  •  •  Xn)  \  für  alle 
die  Werthesysteme  (x)^  die  den  Bedingungen  gehorchen: 

\x^\  —  ip    (i/  — 1,2,  ...n), 
so  ist 

fi'  ^  I  »0  I  • 

In  der  That,  sind  ^i,  ^s,  •  •  •  ^«  Grössen  von  dem  Betrage  Eins, 
genügt  jedoch  d'r  keiner  der  Gleichungen 

y-c.i'-l-O    ((^-1,2,.    .r) 
und  bildet  man  die  Summe: 


^nii»!"'-'.  5.*/*"' ,  •  •  •  U»,'^-')  - 


«   jZi  1— *if'^  1  — *,  *•* 

80  ist  der  absolute  Betrag  dieses  Ausdruckes  nicht  grösser  als  g\  doch 
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bei  hinlänglicli  grossem  m  wird  der  Werth  des  Ausdruckes  rechts 
von  Oo  um  eine  beliebig  kleine  Grösse  dn  abweichen,  und  es  wird 

i  flo  +  *m  I  ^^. 
Nun  kann  aber  nicht  |  Oo  |  >  ^  sein,  sonst  gäbe  es  auch  ein  im,  so  dasa 

I  ao  I  —  \  (fm\>  g    nnd  umsomehr     |  Oo  +  *m  |  >  ^ 

würde.    Diese  Ungleichung  widerspräche  der  früheren,  folglich  kami  nur 

sein. 

Jetzt  wären  wir  endlich  auch  im  Stande,   zu  zeigen,   dass  eine 
unendliche  Reihe   convergenter  Potenzreihen  in  complexen  Variablen 

^.(X,,  rC,,  .  .  .  Xn)  ^^4lM^-Mn^^'  ^-  •  '  3^*       (v  =  1,  2,  3,  •  •  •), 

(ii)=.0 

von  denen  bekannt  ist,  dass  jede  einzelne  Reihe  in  einem  Bereiche  (ü) 
um  die  Stelle  (0)  (absolut,  unbedingt  und  gleichmässig)  convergirt^ 
und  dass  die  Reihe 

mindestens  bei  der  hier  angedeuteten  Summationsfolge  in  dem  Be- 
reiche (i2)  gleichmässig  convergirt,  zu  einer  in  dem  Bereiche  (R)  ab- 
solut conyergenten  Reihe: 

5ß(a:i,  arg, .  •  •  Xn)  =^  A^, ^, . . . ^^a;f*  xf  *  •  •  •  irj« 
vereinigt  werden  kann.     Es  ist 

OD 

und  die  Reihe  $(xi,  a;^,  •  •  •  a;„)  hat  an  jeder  Stelle  (x^^^)  des  Be- 
reiches (JS)  den  Werth,  den  die  Reihe 


OD 

^^.(Xi,'"Xn) 


dort  besitzt.  — 


§  45.    Beweis  des  FuneLamentaltheorems  der  Algebra. 

An  die  allgemeinen  Theoreme  dieses  Abschnittes  schliessen  wir 
zunächst  einen  Beweis  für  den  Fundamentalsatz  der  Algebra,  der  sagt, 
dass  jede  algebraische  Gleichung 

F{z)  «=  aoÄf"»  +  aije"»-*  + 1-  am-i^r  +  Ow  —  0 
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eine  Wured  iesitzt,  und  wie  wir  wissen ;  dann  so  viele  Wurzeln  hat, 
als  der  Grad  anzeigt. 

Die  Gleichung  F(0)  =  0  sei  von  etwaigen  vielfachen  Wurzeln 
befreit.  Ist  dann  g^  eine  Stelle,  an  der  weder  F{0)  noch  F'{z)  ver- 
schwindet^ so  gilt 

Ersetzen  wir  0  —  0q  durch  x,  so  hat  die  entstehende  Gleichung 
von  der  Form 

f(x)  —  bm  +  6«-iic  + h  60^  =  0 

Coefficienten  bm  und  &m— i;   die  nicht  Null   sind.    Darum   darf  man 
aus  dieser  Gleichung 

'  -  -  (5^  +  fe**  +  -  +  »TT.*") 

und  nach  der  Bezeichnung  : 


entnehmen.  Die  Grösse  c  ist  von  endlichem  Betrage^  doch  durch 
passende  Wahl  von  z^  kann  man  den  Betrag  kleiner  machen  als  eine 
vorgelegte  Grösse  a: 


*»«o'o"*~*H |-«m- 


<a, 


wie  man  unmittelbar  sieht^  wenn  man  sich  des  in  §  26, 2,  g  vor- 
gebrachten Satzes  erinnert  y  dem  zufolge  man  von  der  Begrenzung 
eines  Kreises  um  die  Stelle  o;  <=»  0  in  das  Innere  so  fortschreiten  kann, 
dass  I  ■F(£r)  {  immer  kleiner  und  kleiner  wird.  Durch  die  Annahme, 
F{e)  habe  keine  mehrfachen  Nullstellen,  ist  ausgeschlossen,  dass 
gleichzeitig  |  F'  {e)  \  nach  der  unteren  Grenze  Null  convergirt;  und  so 
ist  die  Behauptung  eine  unmittelbare  Folge  des  citirten  Satzes. 

um  nun  die  Gleichung  x  ^^  g(x)  zu  lösen  und  damit  das  Fun- 
damentaltheorem zu  beweisen,  haben  wir  eine  Reihe  von  Grössen 

XOy  Xlj  Xi,    '   '    '   Xf^,'    '   ' 

herzustellen,  die  eine  solche  Fundamentalreihe  bilden,  dass  die  Grössenreihe 

^f^  —  gM   (f*« 0,1,2,...) 

eine  Elementarreihe  wird.     Definirt  die   erste   Reihe  die   Grösse  x\ 

80  ist 

x' — S'(a;').=-0    und    /"(a:')  «=»  0, 

BivrmanD,  Elemente  der  höheren  Mathematik,  21 
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Wir  setzen 
iTo  — 0, 

usw.   und  behaupten  y   dass  diese  Grossenreihe   die  verlangten  Eigen- 
schaften besitzt  und  somit 

lim  ar»  ^  x' 

eine  Wurzel  unserer  Gleichung  f{x)  =  0  ist.  — 
Bezeichnen  wir  den  Quotienten: 

m 

mit  /J<,  so  wird 

^1        ^0  *^  ^; 

x^      a?i  «=  c/j, 

^fi-k-x  —  ^^  •=  c/i/i  •  •  -/J,. 
Die  Addition  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Formel: 

rr^+i  -  c  (1  +  A  +  A/i  +  •  •  •  +  A/i  •  •  •  /;). 

Und  nun  lässt  sich  zeigen,  dass  rr^^i  f£lr  ein  unendlich  anwachsendes^ 
endlich  bleibt  und 

lim  {Xfi^i  —  Xf,)  —  lim  {g{Xf,)  —  Xa)  =  lim  (o/i/i  . .  ./J,)  «  0 

^BSQO  fissoe  /Ua*» 

ist. 

Zum    Beweise    ziehen    wir    eine    neue   Gleichung    mit   positiTen 

Coefficienten : 

6  =  «  +  ««I*  +  ««g'  +  •  •  •  +  «m6'»  =  y(6) 

heran^   wo   a  eine  fürs   erste  noch  unbestimmte  positive  Grösse  sei 
und  die  positiven  Grössen  a^,  as,  •  -  •  a^  so  gewählt  seien,  dass 

<^x>\cx\     (A«2,3,...fn) 

ist.    Hierauf  wählen  wir  die  Folge  von  Grössen  ^i 
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die  offenbar  in  den  Beziehungen  ku  einander  stehen: 

t+i-y(l>.)>5/'   0»-o,i,2,--), 

und  setzen  wieder 

so  dass 

5^+1  "^  6/*  ■=  «91 9«  •  •  •  9// 
and 

6/i+i  «»  «(1  +  9>i  +  qpiy«  +  •  •  •  +  9i9«  *  *  *  9f*) 
wird. 

Wegen  der  Ungleichung  5^  >  6/4— i  ist 


m 


Be2seichnet  e  eine   beliebig  kleine  positive  Grösse  und  wählt  man  a 
so,  dass 

2«,a(l  +  £)  +  3a,a\l  +  «)«  +  ...  +  mc^c»-^!  +  «)""'  <  i  +7 

ist;  so  wird 

I,  —  a  <  a  (1  +  «),  9,  <  2c(,g,  +  3«x,6,»  +  •  •  •  +  wa^g,"-»  <  ^, 

S,-a(l+9,)<a(l  +  j^)<a     — ^-- «(1  +  «),     9,<ril' 

usw.,  allgemein 

g„4.i«a(l  +9i  +  9i9«H |-9i9>«-"9>/0<«(l+O^  9iu-hi<  i-ljT-? 

und  die  Differenz: 

1/4+1  —  5/*  =  a9i9>2  •  •  •  9>/u  <  «  (rqp^)  • 

In  der  Grenze  ist 

lim  g^  =  !'<«(!  +£) 

und 

lim  (6^+1  —  If,)  —  lim  (y(5^,)  —  g^)  —  lim  («91  ^t ...  9^)  =  0. 

ftssatO  /i^OO  //=a«> 

Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zu  der  Reihe  für  lim  x^t  oder  x': 


/{SS  OD 


c(i+/-.  +  /ir,  +  /iA^, +  •••), 


worin  die  Grossen  /*^  ganze  rationale  Functionen  von  c  sind^  deren 
Coefficienten  selbst  ganze  rationale  Functionen  der  Grössen  Ci,c$f"'Cn 
werden^  so  convergirt  diese  Reihe  in  dem  Bereiche,  wo  die  Beträge: 

ic|<a,     \cx    <ax     (A  =  2,  3,  •  •  •  w) 

21  ♦ 
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sind,  absolut;  unbedingt  und  gleichmassig,  indem  ja  dort  der  absolute 
Betrag: 

und  bei  hinlänglich  grossem  fi  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede 

noch   so  kleine  Grosse  6.     Setzt  man   f&r  fuf^f--'   ihre  Ausdrücke 

ein  und  ordnet  die  Reihe  nach  Potenzen  von  c,   so  folgt  fär  x'  eine 

conyergente  Potenzreihe: 

x'  —  cSß(c), 

Damit  ist  nachgewiesen  ^  dass  zum  mindesten  eine  Wuizel  der 
Gleichung  f{x)  »>  0  durch  Zahlengrossen  der  in  die  Rechnung  auf- 
genommenen Art  darstellbar  ist;  dann  aber  ist  es  jede  andere.  — 

Anstatt  aber  nach  dieser  Methode  eine  erste  Wurzel  der  Glei- 
chung f[x)^^0  oder  X'^g(x)  zu  suchen,  wird  man  für  z  eine  Potenz- 
reihe g(0)^(ff{P))  mit  unbestimmten  Goefficienten  substituiren  und  die 
Coefficienten  so  wählen^  dass  die  Gleichung  identisch  erf&llt  wird  (§  39). 

§  46.    Umkehrnng  von  Beihen. 

1.  Aus  dem  Beweise  für  die  Existenz  einer  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  OB  0  folgt  ferner^  dass  man  jede  algAraische  Gleichung 

fix)  =  Oofl?"*  +  ain^"^  -{ h  a„,^ix  +  a«  =  y, 

in  der  |  Om—i  |  >  0  ist,  durch  eine  in  gewissem  Bereiche  um  Om  cmver- 
gente  Potetiisreihe  nach  Potenzen  von 

identisch  erfüllen  kann*).     An  jeder  innerhalb  des  Convergenzkreisefl 
liegenden  Stelle  y^  wird  die  Reihe 


X 


^*o 


einen  Werth  Xq  annehmen,  der  die  Gleichung  f{x)  —  y©  *"  ^  erfüllt.  — 
2.  Ersetzen  wir  die  ganze  rationale  Function  f(x)  durdh  eine  in  der 
Umgebung  E  von  o;  ■=•  0  convergente  Potenereihe 

00 

in  der  \ci\>0  sei,  so  wird  man  ebenso  die  (transcendente)  Gleidiung 
y  mm  Cq -}-  CiX  -{'  c^x^  ^  . . .    oder  a;  «=  ^  "^^  —  (~a?  -{-  ^x*  -| — ) 

Vi  "Tl  1 

♦)  Vergl.  1.  c.  Biermann. 
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durch  eine  Beihe 

identisdi  erfüUen  Jcönnen,  wenn  nur  die  absoluten  Beträge  der  Grössen 

-^    (A-2,3,...) 

der  Beihe  nach  absolut  kleiner  sind  als  die  positiyen  Coe£ficienten 
a^f  a^,  •  •  •  einer  absolut  convergenten  Reihe;  dann  lässt  sich  nämlich 
eine  positiye  Grosse  a  so  bestimmen,  dass 

2«,a(l  +  6)  +  8a8a«(14-f)*H h  va,a^-^  (1  + sy-^ -\ <rAr 

wird.     Die  Reihe  convergirt  dann  gewiss  so  lange,  als 

ist. 

Die  Coefficienten  ci   der   convergenten  Potenzreihe  5ß(a:)   erfüllen 

aber  zweifellos  die  gestellte  Forderung,  weil  |  ^(a:)  |  für  all  die  ic-Werthe 

von  einem  Betrage  r  <  i2  ein  Maximum  g  besitzt  und 

ist  und  die  Reihe  aus  den  Grossen  g  *  r^  convergirt,   wenn  r  <  1  ist. 
Durch  die  Reihe  ^(x)  und  ihre  Fortsetzungen  wird  eine  analy- 
tische Function  y^  F{x)  definirt.    Durch  die  der  Gleichung  ys^^{x) 

identisch   genügende  Reihe  für  x  nach  Potenzen  von und  die 

Fortsetzungen  dieser  Reihe  wird  die  sogenannte  ümkehrungsfunction 
von  F(x)  definirt  — 

3,  Bezeichnen  wir  ^-^^  mit  0,  setzen  also 

g^x  +  ^^x'+'fx'  + /'W 

und  nennen  die  diese  Gleichung  identisch  erfüllende  Potenzreihe: 

X  =- y^B  +  y^^  +  y^ifi -] =  9(^)9 

bezeichnen  femer 

f{x  +  Ä)  •=■  jBf  +  *    also    y(^  +  Ä)  =»  a;  +  A, 


80  wird 


*  +  *-/•(*) +  ^#^Ä  +  ^A'  +  ---, 


Si|l>stitutirt  man  die  Reihe  f&r  h  nach  Potenzen  von  k  in  die  Reihe 
fOr  ff  -^-kf  so  entsteht 
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~      2!       \     1!            '        2!             '  / 

+ 

Und    nun    folgt    durch  Yergleicliang   der  Goefficienten    gleich  hoher 
Potenzen  von  k: 

rw9»+r(*)-(9'(«))*  =  o, 


Die  erste  dieser  Beziehungen  kann  öfter  dazu  dienen,  die  Goefficienten  y 
der  Reihe  q>(ji)  zu  bestimmen,  wenn  sich  f{pc)  in  einfacher  Art  durch 
fix)  »=  z  und  dann  leicht  durch  eine  Potenzreihe  nach  Potenzen  tod 
z  darstellen  lässt.  —  Ist  z.  B. 


Ä*      .     X' 


y  _  1  =  /5  =  f{x)  =  «  +  21  +  3!  ^ ' 

80  wird 

f{x)  -  1  +/•(«)-  1  +  *; 
und  weil 

9''W  =  yi  +  2y,^  +  3yjÄ«+...==y^«»j^  =  1  —  z  +  s" 

zu  setzen  ist,  folgt  durch  Yergleichung  gleichnamiger  Goefficienten  in 
den  Reihen  nach  Potenzen  von  z\ 

„y,«=(_l)-l      («=1,2,3,...). 

Die  Reihe  für  x  lautet  darum: 

^  =  ^-Y  +  y +(-1)      v  +  -"- 

Demnach  wird  die  ^^transcendente  Gleichung'^ 

durch  die  in  dem  Kreise  ü  =  1  um  die  Stelle  y  =  1  convergente 
Reihe 

x-(y-l)~i-(y_l)«  +  l(y-l)» + 

+  ^=^^(y-i)-  + *,(»-!) 

identisch  erfallt.  Die  ümkehrungsfunction  der  durch  die  bestandig 
convergente  Reihe  ?ß(a:)  definirten  eindeutigen  analytischen  Function 
y(x)  wird  somit  durch  die  neue  Reihe  ^^(y  —  1)  und  ihre  Fort- 
setzungen bestimmt 
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4.  Wir  ziehen  noch  eine  andere  Folgerung  aus  dem  im  vorigen 
Paragraphen  vorgebrachten  Beweise  für  die  Existenz  der  Wurzel  einer 
algebraischen  Gleichung. 

Ist  eine  algebraische  Gleichung  in  zwei  Variablen  x  und  y  vor- 
gelegt: 

fip7  y)  —  öoo  +  iflifiX  +  öoiy)  +  («w«*  +  Qnxy  +  ao«y^)  H [- 

+  (öUox*  +  a»^i,ia^-*y  +    ••  +  aony")  — 0 
und  x^»  ay  y  >«  /)  ein  Werthesystem,  das  die  Gleichung  erfüllt,  d.  L 
/*(«>  ß)  ■"  0,   so  kann  man  f{x,  y)   nach   dem   §  30,  5   auf  die  Form 
bringen: 

f  («,  y)  -  (1^)  (.-.)+  (g)  {,-»)  +  ((0)  <=rii-  + 

/  av  \  (x-g)  (y-(J)  ,   /8'A  (y - P)«\   ,  , 

+  \dxd-y)  ~^\ — \r  +  w)  ""ä!— j  +  ••  •  + 

Die  algebraische  Gleichung  erhält  somit  nach  den  Substitutionen 


j  "^  ^/'.»' 


die  Gestalt 


Wenn 


Co,  I  =  I  ( J^)    >  0 


ist,  kann  man  setzen: 

4.  «« - ^ 1 

und  hier  lasst  sich  rechter  Hand  jede  rationale  Function  von  g  in 
eine  convergente  Potenzreihe  nach  Potenzen  von  |  entwickeln.  Die 
so  entstehende  Gleichung 

n  -  6?o(l)  +  n"^t{l)  +  •  •  •  + 1?-?-«)  -  y{n) 

lässt  sich  durch  eine  Potenzreihe 
identisch  erfüllen,  deim  die  Grössen: 
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Vo  —  0,    ij,  —  y(iJo),    Vi  =  yivi),  •  •  • 
stehen  wieder  in  solchen  Beziehungen  zu  einander,  dass 

I  Vm+i  —  i?a*  I  —  I  riVfi)  —  Vf*  I 
in   hinlänglich  kleiner  Umgebung  yon  S  <»  0,    also  f&r  (-Werthe  ans 
dem  gemeinsamen  Convergenzbereiche  der  Reihen  ^o;  ^Sy  *  -  -  $«(£) 
bei  genügend  grossem  fi  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  be- 
liebig kleine  Grösse  d;  und  die  Reihe  für  iy  von  der  Form 

V  =  l?o(6)  (1  +  9i92  +  ViViV»  H — ) 
convergirt  gleichmässig.  — 

Die  durch  die  Gleichung  f(x,  y)  =  0  definirte  Grosse  y  ist  dem- 
nach   in    der    Umgebung    jeder    endlichen    Stelle    (a,  ß)j    an    der 

^  I  >  0  ist,  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

/3  +  (x  -  a)  $ß  (a?  -  a) 
darstellbar. 

Wenn  die  Fortsetzungen  irgend  einer  gewonnenen  Reihe  die  Glei- 
chung f(Xf  y)  SB  0  identisch  erfüllen  und  durch  die  Gesammtheit  der 
Fortsetzungen  die  Grösse  y  erschöpft  wird,  so  ist  y  eine  analytische 
Function. 

An  den  Stellen  (a,  /J),  wo  f(x,  y)  =  0,  ö-  =  0  ist,  lässt  sich  y—ß 

nicht  in  eine  Potenzreihe  nach  Potenzen  von  {x  —  «)  entwickeb. 
Diese  Stellen  o:  *»  a  sind  singulare  Stellen  der  Function  y;  doch  soll 
hier  nicht  untersucht  werden,  wie  sich  y  an  einer  solchen  Stelle  verhält. 
Wir  bemerken  nur  noch,  dass  wir  nach  den  bisherigen  Ergeb- 
nissen zur  Herstellung  einer  Reihe  fcLr  y  —  ß  nach  Potenzen  von 
(x  —  a)  mit  Vortheil  den  Identitätssatz  verwenden  werden  und  nach 
der  Methode  der  unbestimmten  CoeMcienten  eine  Reihe  (x —  a)$(a?— «) 
für  (y  —  ß)  so  bestimmen  werden,  dass  sie  der  Gleichung  f{Xf  y)  —  0 
genügt.     Ist  z.  B. 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeuten  möge,  und  soll  man  in  der 
Umgebung  von  (a,  ß)  »=  (0,  1)  die  algebraische  Function  y  darstellen, 
so  bilde  man  zunächst 

fix,  y)  =.  (2(y  -  1)  -  nx)  +  ((y  -  1)»  -  (j)^^  - 

-ty O'^' 

substituire  für  y  —  1  die  Reihe: 

CqX  +  c^x*  +  c^a^  -{-... 
und  bestimme  die  Goefficienten  c  gemäss  der  Forderung,  dass 
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OO  I  OD 

2x  ^,  c^x''  —  nx  +  ^*  I  ^  (coCy  +  CiC^^x  +  •  •  •  +  CrC^x""     — 

-(;)«■ -(:)»" — (:)'" 

identisch  verscliwindet.     Man  findet  leicht,  dass  man 

.-(1-.). ..(-;_.)     /;\ 

ZU  setzen  hat;  dann  lautet  die  verlangte  Reihe 

n 

die  wir  f&r  (1  -l-  ^) '  schon  früher  angegeben  und  abgeleitet  haben. 

f(Xy  y)  und  ~  —  2y  sind  gleichzeitig  Null,  wenn  a;—  —  1  und  y  »O 

ist;  rc  *B  —  1  ist  eine  singulare  Stelle  und  in  dieser  fallen  die  sonst 
verschiedenen  y-Werthe  zusammen.  — 


VI.  Abschnitt. 
Die  elementaren  Fnnctionen. 

I.  Capitel. 
Darstellnng  der  Ftmotionen  dnroli  Potenzreihen. 

§  47.    Die  ExponenUalfonotioD« 

1*  Wir  haben  erfahren^  dass  durch  eine  für  jeden  endlichen  Werth 
einer  reellen  Variablen  |  convergente  Potenzreihe 

«o  +  öi6  +  öi6*H 

eine  eindeutige  Function  /*(£)  vollständig  definirt  ist    Diese  Function 
hatte  Ableitungen  aller  Ordnungen: 


und  es  war 

ii„/l:'ji±^ -_/*:!«) _/,».+x>(g)  («.-.0,1,2...), 

wobei  /^<»(€)  =  /(g)  ist,  tind  es  galt 

00 

d.  h.  die  ganze  transcendente  Function  /*(!)  war  also  auch  definirt, 
wenn  ihr  Werth  und  die  Werthe  ihrer  Ableitungen  an  der  einen  Stelle 
§  OB  0  gegeben  waren. 

Durch  die  aus  dem  Pari^raphen  38,  4  bekannte  bestandig  con« 
yergente  Reihe 

ist  eine  eindeutige  Function  E(i)  dargestellt,  die  an  der  Stelle  | »  0 
den  Werth  Eins  hat  und  deren  Ableitungen  jB<»)(g)  für  |  — 0  auch 
den  Werth  Eins  annehmen.    Es  ist  nämlich 

E^'^ii)  =  E{i),    £W(6)  -  JE;(^)(6)  -  Jg:(6),    usw. 


§  47.    Die  fizponentialfuDotion.    Nr.  1,  2.  331 

Darum  aber  bedeutet  J?(g)  nichts  anderes  als  die  in  den  §§  10^ 
15  und  16  vorgebrachte  eindeutige  und  an  jeder  endlichen  Stelle  stetige 
„Exponentialfunction''  c^,  für  die 

Um V «=  €^    und  e®  —  1 

war;  und  wir  können  sagen^  dass  die  Function  ^  die  analytische  Dar- 
stellung besitzt: 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  das  Product: 


CI-)  {M 


r=0 


wird;  dass  also  die  Beziehung  gilt 

die  unter  Anwendung  der  Bezeichnung  E{^  und  -B(l)  für  «^  und  e 
lautet* 

(J5;(1)>^(E(1))'/  =  (£(1))«+^ 

Wir  finden  also  in  e^  eine  in  jedem  endlichen  Intervalle  stetige  Fuuc* 
tion  f{X)j  die  für  alle  Werthe  g  und  17  die  Gleichung 

/■(i  +  >?) = m '  fin) 

erfüllt;  und  f(l)  =  e  ist  eine  positive  Grösse. 

2.  Cauchy*)  stellte  zuerst  die  Frage  auf,  loelche  —  zwischen  be- 
liebigen Grenzen  der  Variablen  |  —  stetigen  Functionen  f(i)  die  Eigen- 
schaft besitzen,  dass  für  alle  Werthepaare  |  und  17  die  Gleichung 

/•(l  +  ij)  ■=  m  •  fin) 

erfvttt  ist. 

Für  jede  solche  Function  muss 

/•(O)  -  1 

sein,  denn  andernfalls  müsste  f{^  wegen  der  Beziehung  f(X)^^f(i)'f{0) 
für  jeden  Werth  |  verschwinden.  Jede  Function  der  in  Frage  stehen- 
den Art  kann  nur  positive  Werthe  annehmen,  denn  es  ist 


ni)-f{!,+i)-(f{i)y. 


Die  n-malige  Anwendung  der  vorgegebenen  „Functionalgleichung*' 
erfordert,  dass 

/•(ii  + 1«  +  •  •  •  +  5.) = mo  •  fih)  •  •  •  AS») 

imd 

*)  Cauchy,  Algebr.  Analysis  Cap.  V,  §  1,  Aufg.  2. 
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werde;  und  insbesondere  muss  fQr  $»»  1>  beziehungsweise  $«— : 

n»)  -  ifa)y,  m  -  (fii))' 

sein.    Doch  damit  f  t—j  bei  jedem  ganzzahligen  n  eine  reelle  Grrosse 

ist,   muss  f(l),   das  wir  auch  mit  a  bezeichnen  wollen,  eine  posiiitx 
Grösse  sein. 

Setzen  wir  S  <»  — »  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  seien,  so  wird 

fini)  -  fim)  -  (AD)-  «  (/•(^))" 
und 


/•(;)  -  (^(D) 


m 


Legen  wir  ^  ferner  einen  positiven  irrationalen  Werth  bei,  der 
zu  der  Fundamentalreihe  positiver  rationaler  Grossen  {ioy  ii*  ti,  •  • '} 
gehöre,  wird  ebenso 

indem 

m  -  lim  (AD)«"  =  (AD)""*" 

zu  setzen  ist  und  f(i)  an  jeder  endlichen  Stelle  als  stetig  voraus- 
gesetzt wurde.  —  Weil  endlich  för  negative  Variablenwerthe  —  5 

/•(-5)-A6)-=AO)-l, 

ist,  so  sehen  wir,  dass  jede  unserer  Gleichung  /*(|  +  v)  *^  f(S)  '  fii) 
genügende  Function  die  Form  hat: 

Legen  wir  a  den  Werth  e  bei,  so  kommen  wir  zu  der. früheren 
Function  6^,  für  die  schon  eine  analytische  Darstellung  gefunden  wurde. 

Falls  sich  auch  a^  in  der  Umgebung  einer  endlichen  Stelle  £o 
durch  eine  Potenzreihe 

darstellen  lässt,  gibt  es  für  a^  —  ebenso  wie  fQr  ^  —  eine  Darstellung 
in  der  Umgebung  der  Stelle  NulL  In  der  That,  setzen  wir  in  der 
Gleichung 

5  —  Jo  —  ^>  80  ^rd 


yaiO 
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und  weil  o^  nicht  verschwinden  darf,  wenn  die  Function  a^  nicht  an 
jeder  Stelle  |  Null  sein  soll,  so  gilt 

CO 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  afi  in  einer  Umgebung 
Yon  I  «s  0  durch  eine  Reihe 

*(5)- 1+0x6  + «,S*  +  --- 

darstellbar  sei   und   dass  S,  17   und   (|  +  17)    Stellen  des  Convergenz- 
interralles  dieser  Reihe  seien,  bilde  man 

flO 

«»1 

und  vergleiche  die  Coefficienten  gleichnamiger  Glieder.     Es  muss 

a,_^-a^  «-(!))•  an    (v  —  1,2, --(n—  1)), 

also  insbesondere 

a^^i  •  ai  s»  n  •  a». 
sein,  das  heisst 

ÄiOi  ■«  2at,    flj  •  ai  =»  3a8,  •  •  •  a«— 1  ■  01  ■«  wä«. 
Durch  Multiplication  dieser  (n  —  1)  Gleichungen  erhält  man 

ai^üf  •  •  •  dn—i  *=  w!  ögfls  • '  •  ö« 
oder 

«•-5r  («-2,3,4,...). 

Durch  diese  Werthe  für  die  Coefficienten  o,»  ^s»  '  * '  ^^^  —  ''^i®  ®s 
verlangt  war  — 


fl,— y'öv 


^""■■"■' -•*(:)-(:)•«■■ 


(n  —  »)1  n! 

Die  nun  formal  gebildete  Reihe 

ist  bestandig  convergent  und  definirt  die  der  Gleichung 

m  + 1?)  -  m  •  m 

genügende  Function  a^,  wenn  man  nur  aj  so  wählt,  dass 

/'(l)-a-l+||  +  !^*  +  ---c^ 
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ist.  —  Da  a  >  0  .war^  gibt  es  eine  Grösse  a^,  für  die  «"^  «»  a  ist;  sie 

heisst 

a,  «=*  loga.  — 

Und  nun  lautet  die  analytische  Darstellung  fOr  a^: 

Wenden  wir  auf  diese  Reihe  den  Ableitungsprocess  an,  so  entstehen 
nach  und  nach  die  Ableitungen 

loga  •  a^y  log*a  .  a^,  •  •  • ,  log»a  •  a^,  •  •  •, 

die  an  der  Stelle  ^  *»  0  die  Werthe  annehmen: 

loga,  log*a,  •  •  •  log*a,  •  •  • . 

Für  die  in  den  §§  10,  15,  16  besagte  Function  a^  war 

lim B-  loga  •  a^, 

und  darin  haben  wir  eine  neue  Bestätigung,  dass  die  Beihe 

1  +  loga  .  ^  +  log«a  .  1^  +  log'a  •  J-,  H 

die  Function  a^  darstellt.  — 

Die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  G au chy 'sehen  Frage- 
stellung lautet:  Welche  analytischen  Functionen  der  complexm  Variablen  x 
genügen  bei  beliebigen  Werthen  der  Variablen  {x  und  y)  der  Gleichung 

f{x)'f{y)^f{x  +  y)  W 

und  der  Bedingung 

wo  die  von  Null  verschiedene  Grösse  a  gegeben  ist 

Zur  Lösung  dieser  Frage  setze  man  versuchsweise  ftlr  f(x)  eine 
conyergente  Reihe 

ÖQ  +  fl^i^  +  «2^*  H —  • 
fest,  substituire  diesen  Ausdruck  für  f(x)  in  die  Gleichung  (a),  da 
findet  man  wie  früher,   dass  der  Gleichung  durch  die  bestandig  con- 
yergente Potenzreihe 

^     II      ^      2!      ^      3!      ^ 

genügt  wird,   wo  o^  eine  Constante  bedeutet.    Jetzt  hat  man  nur  zu 
fragen,  ob  man  a^  so  wählen  kann,  dass 


cL     .    a,  • 


i  +  iT  +  ir  + ^m)-« 

wird.  — 

Gesetzt,  es  sei  a  »>  6,  dann  darf  man  o^  »»  1  setzen,  d.  h.  jetzt 
lautet  die  Reihe 
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«•    .    a?' 


die  filr  reelle  Werthe  rc  —  $  in  die  Function  (^  übergeht.  —  Damach 
definiren  wir  umgekehrt  die  Ezponentialfunction  e,  wenn  x  complez 
isty  durch  die  letztgenannte  Keihe.  — 

(Weitere  Erörterungen  sind  Im  §  51  enthalten.) 

§  48.    Der  BinomiaUehrBats  für  beliebige  reelle  Exponenten. 
Nachdem  wir  nun  erkannt  haben,  dass  der  Gleichung 

die  Function 

genügt^  wobei  /"(l)  >  0  ist,  sind  wir  im  Stande,  die  Verallgemeinerung 
des  Binomiallehrsatzes: 

nach  Euler's  und  Gauchy's  Vorgang  auch  auf  den  Fall  fortzuführen, 

wo  m  nicht  blos  eine  rationale,  sondern  eine  irrationale  reelle  Grösse  ist. 

Fasst  man  nämlich  die  in  dem  Einheitskreise  conyergente  Reihe 

F{x\  m)  ""^^  (    ja?"  als  Fimction  der  reellen  Grosse  m  auf,  die  wir 

als  stetig  yeränderliche  reelle  Variable  hinstellen,  und  kann  man 
zeigen,  dass  F{x'^  m)  für  jedes  endliche  in  eine  stetige  Function,  von  m 
ist,  so  lässt  sich  aus  der  für  jedes  Paar  von  Werthen  m^  und  m^  gil- 
tigen Beziehung  (§  40, 1) : 

jP(aj;  wii)  .  JP(iF;  m,)  =  F{x\  m,  +  m^) 

schliessen,  dass  F{x]  m),  als  Function  von  m  betrachtet,  nichts  anderes 

bedeutet  als  • 

(F(ir;  1))«», 

so  lange  nur  |  :c  |  <  1  ist.  Doch  weil  F(x]  1)  »»  1  -{-  rc  ist,  so  stellt 
die  ßeihe 

dann  bei  jedem  beliebigen  reellen  Werthe  von  m  innerhalb  ihres 
Conyergenzbereiches  die  Function 

(1  +  a?)"» 
dar. 

Zum  Beweise,  dass  F(x]  m)  eine  stetige  Function  von  m  ist,  so 

lange  nur  |  o;  |  <  1 ,  schreiben  wir 
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F{x\  m)  —  1  «=  mx 

+  -^  (2mar^  —  3m V  +  m»a:*) 


und  sehen   nach,   ob   wir  F{m'^x)  —  1    in   eine   fttr  jeden   endlichen 
Werth  m  convergente  Reihe  nach  Potenzen  Ton  m  entwickeln  können. 
Ersetzen  wir  in  den  Horizontalreihen  die  einzelnen  Glieder  durch 
ihre  absoluten  Beträge,  so  entstehen  bei  den  Bezeichnungen 

I  jc  I  SB  g     und     I  m  I  OB  fi 
Reihen  mit  den  Sammen 

(-.')  (-  0.  ('.')  (-  «•  ■  •  •  (-.')  <-  0-.  ■  •  ■ 

und  die  aus  diesen  Grössen  gebildete  Reihe 

("/)  (-  $)  +  ("/)  (-  ö*  +  •  •  • 

convergirt,  so  lange  S  <  1  ist.  Dann  aber  conyergiren  auch  die 
Yerticalreihen,  d.  h.  F(x  \  m)  läset  sich,  so  lange  |  rt:  |  <  1  ist,  in  eine 
fOr  jedes  endliche  (reelle)  m  conrergente  Potenzreihe  nach  m  um- 
wandeln, und  ist  somit  eine  stetige  Function  von  m. 

Nach  diesem. Beweise  gilt  also  für  jedes  reelle  m  die  Beziehung: 

und  man  erkennt  von  Neuem  die  Richtigkeit  der  Formel: 

Auch  bei  irrationalen  Exponenten  m  der  Poten»  (1  +  a:)"*  gelten  Un- 
gleichungen der  früheren  Art  (§  40,  2). 

§  49.    Ueber  die  Functionen  Oosinns  und  Sintis  und  ihren 
Zusammenhang  mit  der  Bxponentialfanotion. 

!•  Der  Cosinus  eines  reellen  Argumentes  17  ist  eine  in  der  Um- 
gebung jeder  endlichen  Stelle  stetige  Function,  die  in  der  Umgebung 

^  der  Stelle  Null  positive  Werthe  kleiner  als  Eins   und  fOr  17 « 0 

den  Maximalwerth  Eins  besitzt;  ja  es  ist  auch: 

cos( —  fi)  «i  cosiy,    lim  2     ~  ,  *^  «— »  1, 
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und  femer 

C08(l7i  +  l^g)  +  C0s(l7i  —  tli)  —  20081^1  C08%  =  0, 

co8a(i},  +  1J2)  +  cosa  (j^^  —  i^,)  —  2co8ai7i  cosaij^  •=  0, 

wo  a  eine  Constante  bedeutet. 

Fragen  wir  nun,  welche  in  jedem  endlichen  Intervalle  stetigen 
Functionen  f(rf)  för  alle  reellen  Werthepaare  r^i  und  %  die  Be- 
ziehung erfbllen: 

nVi  +  Vt)  +  fiVi  -  V»)  -  2f{.%)  /•(%)  =  0, 
SO  müssen  wir  also  auch  cos  afi  finden.    Da  f&r  172  *»  0 

d.  1l  f(P)  -B  1  sein  muss,  so  hat  jede  unserer  Functionalgleichung 
genügende  stetige  Function  in  einer  angebbaren  Umgebung  r  yon 
1?  =  0  positive  Werthe,  die  entweder  den  Werth  1  übersteigen  oder 
nicht  übersteigen. 

Gesetzt,  wir  fanden  nur  deu  Cosinus  als  Function,  die  der  Fun- 
tionalgleichung  genügt  und  deren  Werthe  in  der  Nähe  von  17  *»  0 
den  Werth  Eins  nicht  übersteigen,  so  liefe  die  weitere  Frage,  ob  und 
welche  analytische  Darstellung  der  Cosinus  durch  eine  Potenzreihe 
findet,  darauf  hinaus,  diejenige  in  einer  Umgebung  der  Stelle  Null  con- 
yergente  Potenzreihe  $(17)  zu  finden,  welche  die  Functionalgleichung 
identisch  erfüllt  und  in  der  Nahe  der  Stelle  17  =  0  kleinere  Werthe 
annimmt,  als  fOr  1}  «==  0,  wo  sie  den  Werth  Eins  besitzen  soll. 

Es  sei  s  eine  Stelle  aus  der  Nähe  von  ij  =  0,  an  der  0  </*(£)  <1 

ist,  dann  gibt  es  eine  zwischen  0  und  y  liegende  Grösse  a  derart,  dass 

f{6)  -»  cos  a 
wird;  femer  ist  zufolge  der  Functionalgleichung: 
f(2s)  «=  2f(s)  f{€)  -  /•(«  —  «)  =  2co8-a  —  1  =  cos  2a, 
f(ßi)  =«  2/^(5)  f(2B)  —  f(26  —  «)  =»  2cosa  cos2a  —  cosa  «=*  cos 3a, 
/'(4«)  ■=  2f(jB)  fißs)  —  /"(Sf  —  «)  =  2cosa  cos  3a  —  cos2a  ■»  cos  4a, 

und  allgemein  fCLr  ein  ganzzahliges  Vielfache  von  e  (vergl.  §  19,  7) 
f(fns)  —  2cosa  cos(m  —  l)a  —  cos(m  —  2)a  =  cosma. 

Setzt  man  17^  und  i;,  gleich  — ,  so  wird 
aber  auch 


1  4-  cos  a  off 

— 5 — »»»■-}-, 


f{i)~ 


a 
cos  .^  , 
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weil  /"(«)  und  umsomehr  /(y)  positiv  ist.    Ebenso  gilt 


und  femer 

ma 

2* 


Definirt  man  irgend  eine  positive  reelle  Grosse  tj  durch  eine  Fnn- 


m 


damentalreihe  von  Grossen  der  Form  — ,  so  wird  auch 

f{srj)  =  cosaij; 

und  weil  für  i?i  =  0,  %  ■■  —  ^V  die  Functionalgleichung  lautet: 

^(-5i,)  +  A«ij)  =  2/"(0)Y(«ij), 
SO  gilt  auch: 

f( —  €ti)  =  fi^tf)  =  cosai]  «=  cos(—  ctiy), 

d.  h.  die  Formel 

f(^v)  "^  cosaij 

und  ebenso  die  durch  die  Substitution  von  —  an  Stelle  von  n  ent- 
stehende  Formel: 

f{rf)  =  cos  (y  1?)  =  cos(aiy) 

hat  allgemeine  Giltigkeit. 

So  ist  erwiesen  y  dass  der  früheren  Functionalgleichung  nur  die 
Function  f(ri)  <"  cos ai;  Genüge  leistet,  wenn  yorausgesetzt  wird,  dass 
in  der  Nähe  der  Stelle  Null  0  <  f(^)  <  1  ist. 

Gesetzt  nun,  es  gebe  für  cosai}  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle 
ij  =  0  convergente  Potenzreihe,  die  für  17  =  0  den  Werlh  1  annimmt: 

so  müssen  unter  der  Annahme^  dass  171, 1739 171  +  %  und  ij^  —  fj^  Stellen 
in  dem  Convergenzintervalle  von  Jp(ij)  sind,  die  Reihen  ^ßCi^i),  ?(%); 
femer 

1  +  fy  (i?i  +  V»)  +  5  (^1*  +  ^niVi  +  %*)  +  •••, 

der  Reihe  nach  für  f{rii),  f(fi^),  f(i]^  +  rj^),  f(rji  —  ly,)  gesetzt,  die 
Functionalgleichung  identisch  erfClllen.  Das  ist  —  wie  eine  einfache 
Rechnung  lehrt  —  der  Fall,  wenn 

"^  (;)(!  +  (- ly)-2|^^  =  0     (^<:r,a,=  l) 
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oder  wenn  —  was  dasselbe  ist  — 

a^(l  +  (—  1)^)  -  2a^a.«^  —  0 

gesetzt  wird.    Damach  aber  wird 

(hx  =  «»*,    (Hm+1  =  0     (x  =  0,  1,  2,  3,  • .  •) 
und  die  Potenzreilie  $(47)  erhalt  die  Form: 

Die  Grosse  o,   muss  negativ  sein,   damit  die  Summe   dieser   conver- 

genten  Reihe  in  der  Nähe  von  17  =  0  den  Werth  Eins  nicht  übersteigt. 

Wir  können  desshalb 

o,  =  — c* 

setzen,  nnd  so  entsteht  die  bestandig  convergente  Reihe 

21     ~     41  6]       *  ' 

die  als  eindeutige  und  stetige  Function  von  r^,  welche  die  Functional- 
gleichung  erf&llt,  nur  den  Cosinus  eines  Vielfachen  von  17  und  zwar 
des  Vielfachen  +  ctj  darstellt^  indem 

;ä^  -'^  -  ^z'  '=&^  - ''  •^'  ^.'  '-W  -  "• 

ist. 

Wir  haben  somit  endlich  gefunden,  dass  cos  17  in  der  Umgebung 

der  Stelle  Null  durch  die  unendliche  Reihe 

71  71  71 

darstellbar  ist.  Diese  Reihe  ist  beständig  conyergent^  denn  wir  be- 
merken, dass  sie  den  reellen  Bestandtheil  der  beständig  convergenten 
Reihe  für  e'*'  bildet: 

Beachten  wir  auch,  dass  jetzt 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  der  Beziehung 

cos^ij  +  sin*ij  =  1: 

Doch  weil  der  Sinus  für  positive  Werthe  von  ij  in  der  Nähe 
Ton  97  ■»  0  positiv  ist,  so  muss  das  erste  Zeichen  -f*  gelten;  dann  ist 
nach  dem  Satze  über  alternirende  Reihen  sini}  <  ij,  wie  es  sein  soll. 


sm'17  = ' —  ■ ■ 


2S 


* 
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Wir  habeu  also  die  Entwicklung: 

8ini,-i2--+^j . 

Nebenbei  ist 

C0B1J  +  %  siniy  «=€**', 
und  weil 

cos  ( —  ff)  =  cosiy,     8in( —  ij)  ■=  —  sini? 
ist,  so  wird 

e-'n  «s  C0S1]  —  i  sinij. 

Wegen  der  Beziehung  e'''-e~*''«»c°=«l  folgt  nun  umgekehrt  wieder 

cos'ij  +  sin^i^  —  1.  — 

Indem  man  auf  Grund  der  Formeln 

C0S12  =  ^2 '     ®^^^  ^ 2i ' 


8i  St 


+  ^ 


setzen  kann,  folgen  aus  der  Fundamentaleigenschaft  der  Exponential- 
function  wieder  die  bekannten  Additionsformeln: 

cos  (iji  +  %)  =  cosi/j  co8i}2  —  siniji  sini},, 
sin  (i^i  +  1^2)  =  sini^i  cosi^^  +  cosiji  sini;,-  — 

Schreibt  man  in  e'  die  complexe  Grösse  x  in  der  Form  |  4~  ^^) 
wo  S  und  1}  reell  sind,  so  folgt  aus  der  Formel 

c«  B=  6^+*''  =  ö^  .  c»*"  =  c^  (cosij  +  f  sinij) : 

|c«|-|6f|; 

doch  weil  eß  f£Lr  jedes  reelle  |  positiv  ist,  so  gilt  auch 

2.  Die  trigonometrischen  Functionen  Cosinus  und  Sinus  haben 
zufolge  der  in  der  Geometrie  aufgenommenen  Definitionen  nur  för 
reelle  Werthe  des  Argumentes  eine  Bedeutung.  —  Da  aber  die  froher 
gefundene  Reihe 

1  -  i"  +  :l*  -.  ±"  J_  •  •  • 

2!    '     4!         6!    ' 

für  jedes   endliche  rj   (reell  oder  complex)  eine  Bedeutung  hat,   und 
weil  dieselbe  Reihe  auch  für  die  der  Functionalgleichung 
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/■(a^i  +  ^0  +  fix,  -  T,)  -  2  fix,)  fix,)  =  0 
und  der  Bedingung 

lim  2  *-#)==! 

genügende  analytische  Function  f(x)  hervorgeht ,  so  verstehen  wir 
unter  dem  Cosinus  des  complexen  Argumentes  x  die  durch  die  beständig 
convergente  Reihe 

1  —  -'  4-  ^*  _  ?*  j 

2!     '     4!  6!     ' 

definirte  Function.     Dann  umfasst  diese  Definition 


X*    ,     X*         x^ 


=  cosx 


2!    *     4!         6!  ^ 

die  trigonometrische  Function  Cosinus  eines  reellen  Argumentes.  — 

In  gleicher  Weise  verstehen  wir  unter  dem  Sinus  eines  complexen 
Argumentes  die  durch  die  (bestandig  convergente)  Reihe 

definirte  Function;  und  diese  Definition 

/mS  /y>b  m7 

*-8T+6!-7!  + «"^^ 

umfasst   wieder   die    trigonometrische   Function   Sinus    eines    reellen 
Argumentes.  — 

Die  Darstellungen  für  den  cosx  und  sino;  zeigen,  dass  die  ersten 
Ableitungen  dieser  Fanctionen: 

...         ,.     C08(a5+Ä)  — C08X  .  .   /-»         ,.     sin(x4-Ä) — sino; 

co8<^'a;=Lm  —      / «=  —  smj;,  sm^^^a;— hm  —       , «=»  cosa? 

sind,   und  dieses  Ergebnis  steht  mit  den  Formeln  in  §  16,  4  in  Ein- 
klang.   Die  Ableitungen  höherer  Ordnung  als  der  ersten  ergeben  sich 
auf  Grund  der  eben  gefundenen  Ableitungen.  — 
Es  ist  nun  auch  für  complexe  Argumente  x 

cosa:  =  y  (e**  +  er'*),  sin  ^  =  2I  ^^*  ""  ^**^ 

und 

c*  =  cos  -r  +  t  sm  ~,  c""*  =  cos  -: »  sm  ~ 

oder 

c»  8»  coaiz  —  isinie,     er-*  =  cosij»  +  isinie. 

3.  Wir  wissen,  dass 

sinij  =  sin  (iy  +  n  •  2«),    cosij  =  cos  (i?  +  w  •  2n) 

ist^   wo  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet.    Indem 
wir  zeigen,  dass  sino;  nur  die  uns  schon  bekannten  reellen  Nullstellen 
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n«    (n=0,  +1,  +2,...) 
besitzt,  folgt,  dass  niemals 

sinn;  »i  sin  (2;  -f"  c») 
wird,    ausser   wenn   m   ein  ganzzahliges   Vielfache    von  2ar,  der  so- 
genannten Periode  des  Sinus  und  Cosinus  ist.  —  Und  dann  schliessen 
wir,   dass  die  Exponentialfunction  c*  =  f(x)  nur  die  Periode  2«*  be- 
sitzt, das  will  sagen,  dass 

f{x  +  2nici)  =  f(x) 
ist,  denn  es  ist  ja 

g«+2««<  «=a  c*  (co82n«  +  isin  2nx)  -=  6*. 

Folglich  gehen  dann  alle  Yariablenwerthe,  fiir  die  6*  <»  a  wird,  aus 
einem  ersten  Werthe  Xq  hervor,  indem  man  zu  Xq  ein  ganzzahliges 
Vielfache  yon  2ici  hinzufügt. 

Es  ist  nur  zu  zeigen,  dass  sino;  für  keinen  complexen  Werth 
X  =^  ^  -{'  itl  verschwinden  kann,  denn  die  reellen  Nullstellen  sind  uns 
alle  bekaimt.  Wenn  sino;  f£Lr  einen  solchen  Werth  verschwände,  so 
müsste 

exi  —  e-*»  —  0     oder    c*«*  —  e«»(f+'»?)  =  er^n  (cos  2|  +  isin2|)  =  1, 

I  c«*<  I  —  r-«"»  —  1 

sein,  ohne  dass  i}  «==  0  ist.  Das  ist  aber  nicht  möglich,  denn  c*^ 
nimmt  jeden  positiven  reellen  Werth  nur  einmal  an,  und  zwar  wächst 
g— «»?  von  1  bis  +  00,  wenn  —  2iy  von  0  bis  +  00  zunimmt;  und  er*' 
nimmt  von  1  bis  0  ab,  wenn  —  2iy  von  0  bis  —  cx>  abnimmt,  d.  h. 
es  gibt  ausser  ij  -=  0  keinen  reellen  Werth  för  —  2ij,  för  den 
ß— «»?  «B  1  ist,  und  sin  x  verschwindet  nur  an  den  Stellen  nx. 
Zufolge  der  Gleichung: 

gibt  es  im  Endlichen  auch  keinen  complexen  Werth  a;,  für  den  e' 
den  Werth  Null  annimmt.  JExistirt  denn  aber  stets  ein  erster  Werth  x^j 
für  den  e*»  den  von  NtiU  verschiedenen  Werfh  a  annimmt?  — 

Ist     a  '^  a  '\'  iß,    Xq  —  60  +  ti/Q,    dann  soll 


sein,   und  diese  Gleichung  hat  eine  Lösung  Sq.    Die  Grösse  %  soll 
hierauf  derart  bestimmt  werden,  dass 

wird,  oder  dass 

COS  17«  =  '-—       - ,   sin«o  «»     , 
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wird.    Weil    j — r    <  1  ist,  so  gibt  es  einen  und  nur  einen  zwischen  0 

und  n  liegenden  Werth  i}^,  ftlr  den  cosijo  «a  - — -  ist,  denn  der  Cosinus 

ist  eine  stetige  Function,  die  jeden  Werth  innerhalb  der  Grenzen  der 
Functionswerthe  annimmt,  und  es  kann  auch  nicht  zwei  Werthe 
W;  W  g^hen,  die  der  Gleichung  genügen,  sonst  müsste  wegen 

cosV—  cosijo"  —  —  2  sin  ^"t^  sin  -^-^'  "^  '^^'  —  0 

der  Sinus  einer  von  Null  yersohiedenen  Grosse,  die  kleiner  ist  als  %y 
verschwinden,  was  nicht  der  Fall  ist. 

Für  den  Werth  i}^  zwischen  0  und  n^  der  die  Gleichung  cosi}^  « 

erfüllt,  ist 

sin«%  =  1  -  cos^o  -  1  —  iq!p-  =  i^, 
und  somit  ^ 

«in  (±  ^o)  — -fi ; 

WO  das  Zeichen  +  gilt,  je  nachdem  /)  ^  0  ist. 

^ ^ — —  ^.ww  r  <  0  ist,  genügt  der  Gleichung  c'*'»  «=  .-  -.  eine 

positive  oder  negative  reelle  Grosse  i^^  ^^^  kleinerem  Betrage  als  n. 
Wenn  a  -»  0  ist,  setze  man  bei  positivem  /)  i^o  "^  y ;  ^^^  negativem  /) 

ly^)  ««  —  y;   wenn  j3  «=»  0  ist,  setze  man  bei  positivem  a  %  ^^  0,  bei 

negativem  a  ^^^  jt. 

Die  Gleichung 

e'  =  a    (la|>0) 

lässt  sich  somit  durch  einen  endlichen  Werth  a;o  «» lo  "h  ^^o  befriedigen  und 
dann  a/uch  noch  durch  unendlich  viele  andere  Werthe  x,  =?  £,  +  ^'t^y  i^^ 
denen  aber  q,  von  i}o  ^t«r  um  gan»zahlige  Vielfache  von  2ni  verschieden 
sind  und  £y  »»  |o  ist. 

Diejenige  Darstellung  e^-^^io  der  nicht  negativen  Grösse  a,  in 
der  I  i}o  I  <  ^  i«^;  heisst  die  Hauftdarstellung  von  a.  In  dieser  ändern 
sich  Sq  und  i}^  stetig  mit  a.  Wenn  aber  a  aus  dem  Bereiche  von  Stell^i 
mit  negativem  imaginären  Bestandtheile  nach  einer  Stelle  a'  des 
negativen  Theiles  der  reellen  Zahlenlinie  übergeht  und  sie  über- 
schreitet, so  müssen  die  zugehorenden  17^'^^^^^  ^^  ^^^  unteren 
Grenze  —  n  nach  %  übersprii^en,  wofern  die  Stellen  der  kleinsten 
Umgebung  von  a\  deren  imaginärer  Bestandtheil  j3  positiv  ist,  wieder 
die  HauptdarsteUung  finden  sollen.  Mit  anderen  Worten:  in  der 
Hauptdarstellung  ist  ri^  an  den  Stellen  a'  des  negativen  Theiles  der 
reellen  Zahlenlinie  unstetig.  — 
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§  50.  Der  LogarithmiiB. 
!•  Man  nennt  jede  Lösung  der  Gleichung  6^  =  0  einen  natürlichen 
Logariihmus  von  a  und  bezeichnet  sie  mit  Log  a  oder  La.  Die  Losung 
So  +  ^Vof  ^  ^®^  —  »  <  i2o  <  «  ist,  heisst  der  Haupheerth  des  natür- 
lichen Logarithmus  und  soll  mit  log  a  oder  la  bezeichnet  werden. 
Dann  ist  der  Hauptwerth 

5o  +  *^o  =  log  I  a  I  +  i%     (—  3r  <  %  ^  «) 
und  die  übrigen  Werthe  des  Logarithmus  von  a  unterscheiden  sieb 
von  ihm  durch  ganzzahlige  Vielfache  von  29ri,  also  ist 

Loga  =  loga  +  2nxi  »=  log  |  0  |  +  i%  +  2n«i 
und  insbe^fondere 

Logl  =  2nici,    Log( —  1)  =  iTt  +  2nxi,    Loge  -=  1  +  2n7ci, 

logt  —  y,     log  (—  t)  —  —  ^,    log  6«  —  m. 

Der  Hauptwerth  des  Logarithmus  einer  reellen  positiven  Grösse  a  ist 

reell;  die  Logarithmen  aller  übrigen  Grössen  sind  nicht  redl*)  — 

Es  ist 

Loga  +  Log6  =  Log(a6) 

und  umgekehrt;  aber  es  braucht  nicht 

log(a6)  =  loga  4-  logt 
zu  sein,  denn  wenn 

loga  =  log  ;  a  1  +  i)2o^^^    log 6  «  log  j  fc  |  +  i%w 

!^^  i  %'''  +  no'''  i  >  ^ 

ist,  so  wird 

log(a&)  —  loga  +  logft  +  2jti. 
Es  ist  aber 

loga  —  log6  «  log  y 
und  umgekehrt. 

2,  Um  die  ümkehrungsfunction  der  Exponentialfunction  c*,  den 
Logarithmus  analytisch  darzustellen,  erinnern  wir  daran,  dass  im  §  46, 3 
die  Gleichung  ^        ^t 

durch  die  im  Einheitskreise  convergente  Reihe 


2      '      3 


aj« 


identisch  befriedigt  wurde.    Da  nun  aber  x+  —  -J =  c* —  1,  also 

e*  =  1  +  j»   und 

^  =  Log  (1  4-  ;er)  =  log  (l  +  z)  +  2nni, 

*)  im  §  5,  3  wurde  nur  der  Hauptwerth  des  Logarithmue  einer  reellen  Grösse 
eingeführt. 
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ist,  SO  hat  der  natürliche  LogariÜimus  von  (1  -h^)  innerhalb  des  Einheits- 
hreises  die  analytische  Darstellung: 

^  -  Y  +  3 + 1 

und  »war  gibt  diese  Beihe  in  ihrem  Convergenehreise  die  Hauptfverfhe  von 
Log  (1  -f*  ^);  denn  die  Reihe  hat  für  positive  reelle  Werthe  des  Argu- 
mentes e  reelle  Werthe  und  als  stetige  Function  von  ß  kann  sie  nur 
die  aus  diesen  Hauptwerthen  durch  stetige  Aenderung  hervorgehenden 
Hauptwerthe  des  Logarithmus  von  (1  +  z)  liefern. 
Wir  haben  also 

log  (1  +  £?)  —  J»  —  Y  +    3 

und  alle  übrigen  der  Gleichung  e*  =»  1  4~  ^  genügenden  Reihen  nach 
Potenzen  von  z  lauten 


Z^      .      Z' 


2nxi  +  ^  —  Y  +  3- (n*^  +]y  +  2,"  ') 

Setzt  man  (1  -j-  jv)  >»  y,  so  wird 

ao 

Logy  -  2n^i  +^  ^^  '^"^  (y  -  1)^ 

und  wegen  der  Beziehung: 

Logy  =  Loga  +  Log  (l  +  ^^) , 


Logy  —  Loga  +  2n^i  +^^     ^^       (^-^Y '  W 

In  der  Umgebung  der  endlichen  Stelle  a  bestehen  also  unendlich  viele 
Elemente  des  Logarithmus  von  y,  imd  die  unendlich  vielen  Werthe,  die 

der  Logarithmus  an  einer  Stelle  y  annimmt,  für  die    ^~^     <  1   ist, 

gehen  aus  diesen  Reihen  (a)  hervor,  in  denen  man  n  nach  und  nach 
jeden  ganzzahligen  Werth  beizulegen  hat.  — 

Die  durch  Vermittlung  von  Stellen  ableitbaren  Fortsetzungen 
eines  (durch  einen  besonderen  Werth  von  n  bestimmten)  Elementes, 
Ton  denen  keine  mit  einer  der  durch  Vermittlung  derselben  Stellen 
aus  den  anderen  Elementen  abgeleiteten  Fortsetzungen  übereinstimmt, 
constituiren  einen  „Zweig  des  Logarithmus^]  der  Inbegriff  der  Haupt- 
werthe, die  aus  der  Reihe 

hervorgehen,  heisst  der  Hauptzweig  der  Function  Logy. 

Der  einzelne  Zweig  ist  längs  des  von  0  bis  —  00  sich  erstrecken- 
den Theiles  der  Zahlenlinie  unstetig,  da  iJq  beim  Ueberschreiten  dieses 


n  — 1 
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Theiles  aus  dem  Gebiete  von  Grossen  mit  negatiyem  reellen  und  nega- 
tivem imaginären  Bestandtheile  um  2x  wachst.  Setzt  man  aber  den 
Logarithmus  mit  Hilfe  der  Potenzreihen  fort^  so  kommt  man  beim 
Ueberschreiten  des  negativen  Theiles  der  Zahlenlinie  in  das  Gebiet 
eines  andern  Zweiges ^  etwa  aus  dem  des  n*^  in  das  des  (n  —  1)^ 
Zweiges ;  und  der  Logarithmus  ist  längs  der  negativen  Zahlenlinie 
nicht  unstetig;  er  besitzt  nur  die  singulären  Stellen  0  und  (x>. 

3,  Zur  Berechnung  des  Logarithmus  führen  wir  noch  an^  dass 
aus  der  Entwicklung 

log  (1  +  a;)  =  a:  —  Y  +  y . 

die  Reihe 

—  log  (1  —  ir)  =  a?  +  Y  +  y  -I 

und  hierauf 

•»8{i±D-2(">  +  1^  +  ?  +  -) 
folgt.    Setzt  man 

--!— .  aa  n,    SO  Wird   a? «-      ,  , 

und  diese  Entwicklung  wird  man  anwenden,   wenn   der  Hauptwertfa 
des  Logarithmus  einer  positiven  reellen  Grösse  zu  berechnen  ist,  denn 
während  x  von  —  1  bis  +  1  wächst,  nimmt  n  von  0  bis  +  oo  zu. 
So  ist  z.  B. 

log2-2(|  +  -,-^.+  -,-?3,  +  ...)  =  0,6936472.... 
Setzt  man  n  =  ,    also   x  «=  r — Vr»  so  wird 

log(a  +  A)  =  log«  +  2(,-^^  +  i-(^J'  +  ...), 

also  z.  B. 

logö  -  log(4  +  l)  -  21og2  +  2  (I  +  3^3  +  . . .)  -  1,6094379..., 

log  10  =  log2  +  log  5  =  2,3025851  •  •  • , 

-1—  =  0,4342945  •  •  . . 

log  10  ' 

Damach  ist 

logjj  —  log?  X  0,4342945  •  •  • 
und  weil 

log7-log(2  +  5)-.log5  +  2(|+3i^  +  ^+-.) 

=  1,9459101  . .  • 

ist,  80  wird  log,.7  =0,8451980.... 
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§  51.    Die  Bzponential-  und  Fotensfonotion. 

1.  Indem  wir  jede  Gleichung  (f^  =  a  lösen  können: 

öl  =  Logo, 

ist  ersichtlich  (vgl.  §  41,  2\  dass  wir  die  allgemeinste  der  Functional- 
gleichung 

f{x)  '  fijf)  =  fix  +  y)    und  der  Bedingung    /'(l)  ==  a 

genügende  analytische  Function 

~    1!     ^      2!      ^  ^     * 

für  die  e^  =  a  gilt^  auch 

(^o^ax  =  a«  s=  (c^««)«  «.  (fCf  =  (AD)' 

nennen  können,  was  früher  nur  im  Falle  eines  reellen  a^  möglich  war 
Doch  ist 

a'  =  \+  ^^g^-^  +  ^^g'^'^'  +  . .  • 

erst  bestimmt,  wenn  Loga  festgesetzt  ist,  etwa  gleich  loga. 

Diese  Definition  von  a*  steht  in  Einklang  mit  der  früher  ein- 
geführten Exponentialfimction,  wo  a  nur  reell  und  positiv  war. 

Wenn  nun 

bedeutet,  ist 

und  es  ist  die  äügemeine  PotenzfuncHan  erMärt 

2.  Wir  beherrschen  diese  Function  erst  dcMn^  wenn  wir  sie  in  Seihen 
cntwvckdn  "können.  Das  wäre  dadurch  möglich,  dass  wir  in  der  Ent- 
wicklung: 

ecLogx  _  1   .   ^?g^   .   g'W(^)   .... 

•         1!       ^  21  ^ 

die  Reihe 


00 


Logo:  -  2nni  +  y{-\y-^  ^-^^ 

einsetzten  und  die  entstehende  Reihe  nach  Potenzen  von  {x  —  1)  ordneten. 
Wir  gehen  aber  einen  anderen  Weg.    Es  war  bei  ganzzahligem 
Exponenten  m 

und  nun  fragen  wir^  welche  anaJytische  Function  die  in  der  Gleichung 

m'f(jf)=f{x.y) 

a/usge^ochene  Eigenschaft  besitßtj  denn  es  ist  zu  vermuthen,  dass  hier 
die  aUgemeine  Potenzfimction  a^  zu  Tage  treten  wird. 
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Für  die  fragliche  Function  besteht  ein  Element 

f{x)  =  a^  4-  «j  (x  —  x^  •\'0^{x  —  x^^'\ , 

wenn  sie  überhaupt  existirt,  und  zufolge  der  Functionalgleichung  ist 
f{x)  -=  «„  +  a,x,  (^^)  +  fl,  V  (^)*  +  .  • . 

Setzt  man  x  '^  Xq,  so  wird 

/•(*o)-/"(^o)-m)-"««, 

also  /"(!)  =  1    und  f(x^  «=  a^   und  somit: 
Ersetzt  man  hier 


a^XQ^  X'—Xq 


durch  Ct.  durch  x. 

so  lautet  das  für  f(l  -f-  x)  proponirte  Element: 

1  +  Cjä:  +  c^a?  +  •  •  •• 
Weil  ferner 

fil  +  x-\-y)^fil+x)'f(l+  j^-) 
ist,  so  besteht  die  Identität: 

wofern  x  and  y  solche  Stellen  in  dem  GonTergenzkreise  bezeichnen,  dass 
auch  noch  x  -^  y  und  —^ —  Stellen  in  dem  Kreise  sind. 

Der  CoefGicient  von  y^  in  der  links  stehenden  Reihe  lautet: 

und  der  rechts  ist: 

demnach  ist  zur  Herstellung  der  Identität 
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'■+'{'V)-'-{''~'i}' 


ZQ  setzen. 

Schreibt  man  statt  C|  c,  so  wird  f£Lr  i/  —  1 

c(c-i)       /c\  c(c~l)  (c~«)        /c\ 

^ — rä — U/>  ^» m —  =  U/'*- 

und  diese  Ausdrücke  erfüllen  auch  die  frühere  allgemeine  Beziehung 
zwischen  den  Grössen  c,  in  der  v  von  1  verschieden  ist. 
Nun  hat  man 


OB 

/•(l+*)-2'(.')^'' 


OD 


/•W=2'(')  (*-!)'' 


oo 


wo  (^]  die  Einheit  bedeutet. 

Das  hier  bestimmte  Functionselement 

l+(j)*  +  (2)**  +  -  =  -^(^5c) 

s^^  m  dem  Einheüshreise,  tco  die  Beihe  convergirt,  die  Function 
(1  -{-  xy  dar.  In  der  That^  -^(^;  ^)  ^^^  ^  ^^^  Beihe  nach  Potenzen 
Ton  c  entwickelbar  und  weil  F{x\  c)  als  Function  von  c  gewiss  wieder 
der  Gleichung 

F{x',  c')  .  -F(x;  c")  =  F(x',  c  +  c") 

genügt,  bedeutet  l^(ir;  c),  so  lange  |  a;  |  <  1  ist,  {F{x\  1))^  «  (1  -|-  a?)« 
(siehe  §  48).  — 

Aus  der  Gleichung 

(1  +  Xy  =  ecLog(l+x)     Q^Jej  ^  ^  ßCLog« 

ist  zu  ersehen,  dass  die  Potengfunction  im  Allgemeinen  mit  dem  Loga- 
rithmus vieldeutig  ist. 
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Ist  c  eine  ganze  Zahl  m  und  setzt  man  Logx  =  logic  4-  2ns i, 
so  wird 

d.  h.  die  Potemfundion  af  ist  eindetMg,  wenn  der  Exponent  eine  gange 
Zahl  ist. 

Ist  c  as  -^y  wo  fi  und  V  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler 

sind,  so  wird  sf  v-deuüg^  denn 

nimmt  v  Werthe  an,  indem  man 

n  =«  0, 1,  2, . . .  (v  —  1) 
setzt,  und  nimmt  nur  v  Werthe  an,  weil 

e^  =e  * 

ist. 

Besitzen  fi  und  v  einen  gemeinsamen  Theiler  Tz^  so  ist  die  f--j 

Potenz  von  x  nur  (yj- deutig. 

Ist  c  imxtionai  oder  complex,  so  wird 

unendlich  viddeuHg,  denn  in 

kann  2c  (n  —  n')  niemals  eine  ganze  Zahl  sein. 

Die  Werthe  e*<>«*  heissen  die  Bauptwerthe  der  Potenzfnnction  ^. 

Wenn  also  (1  4'  ^Y  ausser  in  dem  Falle,  wo  c  eine  ganze  Zahl 
ist,  vieldeutig  ist,  so  müssen*  wir  noch  fragen,  welche  Werthe  der 
Potenzfunction  durch  die  Reihe 

geliefert  werden. 

Setzt  man  nun  wirklich  in  der  Entwicklung  für  cf^^oEii+*)i 

-    ,    eLog{i  +  x)    ,    c'Log'  (1  +  X)    , 
'  II  "•  21  »         ' 

Log  (1  +  o;)  =  2nni  +  a:  -  ^'  +  |-'  +  •  •  • 

ein,  so  ist  unmittelbar  isu  seihen,  dass  unsere  Beihe  an  den  Stdlen  im 
Eifiheitskreise  die  Haupiwerthe  der  Potenzfunction  (1  +  xy  liefert. 
3.  Aus  der  Gleichung 


M        ^f~l 


§  52.    Die  ümkehrungsfanctionen  der  trigonometrischen  Functionen.  Nr.  1.    351 

schliessen  wir,  das8 

lim    (l+^Y  —  c« 

ist,   denn  für   Grössen  c^  deren   Betrag   grösser   wird   als  jede   vor- 
gegebene positive  Grösse  G,  wird  der  Betrag: 


OD 

2 


i-ir    a^ 


—1 

kleiner  als  jede  beliebig  kleine  vorgegebene  Grösse ,  so  lange  nur 
I  o;  I  <  I  c  I  ist. 

Also  wenn  x  endlich  ist,  gilt  die  frühere  Formel,  und  diese  ist 
eine  Erweiterung  der  Formel  von  gleicher  Form  in  §  16,  denn  hier 
darf  c  auch  eine  compleze  Grösse  sein. 

4.  Es  ist  noch  lehrreich,  die  Bedeutung  von  imaginären  Potenzen 
vor  Augen  zu  führen.    Es  ist 

also 

«  =  e         -3  «  ^  «  /  «=  e    *  •  c  (w  =  0,  +  1,  +  2,  •  •  •), 

i        <Log(-0        *(-^ +  «»«')         T     -*** 

usw. 

Yei^l.  zu  diesem  Paragraphen  auch  Cauchy  A.  A.  und  R.  a. 

§  52.    Die  UmkehningBfanotionen  der  trigonometrisohen  Functionen. 

1.  Wir  haben  noch  für  die  übrigen  im  Laufe  der  Auseinander- 
setzungen namhaft  gemachten  Functionen  analytische  Darstellungen 
herzustellen. 

Die  Tangente  eines   reellen  Argumentes  x  war  gleich  ;  die 

eines  complezen  Argumentes  sei  auch  durch  dieses  Verhältnis  definirt: 

J_ 
Bin«        2i  ^^-«    "J         .1-««^ 


y  =  *8^-J^  =  -l— — — IT"* 


Dann  ist 

1  —  itga;         1  —  »y 
und 

a; -iLog(ii^)--i-Logi^?-»Arctgy. 

Die  ümkehruDgsfunction  der  Tangente,   die  Arcustangente  des  Argu- 
mentes y,  hat  mit  dem  Logarithmus  unendlich   viele   Werthe^    und 
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Hauphoerth  heisse  derjenige,  dessen  reeller  Bestandiheil  S  der  Bedingung 
—  Y  <  €  <  Y  unterliegt. 

Bezeichnet  man  ihn  mit  arctgy,  so  ist 

Arctgy  =  arctgy  +  «ä 
und 

arctgy-|logJ;^;j. 
Zufolge  der  in  dem  Einheitskreise  geltenden  Entwicklung 

if+l 


(§  50,  3)  wird  nun  für  y-Werthe,  deren  Betrag  <  1  ist, 

arctgy  =  —  y^     2^+1    =  ^  —  y  +  5  +  •  •  •- 


Femer  ist  im  Falle  |  y  |  >  1 

.     /■ 

arctgy  =  ^-  log  j  | 


und 

Arctgy  =  f  -  (7  -  y  p  +  J-  p )  +  (n  —  1)«. 

Diese  Darstellung  gilt,  so  lange      -   <1  ist,  d.h.  ausserhalb  des  Ein- 

heitskreises. 

Die  Cotangente  ist  durch 

y  «»  cotg:i;  =  — —  =  i  -=--'- 

ZU  definiren.    Dann  ist  c***  «»  .     ,      und  die  ümkehrungsfiinction  der 
Cotangente,  die  Arcascotangente,  wird: 

X  =  Arccotgy y  Log  */^-^\  =  —  -*-  (Log  (-  1)  +  Log  J  "J^ 

=  -J  +  «  «  -  I  log  ([-  *|)  =  ^  -  Arctgy. 

Man  beherrscht  somit  die  Function  Arccotgy  gleichzeitig  mit  Arctgy. 
Die  Reihe  für  arctgx   kann   man  passend   zur  Berechnung  der 
Grösse  tc  benutzen.     Setzt  man  mit  Mach  in 
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a-arctg|-i--l(i-)'  +  T(T)*-T(T)'  +  -*' 
also 

tg«  =  "5 1  tg  2a  -  j-jg.-  -  j5|,  tg4a  -  j— t^i^^  -  ni' 

so  ist 

1«  4a  >  1,    4a  >  ^,   d.  L  4a  —  ^  —  6  >  0    und 

tg6-tg(4a-^)-^i^-^, 
und  endlich  « ^ai  16a  —  4arctg  öö» >  d.  i 

'-{'»{i-iny+iü)'—)- 

\^2«9  3    \239/      '     6   \239/  /  J 

Die  Yereinigung  der  yier  Glieder 

liefert  bereits  den  genäherten  Werth: 

3,14162260  .  •  • . 
2.  Die  ümkehrongsfianction  von 

y  =  sin«  =  ^  (e«'  -  «-»•■), 
der  Arcus  sinus  ist  auch  unendlich  vieldeutig^  denn  es  ist 

e«»*_2iyc*'-l  — 0,    e»*  —  yi  ±yi-y* 
und 

a;  —  Are  siny  —  -j  Log  (yi  +  V"!  —  y*) . 

Der  J9auf)ff(^ä^  des  Arcussinus   von  y  ist   derjenige,    dessen  reeller 
Theil  I  der  Bedingung  unterliegt 

2   ^*=  2 

Aus  der  Gleichung 

y  —  cosa:  —  —  (e«<  +  cr-«0 
folgt  ebenso 

yt±l/l— y* 
und 

a;  a»  Arccos  y  =*  —  Log .     = Aresin  y . 

*  y«  ±  K 1  —  y*        ^ 

Bitrmann,  Elemtnt«  dar  boharen  Mftthamatik.  23 
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Um  X  es  Are  siny  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  y  zu  entwickebi: 

X  =  $(y)  —  Co  +  c^y  +  Cgy*  H , 

kann  man  nach  derjenigen  Reihe  fragen^  welche  die  Gleichung 

y  =  Bina;  -  rr  -  |-"  +  f! 

identisch  erfüllt.     Nun  ist  aber  (nach  §  46^  3) 

sinW(rr).$(i)(y)  =  l,     also   5ßa)(y)-^ 


Bin^*^  (x)        ^^^^ 

und  wegen  sin'a:  +  cos'a;  =  y^  +  cos*iC  «=»  1: 


d.  h. 

ci  +  2cjy  +  3c»y*  H b  f^Cfy^~^ -\ =• 

-t     I      1     9    ■     1*3^    1     1*3*5    «    , 
=  1  +  l-S^  +  äTiJ^  +  27176  y*  +  •  •  • 

und  somit 

Weil  endlich  aresin  0  =  0  ist,  so  wird 

I    1  «•   ,   1  •  8  «',   1  •  8  •  6  «'   , 
arc8iny  =  y  +  y|-  +  j^^  +  ^^^^  f  +  •  •  • 

und  wir  haben  eine  —  wieder  in  dem  Einheitskreise  —  conyergente 
Reihe,  die  offenbar  gerade  die  Hauptwerthe  von  Aresin  y  in  dem  Con- 
vergenzbereiche  liefert.  — 

Wir  hätten  diese  Reihe  auch  gewinnen  können,   indem  wir  yon 
der  Definitionsgleichung 

Arcsiny  =  -j  Log  (yi  +  V'l  —  y*) 

ausgehend,  das  Argument  des  Logarithmus: 

gesetzt  hätten  und  hierauf 

00 

4  Log(l  +g)  =  2««  +  l^tL^g, 

nach  Potenzen  von  y  geordnet  haben  würden.  — 

Da  man  das  Argument  des  Logarithmus  nach  der  Umformung: 


mit  Hilfe  des  Binomiallehrsatzes   in   eine  Reihe   nach  Potenzen  Ton 
(y  —  yo)  entwickeln  kann,  die  so  lange  convergirt,  als  [  y  —  y^  j  kleiner 
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ist  als  der  kleinere  der  zwei  Beträge  |  1  —  y^  I  ^^^  I  ^  "h  Vo  1 9  ^^^ ^i^ 
ConYergenzkreis  also  y^  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  diejenige  der 
zwei  Stellen  +  1  geht^  welche  y^  näher  ist,  so  kann  man  Arcsin  y 
in  der  Umgebung  jeder  von  -f-  1  und  —  1  verschiedenen  endlichen 
Stelle  y^  in  eine  Reihe  entwickeln.  Damit  ist  auch  klar,  dass  die 
singtUären  Stellen  des  Convergenehreises  der  früher  gefundenen  Beute 
+  1  und  —  1  sind. 

Die  Entwicklung  des  Argumentes  in  der  Umgebung  Ton  y^  lautet: 


wenn 


± V^^^'^S  (  *  )  ( M (1  - y«)'"" (1  +  y«)^ (- 1)" 

ist;  und  man  erhalt: 

Arcsiny  -=  Arcsin y^  + 

+  i-  Log  f  1  +  l%=^i  +2'  — r^===.  (B?)')  • 

§  53.  Die  Darstellnng  trigonometrlBoher  Fnnotionen  dnroh  Fotensreihen« 

Um  analytische  Darstellungen  für  die  trigonometrischen  Functionen 

,  Binx         .  coso;  1  1 

igx  "= ,  cotgx  «=»  -^ — ,  secaj  = ,    cosec  x  = 

ö  ma.Of*'  O  ain  '>* '  Ana«' 


coBX'        ^  smx'  cosa;'  «mx 

zu  gewinnen,   beachte  man,   dass  tgx  durch   den  Quotienten  zweier 
beständig  convergenter  Reihen  darstellbar  ist.    Weil  der  Nenner,  d.  i. 

cosa;  für  keinen  Werth  von  kleinerem  Betrage  als  ^    ▼erschwindet, 

so  wird  für  tgo;  und  ebenso  für  secrr  innerhalb  des  um  die  Stelle  0 

mit  dem  Radius  -^  gelegten  Kreises  eine  Darstellung  durch  eine  con- 

vergente  Potenzreihe  nach  a; -Potenzen  bestehen.    Weil  femer  — —  fOr 

keinen  a;-Werth  von  kleinerem  Betrage  als  x  verschwindet,  so  finden 
die  Producte 

.  cos«  ^ 

X  cotg  a;  =  -.  - ,     X  cosec  x 


81D  X'  Bin  o; 


X  X 

innerhalb   eines    um   o;  *»  0    gelegten   Kreises    Tom   Radius   st   Dar- 
stellungen durch  Reihen  nach  Potenzen  von  x. 

Wollte  man   zur  Ermittlung   der  Reihe  ^(x)   für  tgx  die  Um- 
kehrung der  Reihe 

28* 


-B  secx . 

00%  X 


«'     .  05* 
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arc««y  —  y  —  ^-  +  |  —  ^  -| =  x 

vornehmen,   so   hätte   man   zu  bemerken,   dass   die  Ableitong  dieser 
Reihe: 

1  —  y*  +  y*  —  y*H 

die  Function 

1 

darstellt  und  nun 

j^.  ^'(x)  -  1,    also  ¥'(«)  -  1  +  ig'x  -  sec*«  =  -^ 

wird.    Wir  bedürfen  also  zunächst  der  Reihe  für  necx. 

Diese  Reihe  wird  nur  gerade  Potenzen  von  x  enthalten,  denn  es  ist 

secf — X)  ««  — 7 — r  =  — 
>>        -'         co8(— a;)        cos 

Setzen  wir  daher 

sec  o;  —  Co  +  c,  yj  +  c^  ^  H , 

so  lassen  sich  die  CoefEcienten  mit  Eülfe  der  Methode  der  unbestimm- 
ten Coef&cienten  bestimmen,  indem  man  die  Identität 

secx  •  cosa:  :^  1 
oder 

(co+c.f;+s+--)(i-F;+Ti---)^i 

benutzt. 

Es  muss 

c,  =  1    ^l  —  ^^o    ...   ""^-^ "^^-^   1  +  . . .  + 

0         ^'    2!         2!         ^*  (2(1)1         (2^—2)1    2!^  ~ 

oder 

sein.    Aus  dieser  Formel  findet  man  schrittweise 

^0  ~  1;  ^  ="  1>  ^4  ~  5;  ^6  ~  61;  ^8  ~  1385,  c^Q  =  50521,  •  •  • 
und  wir  sind  im  Stande,  die  Reihe 

seca;-l  +  f;  +  5f;  +  6lf;  +  1385f-;  + 50521^;  +  .-. 


bis  zu  jedem  beliebigen  Gliede  zu  bilden.  — 

Diese  Methode  ist  so  bequem,  dass  wir  die  Reihe  fiir  die  Functüm 
igx  auf  ahnliche  Art  ableiten. 

Die  verlangte  Reihe  hat  die  Gestalt 
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ä'     ,  35* 


weil  tg  ( —  x)  t«  —  tgx  ist     Setzen  wir  diese  Reihe  in  der  Identität 

sino;  ^  tgrc  •  cosx 
ein,  so  wird 

^         8!    '     61         •  ••  — 
■=  l«l«  +  ««  3l  +  «5  6!  +  •  •  -j  (1-  äj  +  4"!  -  6!  +  •  •  •)  ■= 

und  die  Yergleichong  gleichnamiger  Goeffioienten  fOlirt  aaf  die  Be- 
ziehungen : 

+  (-  1)"-»  fl,  (Jj l^y-t-  (-  1)"  a,  (2^  +!)-=(-  1)^ 

0*- 0,1,2,...). 
Darum  wird  schrittweiBe 

o,  —  1,  a,  —  2,  Ob  —  16,  o^  —  272,  o,  —  8416,  o«  —  380192,  • .  • 

und 

tgrn  -  iP  +  2  f'  +  16  f-^  +  272  IJ  +  8416  ^1  +  '" 

Für   die    Functionen  Cotangente   und  Cosecanfe    gelten  selbstver- 
ständlich die  Entwicklungen: 

cosee  x  =  1  H Y) —  +  ^  — 41 f-  •  •  • 

Doch  wenn  wir  x  cotga;  und  x  coseco;  in  Reihen  nach  Potenzen  TOn  x 
entwickeln  sollen,  beachten  wir  zunächst^  dass  die  fdr  reelle  Variable  x 
geltenden  Formeln 

lim  X  cotg.r  =  l ,    lim  x  cosec^r  —  1 


CO 


auch  fQr  die  Functionen 


c*'»  +  l  2ta;e** 


X  cotgx  «^  ix  g  .       ,  X  cosecx 


e»'*_-i' c*'»-i 


der  complezen  Variablen  x  gelten;  andrerseits  bemerken  wir,  dass 
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cos'  —  —  8in'  -— 

cotg  y  -  tg  2 ~ 2  cotga;, 

sinycos- 

tg  Y  +  coi^f  —  — ^^^ — -  —  2  cosecx 

sin  -—  cos  — - 
2  2 

ist. 

Setzt  man  darnach  für  ^cotga;  die  Reihe  in  der  Gestalt: 

Üj'  flj*  x^ 

1  +  «1   li  +  «8    jj  +  «6    5J  +  •  •  • 

an,   so    muss    zufolge    der   Beziehung    zwischen  der    Tangente   und 
Cotangente : 

««i(i--2)+f;«,(^-2)+f;«,(i-2)+... 

sein,  also 

und 

«„+1  (2«'+«  -  1)  -  «„_x  f  •  +  *)  (2«'  _!)  +  ...+ 

+  (-l)*-'«.(niJ)(2*-l)+(-ir(2»'+l)«x(2»-l)-(-l)'+'. 
Insbesondere  wird 

8  16  872  8416 


«j.+i— —  n^i^     (v  — 0,  1,2,  •••) 


•    • 


und  die  Reihe  fQr  x  cotgo;  lautet: 

a;cotg:c  =  1  - ^ (y  n  + 16  3!  +  63  yi  +  •  •)• 

Die  analytische  Darstellung  von  cotgo;  in  der  Umgebung  der  Stelle 

a;  B=B  0  wird  daher 

.  1        /l    X    .    2   X*  \ 


Setzen  wir  ebenso 

X  coseca;  —  1  +  /^^  y^  +  ft  ^  H , 


X"*     ,      «     Ä* 


so  finden  wir 

2*^  +  ^  —  1 


(2«»'+«_l)2**'+* 

usw. 
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n.  Capitel. 
Das  Verhalten  einer  Potenzrellie  anf  dem  Convergenzkreise. 

§  54.    OonTorgeDB-  und  Divergenskiiterien  beBonderer  Beihen. 

1.  Bisher  wichen  wir  der  Frage  immer  ans^  ob  eine  gegebene  con- 
vergente  Potenjsreihe 

an  den  Stellen  ihres  um  z  ^=0  ausgedehnten  endlichen  Convergenekreises 
mit  dem  Badius  R  convergirt;  und  ob  die  Reibe  ^(^e^)  an  den  nicht 
singnlären  Stellen  c  des  Convergenzkreises  eben  den  Werth  annehmen 
muss,  nach  dem  eine  Werthereihe 

^(0.)    (i;-l,2,3,...) 
convergirt,  wo 

ify  I  <  jß     und    lim  0^  =  0 


00 


ist. 

Wir  bemerken  gleich  hier,  dass  der  Grenzwerth  lim  ^  (js^)  durch- 


yaaee 


ans  nicht  gleich  $(c)  sein  muss,  denn  von  der  Potenzreihe  war  nur 
gezeigt  worden,  dass  sie  innerhalb  des  Convergenzkreises  eine  stetige 
Function  der  Variablen  0  ist  (vergl.  §  38,  3  und  §  41,  5). 

Indem  man  ss  =  ax  setzt,  wo  |  a  {  =  22  ist,  erhält  man  aus  der 
Reihe  ^{z)  mit  dem  Gonvergenzkreise  22  eine  neue  Reihe: 

deren  Gonvergenzbereich  der  Einheitskreis  ist. 

Darum  fragen  wir,  ob  eine  solche  Potenzreihe  an  den  Stellen  vom 
Betrage  1  convergirt.  Zu  diesen  Stellen  gehören  auch  o;  «»  -|-  1 
und  —  1,  daher  haben  zunächst  die  Fragen  ihre  Berechtigung,  ob 
die  Reihen 

öfo  +  «1  +  0^2  +  «8  H ; 

öfo  —  a,  +  «2  —  Oj  H 

convergiren. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  die  Grössen  a^  alle  reell  und  positiv 

seien.     Dann  wissen  wir  wohl   die  allgemeine  nothwendige  und  hin- 


00 


reichende  Bedingung  für  die  Gonvergenz  der  Reihe  ^  a^    aus    posi- 

tiven,  reellen  Grossen  anzugeben,  wissen  femer,  dass  eine  solche  Reihe 
convergirt,  wenn  eine  positive  Grösse  O  derart  angebbar  ist,  dass  die 
Partialsummen 
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5«  =  «0  +  «1  H h  ö«     («  —  0,  1,  2  •  •  •) 

für  jeden  Werth  von  n  kleiner  als  G  sind,  und  wissen  endlich,  daas 

OD 

die  Reihe  y^,  Oy  convergirt,  wenn 

lim 


besteht  und  kleiner  ist  als  1,  und  dass  sie  divergirt,  wenn  lim  -^^ 
besteht  und  grösser  ist  als  1.  ''^* 


Doch  sobald  lim  -^^  ^  1   ist,  oder  sobald  ftlr  den  Quotienten 
-^^^^  kein  bestimmter  Grenzwerth  besteht,   gibt  es   kein   allgemeines 


a 


Verfahren,  nach  dem  die  Convergenz  oder  Divergenz  entschieden  werden 
kann,  aber  man  weiss  eine  Beihe  von  Ejriterien  anzugeben,  welche 
wenigstens  in  sehr  vielen  Fällen  zur  Entscheidung  f&hren. 

2.  Wir  leiten  die   gewöhnlichsten  Kriterien  ab   und  behaupten 
zunächst: 

a)  Die  Beihe 

tvo  a  eine  positive  Canstante  ist,  convergirty  wenn  m  >  0  ist;  und  sie 
divergirtj  wenn  m  <  0  t^ 

Zum  Beweise  der  Behauptung   im  Falle  m  «»  0  bemerken  wir, 
dass  für  alle  positiven  a;-Werthe,  ftlr  die  |  a  -t-^  I  >  1  ist, 

fix)  —  log  (l  +  a  4-  a;)  -  log  (a  +  a?)  <  ^ 

wird.  In  der  That,  setzt  man  .  ■»  z^  so  wird  f&r  die  positiven 
;5-Werthe  <  1 

/^W  = /"l^')  -  log  (1  +  ^)<  ^, 
d.  h. 

weil  ja  sicher 

Y+  4-+-->M-8-  +  T  +  --7 
ist. 

Bilden  wir  nun 

m  +  /■(!)  +  •  •  •  +  m  «  log  (a  +  n  +  1)  -  log  (a)  <^^. 
so  ist  ersichtlich,  dass  der  Grenzwerth: 


§  54.   Convergenz-  and  DiTergenzkriterien  befionderer  Reihen.    Nr.  1,  2.    361 

lim  s,  —  lim  ^  —r-  >  lim  (log(a  +  n  +  1)  -  log a) 

ist  und  jede  endliche  Grosse  übersteigt;  indem  der  Logarithmus  mit 
dem  Argumente  a  -f-  n  -|-  1  unendlich  wird«  Folglich  divergirt  die  Beihe: 

Ist  in  der  gegebenen  Reihe  m  <  0,  so  werden  zufolge  der  Un- 
gleichung 

(a +  *»¥+"»  <a  +  n     oder rx;;.> — r-z 

die  Glieder  der  jetzt  in  Bede  stehenden  Beihe  grosser  als  die  gleich- 

namigen  Glieder  der  divergenten  Reihe^^      ,     ;   darum  divergirt  die 

BeOie^  tverm  fn<0  ist. 

Ist  endlich  m>Oj  so  gilt  ftlr  positive  jSf-Werthe  die  Ungleichung 

(i+4r">i+!^ 

oder 

\    '^   »t    ^     "*"  *    j  ,  i^  ™     (l+if/+«      m«"»       m(l  +  «r" 

Setzt  man  hier  der  Beihe  nach 

jgf  ans  a^  (a  4-  1),  •  •  •  (a  4-  n  —  1), 

addirt    die   entstehenden  Ungleichungen    und    fiigt    dann    beiderseits 
— )        hinzu,  so  folgt 

g  ^^ (    ^    V"^"*  ^  _i 1        ^j i_ 

Darum  aber  bleibt  lim  Sn  kleiner  als  eine  angebbare  Grösse,  und  wir 

«äs« 

sehen:  im  FoiUe  m>0  comergirt  die  g€gd>ene  Beihe.  —  Beispiel:  Die 

Beihe  ^,  (— ]  convergirt  oder  divergirt^  je  nachdem  /c>  1  oder  Ä^l  ist. 
b)  Aus  diesem  Satze  folgt  ein  neuer  f&r  gewisse  unendliche  Beihen 

«0  +  «1  +  «8  H 

aus   positiven  endlichen   Gliedern  und   zwar:   Lässt  sich  eine  positive 
Grösse  m  derart  anginen  ^  dass 

lim  a,  •  1/1+»» 

Vsaoo 
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besteht  und  endlich  ist^  so  convergirt  die  Beihe^  a,,  denn  jetzt  gibt  es 
eine  Grösse  g>  a^- 1;*+"»,  so  dass  €h<g  - 1/-<^+*")  und 

2'«'<.''2'(rh)"*""  (»•>o)- 

Die  Beihe  ^  üy  divergirt,  wenn  eine  positive  Grösse  m  angdibar  i^ 
derartf  dass 

lim  Or '  v^^^ 

eine  von  Null  verschiedene  positive  Grösse  ist.    In  der  That,  jetzt  be- 
steht eine  Grosse  g  >0,  so  dass 

Der  letfste  Theü  unseres  Satzes  gut  auch,  wenn  m «»  0   ist,  denn 
jetzt  wird 

OD 

und  die  Reihe^.  —  divergirt. 

c)  Neben  der  früher  abgeleiteten  Ungleichung: 

log  (1  +  a?)  -  logx  <  I    (^>1)  (1) 

besteht  für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  x>  \  auch  die  fol- 
gende Ungleichung: 

log(l  +  i)  =  log(l+a;)-loga;>j^  =  |-^,.  (2) 

1  -f- 

X 

Es  ist  nämlich: 

1         11,11  ^1         1,1 

X  ^     X*     ^     ^    X^  ^    X  ä"      "^  05'  ' 

indem  offenbar 

wird,  wenn  ^  >  y  ^^*'  — 
Dann  ist  umsomehr: 

"^  Ä  log aj  ^      \q^^x      -^  "^  T  (1  +a;)log(l  +«) "  ^^^ 
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Bezeiclmet  man 

xlog  (l  H 1  «=»  fl;log(l  +  a;)  —  a;loga;  mit  ^, 

so  lauten  die  Ungleichungen  (1)  und  (2) 

i>*>iTi- 

Bei  einem  Exponenten  m  >  0  wird  nun  auch 


\     log a;     /  \      *    xlogx/  1  j.      ^ 


xlogx 


x  log  a;  + 1^  ''^       "^  (1  +  x)  log(l  +  x) ' 
also  femer: 

1  .1  1 


(1  +  X) .  (log  (1  +  x))i +«  ^  ,» (log  xf        m  (log  (1  +  «))"• 

Setzt  man  hier  X'^2,5,'''(n  —  1)  und  addirt  die  entstehenden  Un- 
gleichungen, so  folgt  die  Beziehung: 

y i < i \ . 

Äs  ^  Oog  i')^"*""        m  (log  S)*»       m  (log  ti)"» ' 

und  darum  ist  die  Beihe 

1 


—  -I — i 1 (T) 

2(log2)^+'"  ^   8  (log  8)'+'"   ^  ^^ 

convergent,  wenn  m>0  ist.    Down  aber  cont«ryir<  ein«  UeiÄö 

«0  +  «1  +  ^2  H 

aus  positiven  Orössen  a^,  wenn  man  eine  positive  Grösse  m  derart  an- 

gAen  kann,  dass 

Oy  •  V  •  (logv)*+'" 

für  lim  V  «  -1"  <^  ^w^  endlichen  Grenewerfh  besitzt. 

Im  Fälle  m  ■»  —  1  toird  die  Beihe  (I)  divergiren,  denn  jetzt  entsteht 
die  harmonische  Beihe.  ~-  Ist  m>  —  1  aber  kleiner  als  NuU,  so  wird 
sie  auch  divergent  sein,  denn  es  ist  für  ein  positives  (i  <1 

f-=^T  <  (1  +  71^.)'  <  •  +  ;4i  (8  *>'  ^)' 

also  auch: 

und  jetzt  wird  die  Grenze  der  Partialsumme 
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«—1 

y ^ 

für  lim  n  =  +  ^^  offenbar  unendlich. 

Endlich  sieht  man,  dass  die  Beihe  (I)  auch  divergirty  wenn  m  eme 
negative  Grösse  von  grösserem  Betrage  ist  als  Eins,  denn  dann  sind  die 
Glieder  der  Beihe  grösser  als  die  entsprechenden  der  divergenten  Beihe: 

-  +  -  +  ••• 
Wenn  m  »-  0  ist,  so  entsteht  die  Beihe: 

'    +iny-,  +  ---  (n) 


2  log  2    '    3  log  8 

Doch  weil 


iT^  >  iT^  >  ^^8  (l  +  ilL^)  -  1®8  ^««  (^  +  *)  -  ^<>8  1<«* 


logx      X  log  X  ^  \      "^  a;  log 

isty  wird  die  Partialsumme 

n 

2  ir^  >  ^^8  ^^8  (^  +  1)  -  l^K  log  2, 

d.  h.  diese  Summe  wächst  mit  n  über  jede  Grösse,  und  darum  dtver- 
girt  die  Beihe. 

Nun  kann  man  wieder  von  einer  Beihe  ^,  o,  sagen,  dass  sie  dicer- 

girtf  wenn  man  eine  positive  Grösse  m  von  der  Art  ang^en  hann^  dass 

«r  •  V  (logv)*""* 

einen  positiven  endlichen  Grenmjoerth  besUgt,  oder  wenn 

lim  Ov  •  V  log  V 

endlich  wnd  positiv  ist.  — 

d)  Mit  Hilfe  der  weiteren  Ungleichungen: 


(1  +  a;).log  (l+x)  (log  log  (1  +  x)y + «       m  (log  log  x) "» 

1 


m  (log  log  (!+«))"» 


(w>0), 


i-loglTTogToYi  >  ^""^  ^""^  ^""^  (1  +  ^)  -  log  log  loga: 
kann  man  ebenso  zeigen,  dass  die  Beihe 


3  log  8  .  (log  log  8)*+'"        4  log  4  .  (log  log  4)*+"» 

convergirt,  wenn  w  >  0  ist,  dass  sie  aber  divergirty  wenn  m  «=*  0  ist; 
sie  divergirt  auch ,  wenn  f»  <  0  ist.  —  Dann  aber  folgt,    dass  eine 
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00 


Reihe  ^,  Oy  aus   positiTen   Grossen   convergirt,    wenn    eine    positive 


yaO 


Grösse  m  derart  angebbar  ist,  dass 

Km  o,  •  V  logi/  (log  logi/)^+"' 


fSSBOO 


besteht  und   endlich  ist;   dass  sie  aber  divergirt,  wenn  eine  solche 
positive  Grösse  m  au&ufinden  ist,  dass 

lim  üp  '  V  logi'  •  (log  log  vy 


eine  positive,  von  Null  verschiedene  Grösse  ist. 

Dieser  Satz  lässt  sich  femer  dahin  verallgemeinem,  dass  man  an 
Stelle  von 

V  logv  •  (log  logv)        V  logv  loggv  •  •  •  logjk-iv  (log*i/) 

setzt,  wo 

logx  V  ^  log  logx-1  V    (x  —  2,  3  •  •  •  *) 

ist;  doch  wir  bedürfen  hier  dieser  Verallgemeinerungen  nicht. 

3.  Mit  Hilfe  der  früheren  Theoreme  stellt  man  neue  Convergenz- 
und  Divergenzkriterien  für  Reihen  aus  positiven  Grössen  auf,  indem 
man  die  aufgestellten  Reihen  als  Yergleichsreihen  benutzt. 

a)  Ist  von  den  Gliedern  einer  Reihe 

«0  +  ^  +  ^  H 

bekannt,  dass  bei  lim  v  ^^  -^^  oo 

V -"-^  iy  +  1)  =^ f{y) 

einen  bestimmten  Grenzwerth  ^  ^  0  annimmt;  imd  ist  m  eine  Grösse 
zwischen  g  imd  0,  die  wir  nach  einer  Formel  in  §  16,  2  als  Grenze  von 

auffassen,  so  wird  von  einem  bestimmten  v  ab 

f{y)^ip{v)    also:    ^^(-^)'"'^'. 


00 


Weil  aber  die  Reihet,  l^TTI'  <^^®^  (*'  +  1)***  ölied  zu  dem  vorher- 
gehenden  in  dem  Verhältnis  (-^yti)  steht,  convergirt  oder  diver- 
girt,  je  nachdem  f»  ^  0  ist,  so  wird  die  Reihet,  a^  convei^en  oder 

r 

divergiren,  je  nachdem  jr  <  0  ist,  denn  im  ersten  Falle  ist  -^^^^  kleiner 
als    der    Quotient    gleichnamiger    Glieder    der    convergenten    Reihe 
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^  — -4.1  (m  >  0),  im  zweiten  Falle  grosser  als  der  Quotient  gleich- 
namiger  Glieder  der  divei^enten  Reihet,    ^  ,  ^   (m  < 0). 

Die  Beihe^  a»  convergirt  oder  divergirt  somit  ^  je  nachdem 


ist 


**  4-1 

Sollte  in  dieser  Reihe  lim    ^"^    b=  1  sein,   so  kann  man  zufolge 
der  Beziehung  *—     **" 

sagen :  Die  Beihe^,  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 

ist.    (Raabe.) 

Hierzu  ist  zu  bemerken,  dass  lim  a^  entweder  0  oder  +  00  ist^ 
je  nachdem  der  Grenzwerth  von  \ 

positiv  oder  negativ  ist.     In  der  That,  bildet  man  aus:  I 

^  1 ^  X — - —   ... ^  i 

«r  f    '      a^  v  +  i    '       a»4.„-.i  y  +  n-1   '  \ 


«,+,  ^a^Ui}-  '-f) 


M=y  , 


und  setzt  lim  5^(1;)  >  0  voraus,  so  ist  ^,  -—eine  divergente  Reihe  und 
der  Werth   des   unendlichen  Productes  ist  Null  *,  es  gilt  lim  o,  «»  0. 


9W 


ysB.00 


Ist  hingegen  lim  g(v)  <  0,  so  werden  die  Grossen  ^^  schliesslich  ne- 
gativ.  Das  Product  divergirt  nach  unendlich  und  es  ist  lim  a,=  +  00.  — 
b)  Betrachten  wir  Reihen  ^,  a^,  bei  denen  der  Ausdruck 

V  logv  _  f^  (t,  +  1)  log  (v  +  1)  -.  f(y) 

y 

für  lim  v  =s  -j-  00  einen  bestimmten,  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
werth g  besitzt,  und  ist  m  eine  zwischen  0  und  g  liegende  Grosse,  die 
wieder  als  Grenze  von 
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^('')=(^-(wT^r)*'^**8'' 


aufzufassen  ist  (s.  auch  §  16,  2),  so  wird  von  einem  bestimmten  v  ab 
Der  Quotient    *""*"    ist  bei  positivem  g  und  m  kleiner  als  der  Quotient 

y  OD 

gleichnamiger    Glieder    der    convergenten    Reihe  ^ iX"~>    ^®^ 

negativem  g  und  tn  grosser   als  der  Quotient  gleichnamiger  Glieder 
dieser  nun  divergenten  Reihe.    Folglich  convergirt  oder  divergirt  die 

Beihe  y^  a^,  je  nachdem 

V 

lim  (vlogv  —  ^^^  iy  +  1)  log(l  +  v))  ^  0 
ist  — 

Sollte  lim    *"^    *=  1  sein,  so  folgt  aus  der  Schreibart 

dass  die  Beihe^  a^  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 

V 

lim  ( V —'  (v  +  1)]  log  v  ^  1 

ist,  denn  es  gilt  ja: 

lim(l+fl:)log(l+i-)  =  l. 

Setzt  man 
und  hierauf 

so  ergibt  sich  so  wie  früher,  dass  wegen  der  Divergenz  der  Reihe 

^7   1|^*1  (      C^  /\  f*  log  fi  \ 

lim  Oy  «=»  0  ist,  ausser  wenn     ^    g((i) ^^~  nach  —  c»  übei^eht 

00 

In  entsprechender  Weise  zeigt  man,  dass  eine  Reihe^^  a,  con- 
vergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  bei  lim  i;  «=  -|-  c» 
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lim  [v  logv  logst^  •  •  •  logjfci/  — 
-  ^  iv  +  1)  log{i;  +  1)  log,(v  +  !).••  log*(v  +  D]  ^0 

^  -4-1 

ist.  —  Im  Falle  lim    ""^    —  1   convergirt  oder   divergirt  die  Reihe 

^,  Ov,  je  nachdem 

lim  [v  logv  logsv  •  •  •  logi—i  — 

_^  (y  +  1)  iog(v  +  l)log2(v  +  1) ...  log»-i  (v+  l)]log*v  ^  1 
ist. 

OD 

4.  Wir  betrachten  nun  eine  Reihe  ^,  a^,   deren  positive  Glieder 

die  besondere  Eigenthümlichkeit  haben,  dass  die  Quotienten  aufeinander 
folgender  Glieder  die  Darstellungen  besitzen: 

^^1±1  —  1  4-  — ^i I ^ I 

usw.    Hier  lehrt  das  Convergenz-  beziehungsweise  Diyergenzkriteriom 

lif/('-^)^>- 

dass  die  Beihej^a^  canvergirtj  tvenn  q  <  —  l  ist,  und  dass  sie  dwer- 

girt,  wenn  Cj  >  —  1  is^.  —  Im  Falle  c,  >  0  wird  lim  o,  unendlich,  im 
Falle  Ci  <  0  lim  a,  -=  0.  Wenn  c^  =  0  ist,  wo  Divergenz  stattfindet, 
ist  lim  Oy  von  Null  verschieden  und  endlich,  sobald  in  dem  Aus- 
drucke 

a- + .  -  a.  JJ  ( 1  +  ^  +  3  +  •  •  •) 

das  Product  einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  hat,  wenn  also 
die  Reihe: 

convergirt.  — 

Hat  Ci  den  Werfh  —  1,  so  entscheidet  das  Divergenzkriterium: 


dass  die  Reihe  ^,  a^  divergirty  weil  ja  lim  -^  «=»  0  ist.  — 
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Ist  der  Quotient  -^^  insbesondere  in  der  Form  darstellbar: 


«r 


wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist^  so  dass 

—  1  i i; 1 -% 1 

wird,  so  convergirt  oder  divergirt  die  Beihe^  Oy,  je  nachdem 

^1  —  JBi  <  —  1     oder    ^j  —  Bj  >  —  1 , 
d.h. 

JBi  —  ^1  >  1    oder   B^  —  A^^l 

ist  Das  ist  das  Gauss 'sehe  Kriterium,  welches  man  auch  mit  Hilfe 
des  Raabe'schen  und  des  zweiten  auf  S.  367  angegebenen  Kriteriums 
ableiten  kann.  — 

Eine  aUemirende  Beihe 

(Mq  —  Äi  +  08  —  .  .  .  -|-  ( —  l)"«»  -f-  .  .  . 

convergirt  (absolut)  oder  divergirt^  je  nachdem  lim    ^"*"    ^  1  ist    Ist 
lim     ^"^    =a  1  und  stehen  die  positiven  Grössen  a^  in  der  Beziehung: 

a^        A  t-  ^  -t-  ^,  -r      > 

so  conv^^r^  dtc  Beihe  absolut,  wenn  q  <  —  1  isf.  Die  Beihe  convergirt 
nur  bedingt,  wenn  0  >  Cj  ^  —  1  ist,  wobei  natOrlich  lim  a^  =  0  ist. 

In  jedem  weiteren  Falle  c^^O  divergirt  die  Reihe,  denn  lim  a,  ist 

von  Null  verschieden. 

5.  Ist  endlich  noch  eine  Reihe  aus  complexen  Grossen  o,  gegeben 

==  1,  aber 

Biermann,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  24 


und  ist  lim 

also 

OD 
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und 


>4-i 


-1+V  + 


8y,  +  »i' 


+ 


80  convergirt  die  Reihe  ^  \  a»  |  nur  dann,  wenn  yi  <  —  1  ist;  d.  h. 

9 

die  gegebene  Reihe  convergirt  absolut,  wenn  y^  <  —  1  isL 

Im  FäUe  yi  >  0  wird  lim  |  Ot  \  unendlich,   und  die  Beihe  ^  o, 
divergirt.  '^™*  ' 

Wenn  yj  <  0  ist,  wird  lim  |  a»  |  Null;  för  y^  =  0  hingegen  wird 

lim  I  «T  I  >  0.     Darum  könnte  in  den  Fällen  —  1  ^  yi  <  0  vielleicht 


fssaOO 


von  bedingter  Gonvergenz  die  Rede  sein.    Eine  nähere  Untersuchung 

zeigt  jedoch,   dass    die  Reihe   nicht   allein   für   y^  ^  0,   sondern  f&r 

alle  Werthe  yj  ^  —  1  divergirt.  — 

Vergl.  Gauss,  Ges.  W.,  Bd.  III,  p.  139.  —  Weierstrass,  Grelle  J.,  Bd.  51.  — 
Morgan,  Traitä  de  calcal  diff.  1889.  —  Bertrand,  Lionville  Journal  VII.  —  Bon- 
net, Liouville  Journal  YIII,  p.  73.  —  Schlömilcb,  Algebr.  Analysis.  —  Genoochi, 
Calcolo  differenziale.  —  Du  Bois-Beymond,  ^Grelle  Journal,  Bd.  76.  —  Stolz, 
Allg.  Arithm. 


§  55.    Das  Verhalten  einer  Fotensreihe  auf  dem  Oonvergenzkrelse 

und  Beispiele. 

Nun  wenden  wir  uns  zu  der  Frage,  welches  Verhalten  eine  inner- 
halb des  Einheitskreises  convergente  Potenzreihe 

an  den  Stellen  des  Einheitskreises  aufweisen  kann.  —  Wir  nehmen 
an,  dass  der  Quotient  aufeinander  folgender  Glieder  der  Reihe  die 
Darstellung: 


et    t  -  X' 


a^xy 


X 


X 


l  ^  n±^  +  y  ._+?.*  +  . . . 


zulasse,  denn  wir  werden  in  diesen;  Beispiele  fast  alle  Möglichkeiten 
kennen  lernen. 

Die  Potenareihe  wird  offenbar  an  allen  Stellen  des  Einheiisicreises, 
wo  I  a?  I  =  1  ist,  absolut  convergiren^  wenn  y^  <  —  1  ist;  und  sie  wird 
gewiss  an  äUen  SteiUen  des  Einheitskreises  divergiren,  wenn  ^i  ^  0  ist. 

In  den  Fällen  0  >  y^  ^  —  1  convergirt  die  Beihe  —  wie  gleich 
gezeigt  werden  soll  —  an  edlen  Stellen  des  Einheitskreises  bedingt  mU 
Ausnahme  der  Stelle  rr  »»  1 ,  wo  sie  divergirt  Die  Conyei^enz  kann 
natürlich  nur  eine  bedingte  sein,  denn  die  Reihe  convergirt  ja  nnr 
dann  unbedingt,  wenn  sie  absolut  convergirt,  und  das  ist  der  Fall, 
wenn  yi  <  —  1  gilt. 
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Zum  Beweise  bilde  man  die  Reihe 

*  P(^)  —  «0  +  («1  —  «o)«  +  («1  —  öl)«"  +  •  •  •  —  (1  -  x)^a,x^, 
bringe  den  Quotienten  aufeinander  folgender  Goefficienten  auf  die  Form: 

und  ersetze  hier 

^d.^±(,+(--)i+(r)^+-)> 

dann  erhalt  der  Quotient  die  Gestalt: 

1    i    (yi  —  ^)  +  ^1  *    I 

I  p  I 

Jetzt  ist  ersichtlich,  dass  die  Reihe  p(x)  an  jeder  Stelle  des  Einheits- 
kreises absolut  convergirt,  sofern  (y^  —  1)  <  —  1,  d.  h.  yj  <  0  ist. 

Darum  wird  die  gegebene  Reihe 

an  jeder  Stelle  des  Einheitskreises  mit  Auspalime  der  Stelle  o:  =  1 
bedingt  convergiren  und  ftir  o?  —  1  divergiren,  wenn  —  1  <  yi  <  0 
ist*).  — 

Wir  wollen  diese  Regeln  auf  die  innerhalb   des  Einheitskreises 
convergenten  Reihen  anwenden: 

^-T  +  T +  (-  1)'"'  V  + log  (1  +  «), 

X—-  +  - h  (-  1)'  87+1  H =  arctga;, 

,    1  «'    ,    1.8«*    ,  ,    t-3-(iv—l)  a;*''+*    , 

*  + Y  T  + 2T4T +  •••  +  — sTTT-Tä^T- 27+I+-  = '^''^•"^' 

Weil  in  dem  ersten  Beispiele  der  Quotient 

^»+1  ^_^  _£__B= 1  4-  -^5 —  H 

ist,   bedürfen   wir   erst   einer   derartigen  Umformung   der  Reihe   für 


*)  WeieratraBB,  Grelle  J.  Bd.  51,  p.  28-82. 
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log  (1  -f-  x\  dass  der  Quotient  aufeinander  folgender  Coefficienten  die 
gewünschte  Form 

erhält.  —  Setzen  wir  darum 

-log(l  +  x)-=(-x)  +  ^  +  ^  +  --- 
und  beachten,  dass  jetzt: 

ist,  80  können  wir  sagen,  dass  die  Reihe  fQr  —  log  (1  +  ^)  ^^cl  dann 
auch  die  Beihe  für  log  (1  -f-  x)  an  dUen  Stetten  des  Einheitshreises  mit 
Ausnahme  von  (—  a;)  =  1,  d.  i.  o;  =  —  1,  bedingt  convergirt,  an  der 
Stelle  rc  =»  —  1  aber  divergirt. 

Die  Beihe  für  aretgo;  bringe  man  aus  gleichem  Gründe  auf  die 
Form 

x[l+^-    +  — ^—  H h  ^27+T  +  •  •  7  • 

Weil  man  für  die  Reihe  in  der  Klammer  erhält: 

und  der  Coefßcient  von  —  gleich  —  1  ist,   ergibt  sich  wieder,   dass 

die  Beihe  für  arctga;  an  aüen  Stellen  des  Einheitskreises  bedingt  am- 
vergirt  mit  Ausnahme  der  Stellen,   für  die  ( —  x*)  ^^  1  ist,   d.  h.  mit 
Ausnähme  der  Stellen  o? »  -|-  *  ^^^  ^  '^  —  i^  too  sie  divergirL 
Die  Beihe  für  aresin  o;,  die  sich  auch  in  der  Form 

^V     ^2     3    ^2-4      5     +  ^        2.4...2ir       ^v  +  1^        ) 

schreiben  lässt,   convergirt  an  jeder  Stelle  des  Einheitshreises  absolut, 
weil  in  der  Entwicklung  des  Quotienten 

—  i         i 

a^  *      V      *      V*      ^ 

der  Coefficient  von  —  kleiner  als  —  1  isi   —    Die  Stellen  rc  =  +  1 

sind  aber  singulare  Stellen  der  Function  aresin  o?. 
In  dem  vierten  Beispiele  ist 

(  "  )  1-^ 


«^  (c\  v-\-\  .1  »       ^"      V»         » 


^  +  T 
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Darum  wird  die  Binomialreihe  an  allen  Stellen  des  Einheitskreises 
äbsohU  convergireny  wenn  der  reelle  TheU  y  des  Exponenten  c«»y-|-di 
grosser  ist  als  Null;  sie  wird  an  allen  Stellen  des  Einheitskreises 
divergiren^  wenn  y  ^  —  1  ist,  und  endlich  in  den  Fällen  0  ^  y  >  —  1 
an  allen  Stellen  mit  Ausnahme  der  Stelle  a;  »=  1  iedingt  convergirenf 
aber  fiir  x  =»  1  divergiren.  — 

Wir  ersehen  aus  diesen  Beispielen,  dass  das  Element  einer  ana- 
lytischen Function  an  den  Stellen  seines  Conyergenzkreises  ein  mannig- 
faches Verhalten  darbietet;  das  Element  convergirt  entweder  an  keiner 
Stelle  des  Kreises,  oder  es  convergirt  an  jeder  Stelle  des  Kreises  ab- 
solut; oder  es  divergirt  an  einzelnen  Stellen  und  ist  an  den  übrigen 
nur  bedingt  convergent.  Ja  man  begegnet  auch  Potenzreihen,  die 
an  allen  Grenzstellen  des  Convei^enzbereiches  nur  bedingt  conver- 
giren.     (Pringsheim,  MatL  Annal.  Bd.  25.) 

Nach  dieser  Erkenntnis  ist  der  folgende  Satz  berechtigt:  Eine 
Potenzreihe  ^(x)  Jcann  an  einer  Stelle  c  auf  der  Begrenzung  ihres 
Convergenzbereiches ,  welche  Häufungsstelle  einer  innerhalb  des  Be- 
reiches befindlichen  Punktmenge  a?o,  rr^,  o^,  •  •  •  ist,  den  endlichen  Werth, 
der  Grensnverth  der  GrössenreQie 

ist,  nur  dann  annehmen,  wenn  $(a?)  für  x^^^  c  convergirt. 

Wenn  $(c)  convergent  ist,  mus$  man  aber  erst  nacJtöehen,  ob  wirUich 

Um  «P(a^)  =  ^(c) 


lOD 


mrd.  Das  thun  wir  unter  geringen  Aenderungen  so  wie  es  Stolz  gethan 
hat*).    Die  Potenzreihe 

5ß(a?)  «=  a^  +  a^x  -f  a^oi?  +  •  •  • 

convergire  in  dem  Einheitskreise,   und   convergire  au  der  Grenzstelle 

0  SS  y  -{-  $  j  SS  cos«  -[-  i  sin« 

des  Convergenzbereiches  mindestens  bei  der  durch  die  Reihe  $(a;) 
angegebenen  Anordnung  der  Glieder.  Dann  kann  man  nach  Angabe 
einer  positiven  Grösse  d  eine  ganze  Zahl  m  so  bestimmen,  dass 

I  SnJ^w  —  s«  I  =  I  a,+ic*+i  H h  a,+»'(j»+»'  1  <  * 

wird,  wenn  n>m  und  n  irgend  eine  ganze  Zahl  ist;  und  hierauf  hat 
man  wegen  der  Formel: 


*)  Schlömilch's  Zeitschrift  Bd.  20,  p.  369   and  Bd.  29,  p.  127  (s.  auch  Allg. 
Arithmetik  Bd.  II,  p.  167). 


■ 
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a5\«+i 


--  (i  -  t)  "i?  (*-+.  -  *.)  (^r"  +  (..+-•  -  *.)  (4)' 


«+»' 


/*  =  ! 

die  Ungleichung 


1        *  I     ^^  I  ^ 


»+A* 


+  * 


e 


Bezeiclinen  wir 

X        \x\  (co8 <p  + » sin <p)        fc  /       ,  X    I    •    •    /            N\ 

—  =  ■ — ^-^ — j-h-. ^  ■=  6  (cos  (g>  —  «)  +  I  sin  (w  —  «)), 

c              coB  a  + 1 8in  a              '  ^         ^  '               ^            '^' 


»+'11 


80  haben  wir: 


l „SS  Q  (cos^  +  *  vmii), 

c 


li-i 


»■— 1 


a,+, «»+»  +  •  •  •  +  a,+,.»»+"'  I  <  9*1"+»  ^-jzry-  +  *5'+-'  = 


o; 


Beachten  wir  noch,  dass  der  absolute  Betrag  —   nämlich   g    an   jeder 

c 

Stelle  innerhalb  des  Kreises  <  1  ist  und  dass  an  diesen  Stellen 


X 

c 


+ 


1-^ 

c 


-!  +  (»>  T  +  (i— ?)hi 


ist,  so  wird 


q9 


Femer  ist 


$*=• 


X 

c 


■J  =  l—  (l—  ^)  =  1— p  (cos^  +  i  sin^), 


(1  —  pcos  V')*  +  p*  sin*^  =  1  +  ^*  —  2q  cosif, 


also 


Qd 


QH^  +  i) 


*a+s) 


< 


2d 


1  —  1  1  —  6*  2  cos  1^  —  ^  ^  2  COB  1/»  —  9 

Nun  haben  wir  die  Grösse  2  cos  ^  —  (»zu  untersuchen,   die  ftir 
verschiedene  Stellen  x  verschieden  ist. 

Stellt  man  eine  Figur  her,  in  der  die  Träger  der  Werthe  0,  l,c,  x 

X  /  x\    • 

vorkommen,   sucht  dann  die  Träger  von  —  und  II ),  indem  man 

erstens   das  Dreieck   mit   den   Ecken   0,  o,  a;  um   den  Winkel  a  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  dreht,    und  zweitens   aus   der  neuen  Lage  der 
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Ecke  X  yd.  h.  aus  dem  Träger  von  — j  nacli  der  Vorschrift  in  §  18, 4 

zu  der  vierten  Ecke  des  die  Seiten  0,  —  und  — ,  1  enthaltenen  Paralle- 
logramms  geht,   so  ist  zu   sehen,   dass  der 

Winkel  ll,  0,  (l  — ^jY  d.  i.  ^  gleich  dem 
Winkel  (0,  c,  x)  ist  Die  Grosse  des  Win- 
kels ^  kann  zwischen r-  und  +  ~  variiren, 

folglich  ist  cos  ^  >  0.  Die  durch  die  Stellen 
c  und  X  gehende  Sehne  des  Einheitskreises 
tritt  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  (a,  b,  c) 
als  Kathete  auf,  darum  ist  diese  Sehne  gleich 
äc  .  cos  ^  —  2  •  cos  ^5  und  weil  die  Strecke 
xc=^  Q  ist,  so  wird  a:&  *=  2  cos  ^  —  p  <  2. 

Führt  man  jetzt  x  von  einer  ersten  Stelle  Xq  innerhalb  des  Kreises 
auf  einem  solchen  Wege  nach  c,  dass  (2cosV^  —  q)  auf  dem  Wege 
stets  grosser  bleibt  als  eine  angebbare  positive  Grösse  c,  die  selbst 
kleiner  sei  als  2,  so  wird  für  jede  Stelle  des  Weges  und  auch  für  die 
Endstelle  c 

wobei  n  >  m  ist.  —  Man  kann  auch  durch  passende  Wahl  von  d  und 
m  so  über  —  verfügen,  dass  der  Betrag 

kleiner  wird  als  eine  vorgelegte  positive  Grösse  d'.  Darum  aber  unrd 
die  Potenereihe  ^{x)  an  allen  Stellen  des  genannten  Weges  von  Xq  nach  c 
(der  geradlinig  sein  kann)  gleichmässig  convergiren;  und  nun  folgt  aus 
dem  in  §  38, 2  bewiesenen  Satze  (j3),  dass 

lim$(ic)  =  5P(c) 

«sc 

isL  —  Wenn  die  Reihe  $(a?)  hingegen  an  der  Stelle  c  divergirt,  kann 
sie  gewiss  nicht  an  allen  Stellen  unserer  Wege  mit  Ausschluss  der 
Endstelle  c  gleichmässig  convergiren.  Die  gleichmässige  Convergenz 
muss  schon  früher  ihr  Ende  haben,  sonst  müsste  ja  auch  ^(c)  con- 
vergent  sein.  —  Hier  ist  der  Grund  ersichtlich,  der  uns  zwang,  in 
dem  Satze  von  der  gleichmässigen  Convergenz  einer  Potenzreihe 
(§  38, 3)  so  genau  hervorzuheben,  welche  Stellen  als  innerhalb  des 
Convergenzkreises  befindliche  Stellen  gelten*),  — 

*)  Abel  und  Dirichlet  haben  —  wie  Pringsheim  in  den  Math.  Annal.  Bd.  21, 
p.  3d0  und  876  stark  hervorhob  —  bewiesen,   dass  Reihen   ^{x)  einer  reellen 
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Wir  yerwenden  diese  Untersuchungen  über  die  Convei^enz  und 
Divergenz  von  Potenzreihen  auf  dem  Convergenzkreise  noch  zum  Be- 
weise der  Formel 

lim  X  log  X  =»  0 . 

Für  ;er-Werthe,  deren  Betrag  kleiner  als  Eins  ist,  gilt  die  Entwicklung: 


g"  «»     .  .,...» 


r 


Doch  weil  hier  (für  v  >  1) 


"-'    1-4-  +  ^.+ 


isty  so  convergirt  die  genannte  Reihe  an  der  Stelle  z  =  —  1  absolut 

Dann  ist 

■    lim{(H..)log(l+.)} l  +  (-i^  +  ^  +  ^  +  ...), 

wenn  der  Grenzübergang  yon  einer  Stelle  g  aus  dem  Einheitskreise 
über  Stellen  I  deren  Betrag  kleiner  ist  als  1,  in  früher  genannter  Art 
nach  j?  =  —  1  bewerkstelligt  wird. 

Setzen  wir  nun  1  -\-  ß  ^=s  x  und  erinnern  uns,  dass  die  zwischen 
den  Klammem  stehende  Reihe  den  Werth  Eins  hat  (s.  §  7,  4),  so  folgt 

lim  X  log  ^s»  0, 

und  so  ist  auch  diese  von  früher  bekannte  Grenzformel  unter  An- 
wendung der  Entwicklungen  für  die  Function,  deren  Grenzwerth  ver- 
langt wirdy  abgeleitet  — 

Anhang. 
§  56.    Ueber  unendliche  Froduete  nnd  Schluaswort. 

Wir  haben  bisher  die  Bedeutung  des  Elementes  einer  analytischen 
Function  klar   gestellt  und   die  Anwendung  der  Theorie  der  Potenz- 


Variablen  o;,  die  f flr  d;  a- c  ^  0  convergiren,   in  einem  Interyall  (c,  c)  eintMiess- 

lieh  der  Chrenzen  stetig  sind,  wobei  |  c'  ]< | c |  nnd  ^  ^  0  ist^  je  nachdem  c  ^0 

gilt.  —  (Siehe  Abel  oenvres  complätes  1 1,  p.  223 ;  Dirichlet  im  Jonmal  de  mathe- 
matiqnes  II.  s^rie  t  VII^  p.  258.)  —  Pringsheim  hat  anch  gezeigt  (Math.  Annal. 
Bd.  44,  p.  41),  dass  der  frühere  Satz  von  Stolz  nicht  umkehrbar  ist,  dass  man  also 
dann,  wenn  ein  Anedmck  f{x)  gegeben  ist,  der  innerhalb  eines  Kreises  JB  nm 
o;  ea  0  durch  eine  Reihe  ^{x)  darstellbar  ist  nnd  stetig  bleibt,  wenn  man  x  aus 
dem  Innern  des  Kreises  nach  einer  Qrenzstelle  e  föhrt,  nicht  schliessen  dürfe,  es 
convergire  ^(c). 
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reihen  soweit  Yorgebracht,  dass  die  aus  den  Elementen  der  Mathe- 
matik entstammenden  Functionen  die  Darstellung  durch  Potenzreihen 
gefunden  haben.  —  Die  algebraische  Function  y  einer  Variablen  x 
haben  wir  an  den  im  Endlichen  liegenden  Stellen,  die  nicht  besondere 
Ausnahmsstellen  waren,  auch  in  Reihen  entwickelt,  doch  die  Frage 
blieb  ausser  Acht,  ob  die  Fortsetzungen  dieser  Reihen  die  Gesammt- 
heit  der  y-Werthe  liefern,  welche  der  die  algebraische  Function  y  Yon  x 
bestimmten  Gleichung  /*(y,  a;)  «■  0  genügen,  denn  diese  Frage  hätte 
uns  schon  weit  in  die  Functionentheorie  geführt.  Wir  unterlassen  es 
auch,  Fragen,  wie  die  folgende,  zu  erledigen:  Welche  analytischen 
Functionen  f(x)  haben  die  Eigenschaft,  dass  f(x  -|-  y),  f(x)  und  f(y) 
durch  eine  algebraische  Gleichung 

zusammenhängen?  Wir  machen  aber  darauf  aufmerksam,  dass  im  Falle 
Gr{f{x  +  y),  m,  m)-f[x  +  y)-f(x)'f(f/) 

f{x)  «»  a'  war,  und  dass  auch  sin  x  und  cos  x  Functionen  solcher  Art 
sind,  indem 

sin  (a;  +  y)  —  sina;}/!  —  sin*y  —  sinyyi  —  sin'a;  —  0, 

cos  (x  +  y)  —  cos  a;  •  cos  y  -f-  yi  —  cos*y  •  yi  —  cos*  y  =  0, 
oder  auch 

sin*  (a;  +  y)  —  2  sin'  (X'\'  y)*  (sin'a?  —  28in'a;  sin'y  +  sin'y)*  + 

+  (sin*a?  —  sin'y)*  ■—  0, 

cos*  (x  -{-  y)  —  2  cos  {X'\-y)'  (cos  x  •  cos  y)  +  (cos*a?  -f-  cos*y  —  1)  =  0 

ist.  Es  handelt  sich  in  diesem  letzten  Paragraphen  überhaupt  nur 
darum,  dem  Leser  zum  Schlüsse  noch  einen  Ausblick  zu  gewähren, 
indem  wir  einige  Aufgaben  anführen,  denen  man  beim  Verfolgen  der 
Theorie  der  Functionen  begegnet.  — 

Wie  im  V.  Abschnitte  §  38  die  additive  Vereinigung  einer  unend- 
lichen Menge  rationaler  Functionen  in  Betracht  kam,  so  kann  man 
auch  fn^en,  ob  die  durch  Multiplication  gegebener  Functionen 

begrifflich  festgesetzte  Grösse 

für  die  Rechnung  ^ine  Bedeutung  haben  kann. 

Nach  den  Lehrsätzen  über  die  unendlichen  Producte  in  §§  8  u.  21 
können  wir  gewiss  sagen,   dass  die  genannte  Grösse  an  einer  Stelle 


n 
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^  "^  ^07  ^^  ^^^  ^^^  Functionen  fy(x)  definirt  seien,  nur  dann  einen 
von  Null  Yerschiedenen,  endlichen  Werth  annimmt,  wenn  man  nach 
Angabe  einer  Grosse  d  >  0  eine  solche  ganze  Zahl  m  finden  kann,  dass 


-  1 


<S    (n>m,  1/  —  1,2,- ••) 


wird,  wobei 

ist    Die  einzelne  Function  fy(x)  muss  also  die  Gestalt  haben: 


00 


Die  Grösse  / /(l^  +  9>v(^))  muss  aber  an  mehr  als  blos  an  ein- 

zelnen  Stellen  Xq  convergiren,  sie  muss  in  einem  Bereiche  der  com- 
plexen  Variablen  oder  einem  Intervalle  der  reellen  Variablen  conyer- 
gent  sein,  wenn  sie  selbst  mit  einer  Function  etwas  gemein  haben 
soll.  — 

Doch  selbst  wenn  man  einen  Bereich  annimmt,  an  dessen  Stellen 
das  unendliche  Product  unbedingt  convergirt,  so  hat  die  durch  dasselbe 
definirte,  von  x  abhängige  Grosse  noch  keine  einer  functionen theore- 
tischen Behandlung -zugänglichen  Eigenschaften.  Wir  müssen  yielmehr 
annehmen,  dass  das  Product  in  einem  Bereiche  Ä  (oder  Intervalle)  um 
die  Stelle  Xq  gleichmässig  convergire,  und  das  soll  heissen:  Nach  An- 
gabe einer  willkürlich  kleinen  positiven  Grösse  d  lasse  sich  eine  solche 
ganze  Zahl  m  finden,  dass  der  absolute  Betrag  jedes  Ausdruckes: 

JJ(1  +  9r(«))  -  1  -  (fn+xfn+,  •  •  •  fn+n-  -  1)  =  (-J^  "  l), 

in  dem  n>  m  und  n  ■»  1,  2,  3,  -  •  •  ist,  an  jeder  Stelle  x  des  Be- 
reiches A  (oder  Intervalles)  kleiner  wird  als  S, 

Jetzt  lässt  sich  zeigen,  dass  das  unendliche  Product  in  dem  Be- 
reiche A  der  complexen  Variablen  eine  analytische  Function  darstellt, 
wenn  die  Factoren  fy(x)  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  Xq  des  Bereiches  A 
durch  Potenzreihen  ^v(x  \  Xq)  dargestellt  werden  können. 

Zum  Beweise  zeigen  wir,  dass  die  Beihe 


OB 

1  +  2  <Pr(.x)  Pr-,(X)      (Po  (*)  =  1) 


r=sl 


in  dem  Bereiche  A  gleichmässig  convergirt.    Dann  kann  man  näm- 
lich nach  dem  in  §  43  enthaltenen  Satze  über   die  Vereinigung  un- 
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.)  (n>m) 


endlich  vieler  Potenzreihen  pp(x  —  x^  die  genannte,  gleichmässig 
convergente  Reihe,  deren  Glieder  nach  Potenzen  von  (x  —  Xq)  zu  ent- 
wickeln sind,  selbst  in  eine  Reihe  ^(x  \  Xq)  ordnen;  und  in  ihrem 
Convergenzbereiche  hat  sie  eben  die  Werthe,  die  das  unendliche  Pro- 
duct  annimmt.  Das  unendliche  Troduct  stellt  in  diesem  Fälle  eine  ana- 
lytische Function  dar. 

Es  soll  also  nur  gezeigt  werden,  dass 

»=«4-1  n^  ' 

an  jeder  Stelle  des  Bereiches  A  dem  Betrage  nach  kleiner  gemacht 
werden  kann  als  eine  vorgegebene  positive  Grösse  s  (wobei  selbst- 
verständlich vorausgesetzt  wird,  dass  fp{x)  nicht  Null  ist). 

Da  jede  der  Functionon  fr(x)  innerhalb  A  endlich  vorausgesetzt 
ist,  so  lässt  sich  der  einzelnen  Function  fy(x)  eine  positive  Grösse  gy 
zuordnen,  die  grösser  ist  als  jeder  der  Werthe  \fy{x)  \  au  den  Stellen  x 
von  A. 

Wählt  man  dann  unter  den  Grössen 

i£li)>  (ffi92)y  •  •  •  OiÄ  •  •  •5'«-i),  (ffi9i  '"ffna  +  *)),    (n  >  m), 

wo  d  eine  willkürlich  kleine  positive  Grösse  sei,  die  grösste  aus,  sie 
heisse  ^,  so  ist  bei  jedem  Werthe  n  >  n»  und  an  jeder  Stelle  von  A: 

\Pnix)\<g 
und 


n-fn' 


^iPy(x)'    Py^l{x) 

»=114. 1 
wenn  nur  S  genügend  klein  ist*). 


(«)( 


n+k 


,(X) 


W»  z.  z.  w^. 


-0 


<9d  <€, 


Offenbar  wird  auch  die  Reihe ^,yy(ag)  im  Bereiche^  gleichmässig 
conveririren.  *'=^ 

Machen  wir  die  Festsetzung,  dass  die  Beihe  ^,  q>v  (x)  gleichmässig 

und  unbedingt  canvergirty  so  ist  auch  das  unendliche  Product  gleichmässig 
und  unbedingt  canvergent 


In  der  That,  jetzt   ist  nicht  allein 


an  jeder  Stelle 


eines  Bereiches  A  kleiner  als  eine  vorgegebene  Grösse  d,  sondern  auch 


^^ipy(x)\<d    (n>w). 


Doch  dann  ist 


|*saf|-(-l 


*)  Stols,  Allg.  Arithmetik,  Bd.  II,  p.  245. 
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flil  +  VAX))   <fl(^  +  \  ?''<«) !)  < ^ 

,=.+1  .=.,+1  1-^1 »,(«)! 

und  das  Product  ist  wirklicli  unbedingt  und  gleichmässig  convergent^ 
indem  jetzt  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  hierfür 
erftlllt  erscheinen. 

Ein  einfacherer  Satz  ist  der  folgende:   Ist 

9,(ir)  =  a/^^x  +  OgWic'  H \-  a^y^oi^  H (v  =  1, 2,  •  •  •) 

und  X  ein  Werth^  dessen  Betrag  |  o;  |  «=>  S  kleiner  ist  als  der  Gon- 
vergenzradius  jeder  der  Reihen  (py(x),  so  dass  die  Grössen 


/•Ol 


Mi) 


endlich  sind;  und  convergirt  das  unendliche  Product: 


OD 


JT(1 +  *»(!)), 


v=l 


SO  wird  wegen  der  Ungleichungen 

\<p,(x)\^n,S)  (.'-1,2,...) 

auch  das  Product 


OB 

JJ(l+9)v(«)) 


yal 


mnächst  unbedingt  convergiren;    aber  es   convergirt   auch   gleichmässig, 
indem 


JJ(l+9,(a;))    <J7(l  +  t^,(t)) 
ist;  und  man  darf  die  für  das  Product  zu  setzende  Reihe 


oo 


OD 


1  +  2  <P,(X)  '  P,-t(x) 


v=l 


in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  x  anordnen.    Die  Werthe  der  ent- 
stehenden Potenzreihe  kommen  mit  denen  des  Productes  überein.  — 
Nach  diesen  Sätzen  kann  man  nicht  allein  vorgelegte   unendliche 
Producte  auf  ihre  Gonvergenz  prüfen,  wie  z.  B. 

„if(i_i)./,  fj(,__jj,)^-^, 


ys=s  —  «0 


Vsss — OD 


WO  der  Strich  bei  dem  ersten  Productzeichen  anzeigen  soll;  dass  man 
V  nicht  den  ganzzahligen  Werth  Null    zu   geben   hat;   sondern   man 
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stellt  das  Problem,  Functionen,  die  unendlich  viele  Nullstellen  be- 
sitzen (wie  z.  B.  sin  xx,  cos  xx\  ebenso  durch  ein  Product  von  Fac- 
toren  darzustellen;  von  denen  jeder  nur  an  einer  Stelle  verschwindet, 
wie  die  ganze  Function 

mit  den  Nullstellen  XijXt,"'Xn  durch  das  Product 

n 

dargestellt  war.    In  den  früher  genannten  Beispielen  sind 

solche  Functionen,   die  im  Endlichen  nur  an  der  Stelle  x^^v,  be- 

1  .  *       . 

ziehungsweise  o:  =  v  +  y  verschwinden,  denn  die  Function  c*  ver- 
schwindet an  keiner  endlichen  Stelle. 

Dieses  Problem  der  Productdarstellungen  zeigen  wir  nur  an,  und 
ebenso  die  Aufgabe,  eine  Function,  die  an  unendlich  vielen  Stellen 
unendlich  wird,  z.  B.  cotgsro;,  gerade  so  als  Summe  von  Functionen 

darzustellen,  von  denen  jede  eine  ünendlichkeitsstelle  Xq  hat',  wie  die 

fix) 
rationale    gebrochene   Function  -j-\  durch   Partialbrüche   dargestellt 

war  (s.  §  29,  2). 

Durch  diese  Darstellungen  gewinnt  man  neue  Rechenvorschriften 
zur  Bestimmung  des  Werthes  einer  Function  an  einer  bestimmten 
Stelle  und  verfolgt  so  die  im  ersten  Abschnitte  gekennzeichneten  arith- 
metischen Aufgaben  immer  weiter.  — 


Yerbessernngen  und  Druckfehler. 

Seite  SS,  Z.  11  v.  u.  lies  „Grösse*'  statt  „Zahl**. 

„     38,  „    3  Y.  0.  lies  a,  statt  a, . 

„     39,  „    9  V.  0.  lies  „Ist  andrerseits  in**  statt  „Ist  in**. 

43,  „  17  Y.  0.  lies  Z  »  0  statt  x  »  0. 

81,  „  13  Y.  0.  lies  „Eigentlich  unendliche**. 

92,  „    6  V.  n.  lies  lim  f{x)  —  -f  0,  +  oo  statt  lim  f{x)  =  0,  oo. 

102;  „    5  Y.  0.  lies  y^  y,  >  1. 

110,  „  16  n.  18  Y.  0.  lies  a^ßi  +<Vt^  statt  a^ß^  +  a^ß^. 

113,  „  24  Y.  0.  lies  y(67+V)"  oder  6i"  +  6,*  statt  V'V+^*. 

189,  „    1  Y.  0.  lies  ersten  statt  zweiten, 

143,  „  10  Y.  0.  lies  6  statt  4. 

162,  „    3  Y.  0.  lies  f(x)  —  /"(äj)  statt  f(x)  —  f{x). 

164,  „    8  Y.  u.  lies  a?^_^^i  statt  aJ^_^. 

168,   „  13  Y.  u.  fehlt  die  Nnmmerbezeichnung  7. 

184,   „  15  Y.  0.  mid  S.  186,  Z.  6  y.  u.  lies  Cij*  statt  C*  bezw.  Öij». 
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188,  „    8  u.  11  Y.  0.  lies    ?-  stott  i-  und  (T,  +  T,)«  sUtt  (T,  +  T^)\ 

192,   „  la  V.  0.  Ues  60"*""""^  statt  6o'"""*"^^ 

194,   „  11  u.  8  Y.  u.  lies  ^n^^^i   und  ^^_^  statt  9„_^_i   nnd  ijp„_^. 

201,   „  13  u.  14  Y.  0.  lies  „die  Werthe**  und  „v  » 1**  statt  „den  Werth*'  und 

IL  am   V^ 

iir        "■•  • 
218,   „    7  Y.  u.  lies  F„_,  statt  V^_y 

220,  „    6  V.  u.  lies  V^  statt  V. 

230,  „    9  Y.  u.  lies  y>  —  -r)^*  ^^^^   v  "~t)^* 

274,   „    2  Y.  u.  fehlt  über  dem  Summenzeichen  n. 
277,   „  12  Y.  0.  lies  £v  statt  £,. 

287,   „  11' V.  0.  lies  (*^)  statt  (*^'). 

296,   „  16  Y.  u.  lies  |  a^o  I  +  I  ^  I  ^^^^  I  ^  I  +  I  ^  f- 

307,   „21  Y.  u.  steht  in'thümlich  die  bis  zu  der  genannten  Stelle  noch  nicht 

betrachtete  Reihe  S  —  v  +  V  —  •  •  •  **»**  der  folgenden : 

o         6 

t  +  v  +  v  +  i'  +  --. 

Diese  Reibe  ist  durch  Vermittlang  reeller  Stellen  über  keine  der  Stellen 
-f-  1  Qi^d  —  1  fortzusetzen;  die  erste  hingegen  Über  beide  dieser  Stellen 
und  nicht,  wie  es  im  Texte  heisst,  über  keine  derselben. 
331,  Z.  7  Y.  0.  Derjenige  Leser,  welcher  noch  den  Zusatz  macht,  „wenn  e^ 
überhaupt  eine  Darstellung  durch  eine  Potenzreihe  hat**  findet  den 
Beweis  für  die  Richtigkeit  in  Nr.  2,  denn  dort  ist  gezeigt,*  dass  die  der 
Functionalgleichung  \f(i  -^  rj)  '^  f(i)  •  /"(ij)  genügende  eindeutige  und 
stetige  Function,  welche  für  fi  =»  1  den  positiYon  Werth  e  hat,  ^  ist,  nnd 

dass  derselben  Gleichung  die  durch  die  Reihe  1  -f      +  oT  +  ' '  *  ^^^' 
nirte  eindeutige  und  stetige  Function  genügt.  .- 


/v^ 


